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Gabriela Holubova 31.08.2011

Definice 1.1. ( funk&ni posloupnosti )

Funkéni posloupnost ( = posloupnost funkci ) je zobrazeni, které kazdému prirozenému &islu n € N pfitazuje
pravé jednu funkci f, definovanou na mnoziné D C R:

n— f.(z), z€D.

Funkce f, se nazyva n-ty ¢len funkéni posloupnosti (f,).

(m”eme-‘ (fa(@), (F@))n, (falz) n€N), (fi(2), fo(@):-- -, fu(@),--.), T €D )

Definice 1.2. ( bodova konvergence )

Rekneme, ¥e funk&ni posloupnost (fn)

1. konverguje v bodé a € D k ¢islu b € R, pokud HIP fa(a) =0,
2. diverguje v bodé a € D, pokud 1_1){{1 fn(a) = +00 nebo 1_1&1 fn(a) neexistuje,

3. konverguje na mnoziné M C D k limitni funkci f, pokud Vz € M : f(z) = 1_1)1_11_1 fn(z) €R,

(pz’s“eme: fulz) = f(z), zeM; f, 27 )

4. diverguje na mnoziné M C D, pokud diverguje v kazdém bodé z € M.

Obor konvergence (f,,) je mnoZina K vSech z € D, ve kterych (f,) konverguje k limitni funkci (limité) f.

(pz’§eme: fn— f )

Definice 1.3. ( stejnomérna konvergence )

Rekneme, Ze funkéni posloupnost (f,) konverguje stejnomérné k funkci f na mnoziné M C D,
pokud plati
Ve>0dn, e NVneNVzeM: n>ny = |f.(z)— f(z) <e.

Rikame také, e funkee f je stejnomérna limitni funkce (limita) funkéni posloupnosti ( f,,) na mnoziné M.

(piseme:  fa(a) =3 f(a), 3 € M5 S s )
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| Jestlize funkéni posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na mnoziné M k limitni funkci f,
potom konverguje bodové na M k téze limitni funkci f.

Véta 1.5. ( postatujici podminka stejnomérné konvergence )

Necht funkéni posloupnost (f,,) konverguje na mnoziné M k limitn{ funkci f.
Jestlize existuje redlna posloupnost (a,) takova, ze

1. lim a, =0,
n—+oo

2. pro skoro véechna n € N a pro viechna z € M plati |f,(z) — f(z)| < a,,

potom funkéni posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na mnoziné M k limitni funkci f.

Véta 1.6. ( nutna a postatujici podminka stejnomérné konvergence )

Funkéni posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na mnoziné M k limitni funkci f pravé tehdy, kdyz plati

lim_sup|fa(z) - f(z)| = 0.
EM

n——+oo =

Véta 1.7. ( Bolzano-Cauchyovo kritérium stejnomérné konvergence )

Funkéni posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na mnoziné M k limitni funkci f pravé tehdy, kdyz

Ve>03ny e NVmeNVnRneNVzeM: m>ng A n>ng = |fu(z)— fulz) <e.

Véta 1.8. ( 0 zaméné limit )

Necht funkéni posloupnost (f,,) konverguje stejnomérné na mnozing M k limitni funkci f, necht z, je hromadny
bod mnoziny M a predpokladejme, ze pro vSechna n € N existuje ILm fn(z). Potom
z—xo

lim (lim fn(x)> — lim ( lim fn(:z:)> — lim f(z).

n—+oco \Z—Ig z—xp \n—+oco z—TQ

Véta 1.9. ( o spojitosti limitni funkce )

Necht (f,) je posloupnost funkci spojitych na intervalu I, kterd na I konverguje stejnomérné k limitni funkci f.
Potom funkce f je také spojitd na I.

Véta 1.10. ( o integrovani limitni funkce )

Necht (f,) je posloupnost funkci integrovatelnych na omezeném intervalu I := (a, b), kterd na ném konverguje
stejnomérné k limitni funkci f. Potom tato funkce f je také integrovatelna na intervalu I a pro kazdé z € I plati

/z f(e) di = / Jim fa(t) dt = lim / fa(t) dt.
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| Necht (f,,) je posloupnost funkci diferencovatelnych na intervalu I, které je konvergentni alespofi v jednom bodé&
zo € I a necht posloupnost derivaci (f.) konverguje stejnomérné na intervalu I. Potom limitni funkce

f(z) = lim f.(z)

n—-+oco

je také diferencovatelna na I a pro kazdé z € I plati

f(z) = [ im_fu(@)] = tim_fi(2).

Definice 1.12. ( funk&ni fada )

Necht (f,) je posloupnost funkci f, definovanych na mnoziné D C R.
Symbol

+z:ojfn(a’) = fi(z) + fo(z) + - + fu(z) +

se nazyva funkéni fada (fada funkci), funkci f,, se fika n-ty ¢len funkéni Fady.
Funkci s,, urCenou predpisem

sn(2) = f1(2) + fo(z) + - + fulz), 2 €D,

nazyvame n-tym castecnym souctem fukcni rady.
Posloupnost (s,) nazyvdme posloupnosti ¢astecnych souéti funkéni fady.

Definice 1.13. ( bodova konvergence funkéni fady )

v +oo
Rekneme, ze funkéni fada 3 f.(z)

n=1

+oo
1. konverguje v bodé a € D, pokud konverguje Ciselna fada > f.(a),
n=1

—+o0
2. diverguje v bodé a € D, pokud diverguje Ciselna fada Y. f,(a),
n=1

3. konverguje na mnoziné M C D, pokud konverguje v kazdém bodé z € M,

4. diverguje na mnoziné M C D, pokud diverguje v kazdém bodé z € M.

Obor konvergence funkéni fady Z fn(z) je mnozina K vsech z € D, ve kterych funkéni Fada bodové

konverguje k souctové funkci (souctu) s(z) = 1_1)151:1 sn(z), T € K.

+o0 +o00
(pz’s?eme: s(z) =) fulz), s=>_ fa >
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| .
Rekneme, ze funkéni fada Y- fn.(z) je
n=1

1. absolutné konvergentni v bodé a € D, pokud je konvergentni ¢iselna fada
+00
> |fa(a)l,
n=1

2. absolutné konvergentni na mnoziné M C D, pokud je absolutné konvergentni v kazdém bodé z € M.

400
Oborem absolutni konvergence funkéni fady Y- f,(z) nazyvame mnozinu K, vsech &isel z € D, ve kterych
n=1

funkcni fada konverguje absolutné.

Véta 1.15. ( postacujici podminka konvergence funkéni fady )

+oo ee
Jestlize funkéni fada 3 |f,| konverguje na mnoziné M, potom funkéni fada Y- f, konverguje na M.
n=1 n=1

Véta 1.16. ( majorantni kritérium absolutni konvergence )

L 7 v sV +m U +00 . v/ 7 v 7 v v
Necht je dana funkéni fada Y fn.(z), z € D, a necht } b, je Ciselna Fada takova, Ze pro skoro véechnan € N
n=1 n=1

plati
Vee M CD: |fuz)| < by

—+o0 “+ o0
Je-li tato Ciselnd fada >~ b,, konvergentni, potom funkéni fada - f, je absolutné konvergentni na M.
n=1 n=1

Véta 1.17. ( stejnomérna konvergence funkéni fady )

U v s v +OO . 7 v 7 . .
Necht funkéni fada Y f.(z), z € D, konverguje na svém oboru konvergence K C D k soultové funkei s, tj.
n=1

s(z) = Jifn(:c), T e K.

Rekneme, Ze dana funkéni fada konverguje stejnomérné na mnoziné M C K k souctové funkci s, pokud
na této mnoziné M konverguje stejnomérné posloupnost (s,(z)) Easteénych soucti funkéni Fady k souctové
funkci s, tj.

sn(z) 3 s(z), =€ M.

Véta 1.18. ( nutna podminka stejnomérné konvergence funkni fady )

u v YaRA +m - . v v Vo v
Necht funkéni fada Y f, konverguje stejnomérné na mnoziné M.
n=1

Potom funkéni posloupnost ( f,,) konverguje stejnomérné na mnoziné M k nulové limitni funkci f(z) =0, tj.

fa(z) 30, €M
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. o
Funkéni fada > f, konverguje stejnomérné na mnoziné M pravé tehdy, kdyz
n=1

n+p

> fi(z)

k=n+1

Ve>0dn, e NVneNVpeNVzeM: n>ny = < E.

Véta 1.20. ( Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence funkéni fady )

L 7 v s v +OO U +OO . v/ 7 v 7 v v
Necht je dana funkéni fada Y f.(z), z € D, a necht ) b, je Ciselna Fada takova, Ze pro skoro véechnan € N
n=1

plati -
Vee M CD: |fuz)| < by

+o0 too
Je-li tato Ciselnd fada >~ b,, konvergentni, potom funkéni fada - f, je stejnomérné konvergentni na M.
n=1 n=1

Véta 1.21. ( o spojitosti souctové funkce )

! +00 . A4 e . . v v - v 7 . v v
Necht > f, je funkcni fada, kterd konverguje stejnomérné na intervalu I k souctové funkci s. Jestlize vSechny
=

“+oo
cleny funkéni fady Y. f, jsou funkce spojité na I, potom také souctova funkce s je spojita na I.
n=1

Véta 1.22. ( o integrovani funkéni fady )

U +OO . VA 7 . - v v 7 . v 7 -
Necht ) f, je funkéni fada, kterd konverguje stejnomérné na omezeném intervalu I k souctové funkci s.
n=1
“+00
Jestlize vsechny cleny funkcni rady Z fn jsou funkce integrovatelné na I, potom pro kazdé zq,x € I konverguje

také funkéni ¥ada E f fn(t) dt a jeji soucet je f s(t) dt, tj.

n=1zo

/zs(t ) dt = / (an )dt:i/a:fn(t)dt.

Véta 1.23. ( o derivovani funkéni fady )

! +w . v VaARYA . /v 4 v Ve . .
Necht Z frn je funkéni fada, jejiz vSechny ¢Eleny f,, maji derivace f; na intervalu I.

Jestlize funkéni fada derivaci E fl je stejnomérné konvergentni na I a je-li funkéni ¥ada Z fn konvergentni

n=1

alespon v jednom bodé zy € I potom je konvergentnl na celém intervalu I, a to stejnomérné.

Navic, pro souctovou funkci s funkéni rady Z fn plati
n=1

—+00

veel: d(e)= % fn(w)], A

n=1




