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Kapitola 1
Neurcity integral.

Integracni vzorce.

Funkce f(x) [ f(x)dx Podminky

" o+ N,z €R

z Tt neN,z €

z f_: +C ac€R,a#—1,2€(0,4+00)
: Infa| +C zeR - {0}

e’ e’ +C rzeR

a” 1?12"‘0 re€R,a>0,a#1

sin x —cosx +C z€eR

cosx sinx + C zeR

o tez +C veRw# T ke
sin12w _COtg$+C x€R71'7£k’lT,k€Z
11_:82 arcsinz + C z e (-1,1)

H% arctgx + C zeR

shz chz + C z€eR

chzx shz 4+ C zeR

ﬁ the + C xreR

ﬁ —cthx + C xR -{0}

\/gcéi-i-l ln($+\/$2+1)+0 recR

= In|z +v2Z 1|+ C reR—(~1,1)

Poznamka: Také lze psat

/ e +C / d tgx + C
——— = —arccosx —— = —arccotgx
V1— g2 1+ a2 & ’
ponévadz plati
. ™ s
arcsin x + arccos x = 5 T e(-1,1) arctg x + arccotg x = 5 T € R.



1.1 Zakladni integraly.

Poznamka: Ve vsech vysledcich této kapitoly je vynechdna integracni konstanta.
1. Uzitim zdkladnich integra¢nich vzorcu vypoctéte [ f(z)dz, je-li

(a) fz) = V; (3

2

)
) [

(c) flz) ==& 22y + 27
)

—_ [ln|x|—2m+x—;

8 |~

() flx) = (1-3) Vava; [40¥/a7 + ]
() flo) = 24, (1047 - e 95 + 497
(g) flo) = W2 Yo, [20 - 1229895 4 350.3/77)
(h) f(z)=(1—=)(1—2x)(1 - 3a); [z — 322 + Ha® — 32t
(i) fz)= \/ﬁ; {% arcsin x
() f(z)= %; [x — arctg ]
(k) f(z) = mz}(—ﬁx;z); [arctgm — %]
() f(z) = a%e”,a # e, =1
(m) flx) = 22525, (30 - 285 ]
() flo) = 252 5wz (3)" — w5 (3)]
(o) f(z) =1+4+sinz + cosx; [ — cosx + sin z]
(p) f(z) = arcsinz + arccos x; [Z2]
(a) flz)= %% [In |z — 1]
(r) f(z) = tg’z; [tgz — x]
(5) f(z) = cotg’s; [~cotgz — 7]
(t) f(z) = th’; [z — tha]
(u) f(z) = cth?z; [z — ctha; v piikladech t) a u) uzijte vztahu ch®z — sh?z = 1]
(v) f(z)=2sin*%; [x — sin z]
(w) f(z) = %7 [—tgz — cotg z]
(x) fla) = Fresst: [A(tg + )]
(v) f(z) = %; {%3 — r + arctg x}
(z) f(x)= e::i_ll; [%62‘70 —e® + x]



2. Necht [ f(z)dax = F(z) 4+ C (t.j. F je primitivni funkce k f). Ukazte, Ze pro a # 0 plati

/faerb —F(ax +b)+ C.
Reseni: Plati

d

o {1F(az+b)—|—0} liF(az—&—b) = %F’(az—l—b)a:f(ax—kb).

adr

3. Uzitim pfedchoziho vzorce vypoctéte [ f(z)dz, je-li

(a) f(z) =(z+1)P [15(z +1)']
(b> f(.’L’) ﬁ’ _8(211,3)4i|
(c) flx) = V8 —2; [L(20 - 8)v8—2z
(d) f(z) = (8 —3z)¥8— 3x; [ (8 —32)%V/3z—8
() f(@) = b B
() f(z)= 2+§xz; [%arctg %x]
(&) f(z) = == {% arcsin \/gx}
(h) flz) =e™" 4 e [~e7 —2e™]
(i) f(z) =sin bx —sin ba; o € R; [— 2 cos bz — zsin5a
() f(2) = e [—5cotg (z+ F)]
() F(2) = s [2¢hs]
V) f(2) = 7oz [te 5]
(m) f(2) = =53 [—cotg3]
(n) f(z)= H_Sﬁ, [tg (2 — Z); uzijte vztahu sinz = cos (z — )]
(0) f(2) = mzrizsss [Jarctg 25|
(p) f(2) = === [% arcsin ‘5\%1}
4. Ukazte, ze )
P @) g~ f(a)| + €

na vnitiku M definiénfho oboru funkce £ /((;E) )

Reseni: Proz € M je Ln|f(z)|+ C] = ;")).

5. Uzitim predchoziho vzorce vypoctéte [ f(x)dx (v piikladech (h)-(1) uréete mnozinu M
z prikladu 4.) , je-li

(a) f(z) = Z57; [L1n|2® + 1]
(b) f(2) = s Mn(e® + 1)]
(¢) f(x) = cotgz; [In | sin z|]
(d) f(z)=tgw; [—In|cos z|]



(e) f(z) = tha; [In chz]
(f) f(z) = ctha; [In |sha|]
2x
(8) f(z) = 5= [~ Lin|1 - 3¢%]
(h) f(z) = zm3s In |In z|]
(i) flz) = WQ (n|1+Inx|
() f(@) = =y [In | arcsin z|]
(k) f(x) = Sinczsfffsmv [In | sin 2z|]
1) f(z)= T oens [ 1n|1—|—251nx\]
(m) f(z)= 1i12025§z; [~ In(1 + cos® z)]
6. Uzitim substituce vypoctéte [ f(z)dz, je-li
(a) f(z) = o= (b) f(z) = 2pegns, (¢) f(z) = =2 In {2
(@) f(z) = gz (€) f(z) = s
Reseni:
(a) Plati
2% dx 2T —¢ 1 / 1 nt4C arcsin 2% Lc
—_— = = — —_— — — ar 11 =
S | 2de=:% |Tm2) Vig 2o 2

pro z € (—00,0).

(b) Dany integral rozdélime nejdiive na dva integraly. Plati

7 2x — +/arcsinx J 2x dx arcsin x d
— —_—adxr = — X.
V1—2z? V1—2z? V1—2z?
V prvém integralu zavedeme substituci 1 — 22 = ¢, neboli 2xdx = —dt; ve druhém

arcsinz = u, tedy \/1‘{1”7 = du. Odtud plyne, ze

2 2
—/ \/ﬂduz—2\/£—§u\/ﬂ+C=—2\/1—x2—gVarcsin?’m—l—C’

pro z € (0,1).
(c) Polozime-li u = In 1%2, plati du = {72 - 1N de = £ a tedy
1 1+x 1 1, 1,1+
——In——dr=< [ udu=- =1
/l—xQHI—xgc 2/““ R L p

pro z € (—1,1). Vsimeéte si, ze f je lichd a F sud4.

(d) Plati
d d d Toor T
/ .LU :/ . 1$ z:/ 11'21’:/20057 ln‘tg ‘+C
sin x 2sin £ cos § 2tg3 cos® tgs

pro x # km podle piikladu 4.




(e) Vysledek najdete v dvodni tabulce. Ziskdme jej substituci x = sht. Plati

x = sht
dx = chtdt

/\/%T: ‘:/dt:t—l—C:argshm—&—C:ln(:ﬁ—i— x24+1)+C.
Tento integral je vSak mozné vypocitat i bez znalosti hyperbolickych funkci. Substituce
x = cotgt, t € (0,m), do = —ﬁ, pievadi obecné integrél [ R(z,v1+ z2)dx z ra-
ciondln{ funkce R v proménnych x, /1 + 22 na integral [ Ry (sin ¢, cos t) dt z raciondln{
funkce R; v proménnych sin ¢, cos ¢, ktery se nauc¢ime fesit v odstavci 1.3. V naSem
ptipadé dostaneme

/ da _ L ‘+C In |cot t’+0
_ _ n n hd
N cotgt 1 1 smt |2 *2
podle piikladu (d). Déle plati
cotg?L — t t
r = cotgt = g72t a odtud cotg?= — 2z cotg— — 1 =0,
2cotgs 2 2

neboli (Cotg%)1 , =TEV 22 + 1. Ponévadz % € (O7 %) , je cotg% > 0 a musime vyloucit
znaménko ”—” (pro vSechna x € R je z—+v/z? + 1 < 0). To ndm dév4 koneény vysledek

X

Pozndmka: Jako v pifkladu 6(d) lze substituci z = =, ¢ € (0, Z) vypocitat

sint’

dz
———=Iln(z+v22-1)+C, ze€(1,+0).
| = Var=) (1, +50)
Protoze f(z) = \/% je sud4, primitivn{ funkce F'(z) = In|z + vz2 — 1] je lichd a
protoze D(f) = D(F) = (—o0, —1) U (1, 400), plati i posledni vzorec ivodn{ tabulky.

7. Pomoci véty o substituci najdéte [ f(z)dz, je-li

(a) f(z) =sin®z cosz; [ sin® 2]
(b) f(2) = s |- sy
(0) f(z) = ipyes |- ety
(d) flx) = = Va1
(e) f(z)=a? V1+a3; [L(1+ 231+ 7]
(f) f(2) = w2 3% (ac4+1)2}
(&) f(2) = o= V1=
(h) f(x) = ze"; [3e=]
(i) fla) = e sina; [—eeos7]
(i) flz) =222 2 1n® 2]
(k) f(x) =455 [Larctg %«]
W) £(z) = srrryms (4 {/cotg™a]



sin x+cosx . [3 3 1=
Isinzc—cosx’

— e, [26\/5

T )

= s [nftg (5 + %)

uzijte vztahu cosz = sin (z + %) a pitkladu 6(d)
= i; [In |t %| uzijte vztahu shz = 2sh§ch$ a postupu z pitkladu 6(d)
= [2arctge

chz?’

X
etgm

— ¢~ fcotgz, e'* 4 In |tgz|, rozdélte dany integral na dva
g y g

cos?zx

=31 {%arctg (%) , vydélte ¢itatele i jmenovatele cos®x

sin? x+2cos2 x

(z)
(z)
(x)
(z)
(x):%jrﬁ [%arctgx
(z)
(x)
(z)
(z)
(z)

Poznamka: Funkce F)(z) = %arctg (tﬁf) je primitivni k funkci f v mnoziné

M:D(Fl)zR—{(%H)g; kez}.

Pro funkci F, s D(F) = R, kterd je ddna pfedpisem

F(z) = \%arctg (tj;) + f/g, S ((Qk — 1)%7

plati F'(z) = f(z), x € R a F je tedy spojitd v R. Presvédéte se o tom. Graf funkce
F jsme ,slepili“ posouvanim ¢asti grafu F;. Nakreslete obrdzek a vse si rozmyslete.

™
(2k+1)§), ke Z,

(w) f(z) = m\/zlzil

[— arcsin pro x > 1 vytknéte z z Va2 — 1 a vysledek rozsifte sudé na R — (—1,1)]

II\’

x) f(z) = \/%; {% arcsin (\/gsm ac)
vyjadiete cos 2z pomoci sin® z; ,,slepte® opét primitivni funkci k f na celém R

]
(y) flz) = \/@; [z —In(1 + V1 + e2*); vytknéte e* z V1 + e2* a uzijte prikladu 6(d)]
]

(z) f(x) = \/617_1, [~2arcsine™ 3, vytknéte e®/2 z \/e? — 1
8. Uzitim integrace per partes vypoctéte [ f(z)dz, je-li
(a) f(x) =ade™"; (b) f(z) =2"Inz,n # —1; (c) f(x) =1In(z+ V1+a?);
(d) f(x) =2%Int T (e) f(x) = arcsin®x; (f) f(z) = Va2 —22a > 0;
(g) f(x) = e cosbx, (resp. e sinbz), a® + b* > 0; (h) f(z) =In"z,n € NU{0};
(i) f(z) =a™e*, ne NU{0}, a #0; () f(m)zm,neN.

Reseni:
a) Do integrdlu T = [ 3¢~ dx zavedeme nejdiive substituci z2 = ¢; odtud azdx = %.
2
Je tedy
1 ¢ u=t v =e"t 1 L
I—i/te dt=| 7, 1 pe et = ——te +§/e dt
= t+1)+C=—=e(22+1)+C



/nl d u=lnz o =a" ’ zty ng
2" Inzdr = =——Ihe——— [ 2"dx =
=1 U=n+1 (jen #£ —1) n+1 n+1

xn+1
= — Dlnz -1 .
(n+1)2[(n+ Yinz — 1]+ C
Pro n = —1 se dany integral fesi substituci t = Inz (viz piiklad 7(j))
(c) Plati
=1 V1 2 =1
/ln(sc—!— 1522 do = u/_n(ﬂi-I- + 2?) v_ ‘:
V= = v=2x
xdz
=zln(z + 1+ a2 —/7:xlnm+ 1+22)—14+22+C
( )= e )
(d) Je
_ 1—z .2 3
5 x u=1In7 v =z x 1—:10 2/
/x Rl IV T I o

— 2% —1In(1 —x2)] +C.

:%ni+i— 2—;1n|1—x2+02;{x31n1+x
Podminka 1 — 22 > 0 je splnéna, nebot funkce 1n = je definovéna pro m >0, t. j.
pro z € (—1,1).
(e) Je
/arcsin2 rdr = u/: agrifigfm vi=1 ‘ = garcsin®z — / arcsin x dx =
u = Wiy V=2 \/7

/ T

u =arcsinx v = —s
, L \/_172 = yarcsin®z + 2v/1 — 22 arcsinfo/d:c:
—x

u = 1—x2
= garcsin? z + 2v/1 — 22 arcsinz — 2z + C.

Tento integral lze fesit i substituci z = sint, t € (=3, %)

(f) Plati
V=2 v=1 24
I:/\/aQ—xde:‘u,_ “ zx U_ ’:x a2—x2+/7x T
W= v=a JVaZ — 22

Jestlize v poslednim integralu ode¢teme a piicteme a?, dostaneme

22 2 o2
Z=xva%—22+ + de = 2va? — 22 — | Va2 — 22 do+

\/&2 — 2 \/&2 — 2

T
:x\/az—gcQ—/\/aQ—Ide—l—aQarcsmf.
a

+a2/diw
1/012 71,2

Pro hledany integral 7 dostavdme rovnici Z = zva2 — 22 — T + a? arcsin £ a jejim

feSenim je
1
7== 5 (:,E a2 — 22 + o arcsin = )—l—C



Poznamka: Integraly typu | R(z, vVa? — 2?) dz, kde R je raciondlni funkce v proménnych
T a Va2 — x2, se obecné fesi substituci x = asint,t € (—%, %) . Vypoctéte timto po-
stupem znovu piiklad 8(f) a posud'te, ktery vypocet je jednodussi.

(g) Proa #0 je

u = cos bx v = e 1 b .
Z= [ e*cosbrdr=| . L az | = —€**cosbz+— [ e sinbrdr =
u' = —=bsinbr wv=:e a a
. 2
u = sin bx v = e . b .. .
= = —e"cosbr + —e**sinbx — —<7T.
u' =bcosbr v= %e‘”" a? 2
7 dané rovnice vypocteme
eam
IT= [ e*™cosbrdr = ———=(acosbr + bsinbz) + C.
a? + b2

Integrdl K = [ €** sin bx dz muzeme vypocitat stejnym zptsobem nebo vyuzit predchoziho
vypoctu. Plati totiz Z = %e‘” cos bx + gIC a odtud

b 1 axr
K= /e”sinbxdz = - <I e”cosbx) +C = 267
a a a

e (asinbr —beosbz) + C.

Proa =0ab # 0 je vypocet obou integrali jednoduchy a odvozené vzorce rovnéz plati.
Poznamka: Ten, kdo znd Euleruv vztah

et — ¢ (cos b + isinb),

muze uvedeny integral vypocitat nasledujicim zpusobem:

a+1ib)x ax
T+iK= /e(“”b)xda: = el = (cosbz +isinbx)(a — ib) =
a+1ib a? + b2
= ﬁ [(acosbx + bsinbx) + i(asin bx — b cos bx)).
a
Oddélenim redlné a imaginarni ¢asti v tomto vztahu dostaneme oba vzorce pro Z i K

soucasne.
(h) Jestlize oznacime Z,, = [In" z dz, dostaneme
u=In"z v

n n—1 n
;o la B =zln"xz—n | In rzdr=xIn"x—nZ,_ 1,
=m0t v=u

I, =

tedy posloupnost {Z,}52, je urfena rekurentné prvym ¢lenem Zp = z a rekurentni
formul{

Z,=zln"z—-nZ,_1, neN.
Odtud

7:1:/lnar:dgczgclngc—x7 Ig:/ln2xdx:x1n2x—2xlnx+2x atd.

(i) Analogicky jako v pfedchozim pifkladu muzeme psét

u:xn / ax

u/ — n—1

Ty = /x"ea” dx =

v
nr v =




n
x n _ T n
= —e% — f/a:" Lea® dp = ——e%® — ZT, 4,
a

I,= ieaac EZ-n—l
a
Vypoctéte Iy, In, I3, vite-li, ze Ty = <—
(j) Oznacme K,, = [ uiii“)' Potom plat{
1 /
u = - ) 1 d
’Cn = ’ _(1+m2)2nz _ = % + 2')1/ x72$n+1 =
U = —{igyer V=T (14 22) (1+22)
T 22+1-1 T
= 192 dr = 2nkC,, — 2nkC .
(1+x2)”+ n/(1+$2)n+1 T (1+x2)"+ n Nint1
7 rovnice KC,, = = {aty +m2)” + 2nkC,, — 2nK, 41 dostaneme rekurentni formuli
T 2n —1
Kny1 = Kn,
T o1+ 22)n o
odkud muiZeme postupné spoéitat Ko, Ks, ..., nebot K; = arctg z.

Poznamka: Této rekurentni formule budeme v dalsim pouzivat pii integraci racionalni
funkce, jejiz jmenovatel ma komplexni vicendsobné koteny a pfi vypoctu integralu, které
se na integraly z raciondlnich funkci zminéného typu prevadéji.

9. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

(a) f(z) =Inx; [xInz — x, srovnejte s piikladem 8(b)]
(b) f(z) = ze 7 [—e ®(z + 1), srovnejte s pifkladem 8(i)]
(¢) f(z) =xcosx; [xsinz + cosx]
(d) f(z) = wsha; [zchz — shz]
(e) f(x) = 2%e 27 [—1e22(22% + 22 + 1) , srovnejte s pitkladem 8(i)]
(f) f(x) = 22 sin 2x; [1(cos 2z + 2z sin 2z — 222 cos 2x)]
(g) f(z) = arctgx; [zarctg z — 1 In(1 + 2?)]
(h) f(x) = arcsinz; [xarcsinz + 1 — 22]
(i) f(z) = 23ch3ux; [(% + %’”) sh3z — (22 + %) cth}
() f(@) = o5& [ztgz + In | cos z]
(k) f(x) = zarctgx; [1(z%arctgx + arctgx — )]
(1) f(x) = zcos? x; [£(22% 4 2z sin 2z + cos 2z), uZijte vzorec cos® z = 110327 ]
(m) f(z)=In(z? + 1); [zIn(2? + 1) + 2arctg x — 2]
(n) f(z) = wtg’a; [mtg:c +In|cosz| — ‘”—;}
(o) f(z)= a\r;%nlx; [2V/z + larcsinz + 44/1 — z]
(p) flz) =ade”’; [%exg (2% — 1), zaved'te substituci 2 = ¢]
(q) f(z)=/xh’; [Z2vz(9In®z — 12Inz + 8)]

10



(1) fl@) = (22)" [—1(n2z+2Inz +2)]

(s) f(x) = x? arccos z; {% arccos r — ””2;2 1- IEQ}

(t) flz) =eV™; [2eV7 (Va —1)]

(u) f(z) = arctg v/F; [warctg V + arctg yZ — /7]
(v) f(x) = xsin/z; [2(6 — 2)\/z cos/x — 6(2 — x)sin+/z,
v pifkladech (t)-(v) uzijte substituce \/z = t]

(w) f(z) = rarctg ?x; [3(2% + 1arctg 2z — zarctgz + § In(1 + 2?)]
(x) f(z) =vVz?+ a?; (3 {2V22+ a®+ a®In(z + Va2 +a?)} ,
uzijte postupu z prikladu 8(f) a 6(e)]

(y) f(x) = e3*(sin 22 — cos 2z); [%(sin 2x — 5cos 2x), uzijte pifklad 8(g)]
(z) f(z) = e**sin’ {6%1(2 — cos2x — sin 2z),

uzijte vzorec sin® z = 126522 4 pifklad 8(g)]

10. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

(a) flz) =222, (b) flw) = Z2258h, () f(@) = 3
(d) f(x) = =, (&) f(x) = ey (6) @) = iiatays.
Reseni:

(a) Ponévadz je dand raciondlni funkce neryze lomend, musime nejdifve provést déleni:

422 + 160 — 8
x(r —2)(z +2)

1o8) (@ —dr) =2t +4+

(z° +
Posledni zlomek je jiz racionalni ryze lomend funkce, kterou rozlozime na soucet parcialnich

zlomku.
422 + 16 — 8 A B C

z(z —2)(z +2) ;+$—2+m+2’

kde A, B, C jsou zatim neznamé konstanty. Vyndsobenim rovnosti vyrazem z(z? — 4)

dostaneme

42 + 162 — 8 = A(2? — 2) + B(2? + 2z) + C(2* — 22).
Polozime-li = 0, dostaneme pro neznamou A rovnici —8 = —44 = A = 2. Analo-
gicky dosazenim x = 2 dostaneme 40 = 8B = B = 5, dosazenim z = —2 dostaneme

—24=8C = C=-3.Prox#0,z# +£2 je tedy

5 4
/%de:/xzdx+/xdx+4/dx+2/d—x+5/ du —3/ du dx =
x3 — 4z T T — 2 T+ 2

B g2 3 .2 22(z — 2)°
(x +2)3

= —+—+4z+2In|z|+5In|z—2|-3n|z+2|+C = 4% fdr+in

3 2 3 2 +C.

(b) Danou raciondlni funkci rozlozime na soucet parcidlnich zlomku. Plat{

@?-2%+4 A B C D E

(x—2)2  «x x2+g+x—2+(a:—2)2'

Odtud

23— 227 +4 = A2x*(x — 2)* 4+ Br(z — 2)* + C(z — 2)* + D’ (z — 2) + Ex®.

11



Srovnanim koeficienti u odpovidajicich si mocnin dostaneme soustavu linedrnich alge-
braickych rovnic

. 0= A +D

2®: 1= —4A +B —2D +FE
2 —2= 4A —4B +C

' 0= 4B —-4C

20 4= 4C

1 1 1
C=1, B=1, A=~, D=—~, E==
4 4 2
je nyni
/x — 222 +4 /dm / 7_1/ dz +}/ dr
x3(x —2) 4)x-2" 2] (x-22
1 T 1 1 x 3z2 — 3z -2
=1 e C=-1 - C.
4nx—2‘ x 2952 2(gc—2)Jr 4nx—2‘ 22z —2)

Pozndmka: (Ostrogradského metoda)

k
Je-li ggig ryze lomend raciondln{ funkce, kde Q(x) = [] (z — a;)* (t.j. polynom Q m4
=1

kofeny «; s nédsobnosti k;, i = 1,2,...,k, pfi ¢emz ay mohou byt komplexn{). Ozna¢me
: Q(w)
Q x) = r—q;), Q

V pfedchozim piikladu 10(b) je Q(x) =2%(z — 2)2, Q1(z) = x(x — 2). Potom je

/ dr = (1’) Fi(x) dx,
Qz Q@ ) G
kde funkce % a % jsou ryze lomené raciondlni funkce. V ptredchozim piikladu 10(b)

je vyraz % soucet integralu vsech parcidlnich zlomki, které maji ve jmenovateli vyssi

mocninu kofenového ¢initele nez 1,t.j.

B[, [E 1f &
) a2 3 2 ) (z—2)2

vyraz % je soucet prvniho a ¢tvrtého parcialniho zlomku, t.j.

P1 1

Q1 4z 4(xz—2)

Musime uré¢it polynomy P; a Ps; zapiSseme je pomoci neurcitych koeficientu

dr = dx.
x —2)2 v x?(x — 2) * x(x —2) “

/x32x2+4 Az? + Bz +C Dz + E
x3(

Tuto rovnost zderivujeme a vynasobime nejmensim spoleénym jmenovatelem vSech
zlomku. Dostaneme tak
a®—22*4+4 242+ B Ax? + Bz +C Ax2+Bx+C+Dx—|—E
w3(r—2)2 22(z—2) x3(x — 2) x?(x —2)? x(zx—2)

12



a dale
23 =222 +4 = (2Az+ B) (2* — 22) — (A2® + Bz + C){2(x — 2) + 2} + (Dx + E)2*(x — 2).

Porovndnim koeficientt u stejnych mocnin x dostaneme soustavu linedrnich algebraickych
rovnic:

xt 0= D

x3 1=-A —-2D 4+ FE
x?: —2= —2B —2F
2t 0= 2B -3C

20 4= 4C

Jeji feseni je C =1, D =0, B:%, E:f%, aA:f%. Odtud tedy dostavame

/m3—2x2+4dx__3x2—3x—2_1/ dz
3 (x — 2)2  222(z - 2) 2 ) x(x—2)

Nyni zbyva rozlozit funkeci ﬁ

dz

na parcidlni zlomky a vypocitat [ T

1 A B
-~ 1= A(z — 2) + Bu.
z(r — 2) : Tr oo (z=2)+Ba

Dosazenim x = 2 do posledni rovnosti dostaneme B = %, dosazenim x = 0 dostaneme
A= —%. Je tedy

da 1 11 1 1
@ - — ) de==(n|z—2/—1 -1
/:E(x—?) 2/<m—2 x) de =5 (nfz =2[=Infz[) + €= —5In

a odtud

T
x—2

e

T

/x3—2x2+4 322 —3x—2 1 ’
—— | +C.

S P S A |
x3(x —2)2 “ 222%(x — 2) Ve

Uvedend Ostrogradského metoda je vyhodna v piipadé vicendsobnych komplexnich

kofenti polynomu Q. Vyhneme se totiz uziti rekurentn{ formule pro integral [ (14;1%’

Tz —2

n € N, n > 2. Prilezitostné tuto metodu pfipomeneme.

Jestlize danou raciondlni funkci rozlozime na soucet parcialnich zlomki, dostaneme

1 A Bx+C
@iD@E—a+1) z+1 Z-z+l 1=A@® -z +1)+ (Bz+O)(z +1).

Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin x dostaneme soustavu linedrnich rovnic

22: 0= A 4B
r': 0= —-A +B +C
20 1= A +C
s feSenim A = %, B:f%, C= % Plati tedy
dx 1 1 [ (z=2)dz 1 1 2x — 4
7= [ 2 _ 2 |—= [ 29 2y ST S
_/ac3+1 gzt S/xz—x—i—l ginlz+1i 6/x2—x+1$
1 1 [ 22-1 1 dx 1 |z + 1 1
=1 |- ———do+=- | ———=-In———=+ K
gl 41 6/x2—x+1 x+2/x2—x+1 30/ a1 2
kde
dx dx 4 dx 2 2z — 1
]C:/ :/ :7/7:—ar0tg7+0
2 _ 2 2
Aot aopyTey 3 (T

13



a tady

/7dx —llni‘x—i_l' —&—iarct 7296_1—&—0
3 +1 3 Vz2—zx+1 \/g & \/?: .

Poznamka: Polynom z3 + 1 m4 kofeny z; = —1, T3 = %\/5 Tyto kofeny jsou
jednoduché, takze je muzeme dosadit do vztahu

1=A(@* -2+ 1)+ (Bx+C)(z +1).

&

Dosazenim kofenu x = —1 dostaneme 1 = 34 = A = % Dosazenim = = 1+;

dostaneme

1= <B1+2i\/§+0> 3+2i\/§, 4= (B+2C+iBV3)(3+iV3),

=3(B+20) - 3B +iV3(3B + B +20).

Odtud 5 o )
6C =4 C=-, B+2C0=0 B=——=—-.
= 3 + = D) 3

Vicendsobné koreny dosazujeme vicekrat, ale az po zderivovéani (pfedvedeme v poznamce
k fesen{ piikladu 10(e)). Oba komplexné sdruzené kofeny nema smysl dosazovat, nebot
dostaneme rovnost komplexné sdruzenych ¢isel a porovnanim redlnych a imaginarnich
casti tutéz soustavu rovnic.

Nejrychlejsi postup vypoctu neuréitych koeficientu v rozkladu na soucet parcialnich
zlomkﬁ je dosadit ty kofeny, které se daji dosadit snadno a pak porovnavat koeficienty

cvvs

(d) Je
1= 412 -2 = (@2 +2vV2+ 1) (2% —2vV2+1)

a tedy
1 Ax+ B Cx+ D

= —+ s
2 4+1 224+v2+1 22—zvV2+1
1= (Az+ B)(2? — 2vV2+1) + (Cz + D)(2® + zv2 + 1).

Srovndnim koeficientu dostaneme soustavu linedrnich rovnic

2 0= A + C
22: 0= —V24 + B +V2C + D
0= A —V2B + C + D
20 1= A B + D
Resenim soustavy je ¢tvefice A = ﬁ, B=1 C=--1-, D=3 Plati tedy

f
/ / v+ V2 dr =
zt+1 2\f x2—|—x\/§—|—1 2\f x2—x\f—|—1

2 + /2 1 dzx 2% — /2
= dr + - dx — dx+
42 ) 22+ 22+ 1 4) 2242v2+1 4\f 22 —zvV2+1
2
+1/ dx 1 | 24+zv2+1 1

dr = n + (17 + T
22— 2vV2+1 42 22 —zvV2+1 (1 2)

I—/ dx I—/ dx
! 22+ 2v2+1 2 22 —x2vV2+1

14



Je

dx dz
Il:/—2:2/—:\/§ar0tg(m‘\/§+1)+0-
<I+§) L1 (xv2+1)2+1
Analogicky
I2:/j;21: 2arctg (zvV2—1)+ C.
)

Shrnutim dostaneme

/ dz 1 i x2+xﬂ—|—1+ 1
= n
41 42 22—zvV2+1 22

(arctg (V2 +1) + arctg (zv2 — 1)) +C.

Poznamky: (1.) Soucet arctg (zv/2 4 1) + arctg (zv/2 — 1) lze vyjadiit pomoci jediné
hodnoty funkce arctg .

Budte u,v € R, pak arctgu + arctgv € (—m, 7). Pokud jsou u,v € R navic takova, e
u-v <0, pak

T
arctgu + arctgv € (—5, 5) , tg(arctgu)tg(arctgv) <0

a plati
+v

arctgu + arctgv = arctg .
— UV

Skutecneé

tg(arctgu) + tg(arctgv)  u+w
1 — tg(arctgu)(tg(arctgv) 1 —uv’

tg(arctg u + arctgv) =

Tedy pokud je (zv2 + 1)(zv2 —1) =222 —1 < 0, t. j. pokud z € <—72, 72>, pak
plati

222 2
arctg (V2 + 1) + arctg (V2 — 1) = arctg 1_(5:;{_1) = arctg 1x_\/;2.
Vyraz arctg 1“_32 je definovén pro z € R — {—1, 1} a plati
/
. V2 1 V2(1 — 2?) + 222V/2
arctg ——— = . —
1—a? 1+ ‘(13222)2 (1 - 1L’2)2

V2(1 +a? V2(1 +a?
:<1a€2>212)z2: o el

Stejné tak

/ 1 1
arctg (zv2 + 1) + arctg (z 2—1] :\/5( + ):
8! ) 8l ) 202 + 2024+ 2 222 — 222+ 2

V2 2(1+2%)  V2(1+2%)

== = € R.
2 114t T+at "
Tedy obé funkce jsou primitivn{ k funkci % a lisi se tedy o konstantu. Piesné
o2 —m  pro z € (—o0,—1)

arctg (V2 + 1) + arctg (V2 — 1) — arctg = 0 pro ze(—1,1)

— 2
- m pro x € (1,4+00).

15



(2.) Obecné lze ukazat, ze

T + arctg I“fu”v pro u>0,v>0,uv>1

3 pro ©u>0,v>0,uw=1
arctg u + arctgv = { arctg 1“_2”1) pro wv <1

-3 pro u<0,v<0,uv=1

—7 4 arctg 1“:}; pro u<0,v<0,uv>1.

Pro rozklad dané funkce na soucéet parcidlnich zlomku plati

2x A Bx +C Dz +F

(1+x)(1+x2)2_x+1+ r24+1 (22 +1)2

2¢ = A(z®> + 1) + (Bx + C)(z + 1)(2® + 1) + (Dx + E)(z + 1).

Srovnanim koeficientu dostaneme soustavu linedrnich rovnic

2t 0= A +B

23 0= B +C

z2: 0= 24 +B +C +D

zt: 2= B +C +D +FE
20 0= A +C +E

Abychom nemuseli feSit tuto nepiijemnou soustavu, vyuzijeme postupu z piikladu
10(a). (Srovnejte téz poznamku k feseni pifkladu 10(c)).

Pro x = —1 dostaneme —2 =44 = A:—%aodtudB:%7 C’:—%7 D=1E=1
Plati tedy
2z dx 1 1 xz—1 z+1
_— = ——1] 1+ [ =——d — =
/(1+x)(1—i-zzc2)2 2n|ac+ |+2/x2+1 m+/(x2+1)2
1 241 1 1
=—ln— — —arct -IT+K
21’1‘x+1| 2&rcgm+2 + K,
kde 9z d p
x dz x
I=|——=, K= —.
e 5=
Zavedeme-li v integralu T substituci 2 +1 = ¢, dostaneme 7 = —ﬁ—FC. Pro vypocet
integralu K pouzijeme rekurentn{ formuli z pifkladu 8(j). Podle nf je
z 1 T 1
K=Ky= ——5 4+ =Ky = —— + -arct C.
2T 00 g2 T T gy T RMOET T
Shrnutim dostdvame
2z dz 1, vVa?2+1 1 1 x 1
. —Im~—— —arctgz— Carctgr+C =
/(1—|—x)(1—|—m2)2 2 " wr1] 2T o ) o) Tt

1 2 +1 z—1

"o faaaay

2

Poznamka: Pouzijeme-li k vypoctu Ostrogradského metodu, nemusime znat reku-
rentni vzorec z piikladu 8(j). Plat{ totiz

xX.

/ 2z dx _Ax—|—B+ Cx?>+Dx+ E
(1+2)(1+22)2 1422 (14 z)(1 + 22)

16



Derivovanim tohoto vztahu a vynasobenim nejmensim spoleénym jmenovatelem
(14 z)(1 + 2?)? dostaneme

2z A B 20(Az +B) Ca2*’+Dz+E
(14 z)(1 +22)2 1+ 22 (14 22)? (1+2)(1 + 22)’

22 = A(1+2%)(1 + ) — 22(1 + z)(Az + B) + (C2* + Dz + E)(1 + ).

Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin x dostaneme soustavu

2t 0= C
2 0= —-A +D
22: 0= —-A —2B +C
2t 2= A -2B +D
20: 0= A +E
7 druhé rovnice plyne, ze D = A, z paté E = —A; dosazenim D = A do ¢tvrté

rovnice dostaneme B = A — 1. Kdyz toto vyjadieni a C' = 0 dosadime do tfeti rovnice,
dostaneme 1 1
Tedy

/ 2z dx z—1 . 1 / z—1 d

= = | ———————dx.
I+z)1+22)2 222+1) 2) (z+1)(22+1)
Racionalni lomenou funkci v poslednim integralu rozlozime na soucet parcidlnich zlomku:

r—1 A Bz +C

(x+1)(x2+1)_x+1+ 241"

r—1=A@*+1)+ (Bz+C)(z +1).

Dosazenim ¢ = —1 dostaneme —2 = 24 = A = —1, dosadime-li z = 7, mame
-14i=C-B+i(C+B) = B-B=-1, C+B=1 = B=1, C=0.Proto

/w——ldx_/ 1 22 1 N,
(x+1)(22+1) = 2224+1 ax+1 N

1 241
:5111(332—&—1)—ln|ac—|—1|—|—C’:1nﬁ—l—07
a tedy celkové
2x dx x—1 1 x2+1
= —1 C.
/(1+x)(1—|—1‘2)2 R ES T

Jak se vam Ostrogradského metoda libi?

Rozklad na soucet parcidlnich zlomku dava

(z+1)* Az + B Cr+D Ex+F

(2% + 22 +2)3 7m2+2x+2+(x2—|—2x+2)2 i (22 + 22 + 2)3’

(z+1)*=(Az+ B)(2* + 22 +2)* + (Cz + D)(2* + 22 +2) + Ex + F.

Porovndnim koeficientu dostaneme soustavu linedrnich rovnic

»: 0= A

z¥: 1= 44 + B

2*: 4= 8A +4B + C

2?: 6= 8A +8B +2C + D

z': 4= 44 +8B +2C +2D +E
20 1= 4B +2D +F

17



sfeSenfim A=0, B=1, C=0, D=-2, E=0, F=1. Tedy

(x4 1)*de dx B dx dz B
[ @i =) w2 et ey -

= arctg (z + 1) — 2K5 + K3.

Pouzitim stejné rekurentni formule jako v pfedchozim piikladu dostaneme

r+1 1 r+1 1
= " 4K =—""" 1 Zarct )+ C,
M= ey TN T sy T D
1 3 1 3 1 3
;C?):L_&_JCQ: Tt + (@+1) + -arctg (z+1)+C.

4(x2+2x+2)%2 4
Shrnutim dostaneme

/ (r+1)*dw z+1 x+1

4224+ 22 +2)?2  8(x2+2x+2) 8

=arctg (z+1) — —arctg (x + 1) +

(22 + 22 + 2)3 72 + 21 + 2 4(x2—|—25c—|—2)2+
3(z+1) 3 3 5(z+1)

S A S 1)+ C = Zarct 1) T
Sa2 12049 Taictsl@ )+ O =garctg (1) — g oyt
z+1 3 523 4+ 1522 + 18z + 8
T 0= Zarct 1) — c.

I r2egoE T gutelr ) - o o

Poznamka: Podle Ostrogradského metody je

/ (x+1*de  Az®+ Ba?+Cx+ D Exz+ F i
(2 + 22 +2)3 (22 4 2x + 2)2 2 +20+2
Odtud
(x+1)* 342> 42Bx+C  2(2z +2)(A2® + Bx* + Cx 4 D) Ex+ F
(22 +22+2)3 (22 + 2z +2)2 (22 422+ 2)3 22422+ 2’

(x +1)* = (3427 + 2Bz + C)(2* + 22+ 2) — 4(x + 1)(Az® + Bx* + Cz + D)+
+(Ex + F)(2* + 22 + 2)2

Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x dostaneme

2 0= E
zt: 1= —-A + F
23 = 24 -2B +4F
r2: 6= 64 -3C +8F
zt: 4= 4B —-2C —-4D +8F
20 1= 2C  —4D +4F
Resenim soustavy dostaneme A = f% B = f%, C= f%,D =-1, F= %. Tedy
/ (x+ 1)*dx __5x3+15x2+18x+8 §/ dz B
(22 + 22 +2)3 8(x2 + 2x + 2)2 8) (x4+1)24+1

3 5a3 + 1522 + 18z + 8
= —arct 1) — C.
garce glx+1) S22+ 22 1 2)° +

18



11. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

= G @) [z +1] - 2|22 + 1]

(z)

f@) = 5es, [ {n |22+ 1|+ 4In|z — 2[}]
f@) = ety [In =gz’ |
f(x):ifg:lx, [lx+ln|z|—lln|2x—1|—3ln|2z+1\]
flo) = =20 4300 0 [ +1n o]+ 5 {In|z — 1+ 3|z + 1} + In | 23 |

flz) = %a [ln T T x+1
f(w)zé(%)27 [41n|m|—3ln|x—1|—%}
fla) = 24 [az +1l+mn (””l;f_
fl@) =3 (%3)4 [g ~In|z+1] - 79132(;%;5:
f(@) = i [20n |24 - 225
fla) = el [£ 3z — Linje — 2|+ 20In |z — 3]
(@) = s [t L]
f(z) = &5 [% In lﬁ;ihl + %arctg 29\”/'%1_
f(x):%a [L;+m+ln\|/%—arctgx:
f(z) = 1f147 {4 In }"'—i — %arctggc_
9= e .
f(x)z@i”f)iiéﬁm, [% {lnﬁ—i—arc‘cgm—ﬁ”
flx)= %, {ln(fc2 +4) — L In(2? +2) + Sarctg £ — %arctg %
1) = £ [ + 3 (e +2) — Laretg 2]
fz) = z(r2+4)12(12+1)’ [% In fz| = g In(e? +1) + 555 (e +4) — m:
@) = m’ [36(x§+9)2 + 2etzroy T &arctg %
f(z) = ﬁ7 [7151584(?913;{33% + Zarctgx

Poznamky: (1.) V pifkladu (i) zlomek £=1 vydélte a pak umocnéte.

%
parcidlnich zlomki se dosadi ¢t = 2 a zlomky, které nejsou parcidlni, se znovu rozlozi
na soucet parcialnich zlomk.

(3.) V prikladu (q) zkuste Ostrogradského metodu.

(4.) V prikladu (s) zapiste ¢itatele ve tvaru 2° + 2z — (x + 1). Lze aplikovat té7 Ostro-
gradského metodu.

(2.) V piikladu (o) lze pii vypoctu postupovat tak, ze do rozkladu na soucet

(5.) V piikladu (t) je vhodné zadanou funkci rozsitit vyrazem z a provést substituci
t = z?

(6.)V prl'kladech (u) a (v) jsou dané funkce parcidlni zlomky, proto lze vyuzit prikladu
8(j). Vysledek zkontrolujte Ostrogradského metodou.
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1.2 Integrily typu [ R (x, ° %—ig) dx .

12. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

() flz)=1{/+=, () flo)= V2L, (o) fla)={/=th,
() flo)=my/25L, () f(@) = mabms O F@) = /1%
(&) f2)= ===, () f(z)=YEEE

Va=1)3(+2)> Vati+Ve-Tt

Reseni:
(a) V integrélu 7 :/13/ };—idf zavedeme substituci

J1—z . 11—t —6t2 dt
= xr = xr = .
1+ 1+t (t3+1)2

Plat{ tedy

B 1443 3 dt 1 1
1:7 dt:, e —— _ —_ dt
6/(t3+1)21—t3 6/(t3+1)(1—t3) 3/(t3+1+t3—1>

Oznacime-li F(t) = pak

t%-‘rl’

541 B-1

a je tedy F(—t) =

(c) vime, ze

) Lt e 2
= - In —————= + —=arctg ———,
3 E—it1l V3R

plyne odtud, ze

IT=3{F(t)+ F(-t)} +C =In|t? — 1| — %m[(t? —t+ )+t + 1))+

2

2t—1 2t +1 [t? — 1 ~3
+\/§ arctg ——— — arctg —— —I—C’zlni—&-\/garct 7—1—0:
{ Ve & \/3} T2+ 1 g1+—4t23—1
[t2 — 1| V3 2 — 1] +2t2 7
=In—————V3arct C*ln7+\f ——+C =
VEE+ 12 +1 ST " 4+t + ﬁ 2
[t?2 — 1] 1+ 2t?
:1n7+f ret + K,
Vit + 12 + VG

ﬁ

kde t = 1 +T Pti dpravé vysledku jsme pouzili lichosti funkce arctg a vzorec z
poznamek (1.) a (2.) k piikladu 10(d).

(b) Do integralu Z = / mi%\;% dx zavedeme substituci

V2+z=t, tedy z =t>—2, do=3t>dt.
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(t3—2)t3

Po substituci dostdvdme integrdl 7 = 3 [ 575

dt. Tato funkce neni ryze lomen4,
musime tedy provést déleni se zbytkem:

2 —2t

—uH B +t—2)= -t — .
(t° )+ ) +t3+1f—2

Jestlize posledni zlomek rozlozime na parcidlni zlomky, dostaneme

2 — 2t _ A Bt+C
(t—1)(2+t+2) t—1 24+t+2’
tedy
t? =2t =A{t* +t+2)+ (Bt+O)(t - 1).
Dosazenim ¢t = 1 méme A = f% a srovnanim koeficientu dostaneme soustavu rovnic

t?: 1= A +B
t9: 0= 24 -C

S _ 5 1 ,
s feSenfm B = 3, C = —3. Plat{ tedy

3 3 3 3 5t — 2 3
IT="¢*—Z22_"hjt—1 7/7dt:ft4 In|t—1
R L R s Rl i B Sy 1 nft — 1))
1 2t +1 2 dt
g/ﬁ o o At (GRE GRS TR )
ti+ (t+3) +1
15 27 dt
+—In(t* +t+2) - — =
8 14 <2t+1) 1
J7
3.4 oo 15, 27 2 + 1
=—-(t"=2t"—In|t—1|) + —In(t* +t+2) — —=arctg ——— + C,
kde t = /2 4 z.

V integralu :/3 242 do zavedeme substituci {/ZH = ¢. Odtud

t3 +1 —6t2 dt

B0 T B

a tedy

—6t3 dt At2 Bt+C D?* +Et+ F
I:/( + + / + + it

5 1)2

Derivovanim tohoto vztahu a naslednym vynasobenim vyrazem (t3 —1)? dostaneme

—6t3 _2At+B_3t2(At2+Bt+C)+Dt2+Et+F
t3—-1)2 -1 (3 —1)2 B3-1 7

—6t* = (24t + B)(t* — 1) — 3t*(At* + Bt + C) + (D¥* + Bt + F)(t* — 1).

Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin ¢ dostaneme

. 0= D, t*: 0= — A 4E,
t?: 0= -3C -D, tt: 0= —24 -E.
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Odtud A=C=D=E=0a—6t2=(B+F)(t>—1) — 3Bt>. Opétovnym porovnanim
koeficientu u stejnych mocnin ¢ dostaneme soustavu rovnic

t3: —6= —2B +F,
t0: 0= B +F,

jejimz feSenim je dvojice B = 2, F = —2. Tedy

/ —6t3 dt 2t 2/ dt 2t 2, [t — 1] N 2 " 2t+1+0
= - = — — —-In———— + —arctg ——
3 —1)2  B3-1 B-1 -1 3 VEtitl V3 B

4t 7 feeni pitkladu 12(a). Odtud

podle pifkladu 10(c) a vzorce pro [ 7

2 +11 t2+t+1+2 t2t+1+c
- NN —=arcC e
B_1 3 2 211 V3BT ’

T =

kde t = /2L
x—1’

Do integralu 7 /:E i—;} dx zavedeme substituci ﬁ—;} =t. Odtud

1+¢2 At dt
=

1o YT a e

Je tedy

4+ 2 — 4t — 44 At* + Bt2+Ct+ D Et+ F
I:4/(+3dt:/ = + tott +dt.

_— ———dt =
1) @17 @12 ) #_1
Zderivovanim tohoto vztahu a vyndsobenim vyrazem (> — 1)? dostaneme
—4t* — 4% = (3At?* +-2Bt+C)(t* —1) — 4t(At3 + Bt> + Ct+ D) + (Bt + F) (t* — 2t> +-1).

Porovnanim koeficient u stejnych mocnin ¢ dostaneme soustavu rovnic

o 0= E
th: 4= — A 4+ F
. 0= —2B —2F
2. —4= =34 -3C —2F
th: = —-2B —-4D + E
10 - 0= - C + F.

7 prvni, tfeti a paté rovnice dostaneme B = D = E = 0, z druhé, ¢tvrté a Sesté
A =3, C=F=-1.0dtud plyne, ze

35—t dt 312-1 1. |14t -1 22—
T — — . 21 K = . r+1
(t2—1)2+/1—t2 (t2—1)2+2n1—t’+ Var1 7., 2
(58 -1)
1. |Vori+vo—1 1 I —1)2 11
+=In e h A +K =-In Vot 1+ Ve )4-\/17 =(z—2)(z+1)+K =
D B Y 2 2 r+12

= 2 {nfe+ Va2~ 1] 45 (e - 2] Va2~ 1} + K.

22



Yo =t, x=1t"2,
dz = 12t dt.

N o

tH1 dt 8 dt
:12/7d:12/7d.
16 4 ¢4 4 243 B +t42

Po vydéleni dostaneme

18 3t2 —6t—8
— =P PPt 4
tB34+t4+2 tirad t3+t4+2

Rozklad ryze lomené ¢asti na parcidlni zlomky dava

32 —-6t—8 A Bt+C

Prive i+l P_it2 3t — 6t —8 = A(t* —t +2) + (Bt + O)(t = 1).

Srovndnim koeficientu dostaneme soustavu rovnic

t?: 3= A +B

tt: 6= —-A +B +C

0 —8= 24 +C,
jejimz feSenim je trojice A = i, B = %7 C= —%. Plati tedy

T =2t%—3t" — 83+ 6t + 48t + 3In |t + 1| + K,

kde
33t — 102 33 2t —1 171 dt 33
K= = dt—-—= [ ———— = I{®—-t+2)-
/tQ—t+2 2 /t?—t+2 2 /t2—t+2 5 In +2)
171 dt 33 342 dt
B S W) Py
2 2
33 171 2t —1
= In(#? —t+2 arctg —— + C'
5 ( ) — N A

Tedy vysledné

T =2z =3z — 8V + 6z + 48 §/z+

33 171 2 —1
+In(¥Vx+1)+ —In(Vr— YVr+2)— —arctg————— + C.
(Ve+ 1)+ 5 (Ve - Ve+2) 7 ete —
(f) Plati
1— r=t, x="t, [1—
z= \/Ed:v: ve =2 [t —tdt.
1+ dr = 2tdt 1+t
Do tohoto integrélu zavedeme substituci 1—“ = u, tedy
1—u? —4u du
t= = .
1+wu? (14 u?)?
Plat{ tedy
201 — 2 4 _ Q.2 Aud + Bu? D E F
Z__S/M u:/udu: wABuw+Cut D [fEutF
(14 u?)? (14 u?)3 (14 u?)? u? 41
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Zderivovanim tohoto vztahu a vynasobenim vyrazem (u? + 1)® dostaneme

Sut —8u? = (3Au?+2Bu+C)(u?+1)—4u(Au+ Bu? + Cu+ D)+ (Bu+F) (u* +2u?+1).

Porovnani koeficientt u stejnych mocnin u dava soustavu rovnic

u? 0= E
ut 8= —-A + F
ud 0= —2B +2F
uw?: —8= 34 -3C +2F
ul 0= 2B —4D + F
u? 0= C + F

jejimz feSenim je A= -6, B=D=F=0, ¢c= -2, F =2.0dtud

3u? +1
I = —2u W —+ 2arctgu + C,
kde u = ;\‘; po dosazeni za u a po tpravé dostavame

1+ x L+ vz
= (vVx —2)v/1 — 2 + arccos v + C.

I/ 1_\/Eda::(\ff2)\/1f:c+2arctg 1_\/§+C:

Poznamka: Prot € (0,1) plati 2arctg m = arccos t. Skutecné pro u € (0,

; sin 1—cosu ted 9arct —cosu
= =4/ edy u = 2arc \/
g cos 5 14 cosu’ Y & 1+4cosu’

Polozime-li cosu = t, je u = arccost, coz dava uvedeny vysledek.

Integral 7 = nejdiive upravime. Plat{

Y (5—1)3(z+2)°

7=

m+2
(1,_1 +2 4/I+2 Z‘—l x—|—2
Zavedenim substituce 4/ i—;_é = t dostaneme

1+ 2t4 1263 dt . 34 Lo 3
= — xr = ————— xr — = — €T = .
1—t47 (1—1t4)2 1—tt 11—t

(t46€1t)2 4 4 Jx—1
1—t 4 -
/13_#;.1_3 3/ sVzra '

t4

Tedy

3) plati

Jestlize v integralu Z = / Vetl-ve_l 1o vydélime citatele i jmenovatele v/z — 1, dosta-

VTV T

z+1

. L, 2
dx. Zavedeni substituce iﬂ =t dava x = izf}, dr =

B (t—1)tdt 4t dt
I__4/(t+1)(t2—1)2 _/(t+1)3(t—1)'
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Rozklad na parcialni zlomky ma tvar

—4t A N B N C N D
(t+1)3(t—1) t+1 (t+1)2 (@E+1)3 t-1

At =AM+ 12—t —1)+B{t* 1)+ C(t —1) + D(t3 + 3t> + 3t +1).

Srovnanim koeficient u stejnych mocnin ¢ dostaneme soustavu rovnic

t3: 0= A + D
t?: 0= A +B +3D
th: —4= -A +C 43D
t0 . 0= -A —-B —-C + D,
jejimz feSenim je Ctvefice D = —%, A= %, B=1, C= -2 Tedy
1 1 1 1 t+1 t
=-Init+1l|—-—+—5 —-Injt—1 =21 - —
qultH 1l =g + gy — gl e 2nt—1' S
1 1 -1 21 1
_1 ve+1l+vz B x +C:fln’x—|—\/ﬁ‘—
s M Vari-va-1 (Veilivaoip 2
2 —1 1
———i-C':f{ln‘:v—F xQ—I‘— 2 —1(x — x2—1}—|-C':
2<$+*/x2—1) 2 \/ \/ ( \/ )
1
:§{ln’x+\/ﬁ‘—x x2—1+m2}+K,
kde K =C — 1.

13. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

]

(a) f(@) = 737 [2{vz ~In(1 + Vz)}]
(b) flz) = 22, & — 27 + 2In(\/Z + 1)]
(¢) flx) =2V =2, [ (z—2)(5z+8)¥a — 2]
() f(z) = g5 [IgQ «3/(3334-1)2_
(o) f(@) = 555 2V7 —z —In(2y/7 + 1)
(£) f(2) = ;7= [1n[1+3V27]
(8) flz) = YEEH, [2+4yz T 1+4In|Vz+1—1]
(h) flo) = Y55, 2 (Ve i+ m )]
() f(2) = & ¢/, (3= -3 (=21)"")
(G) flx) = ZT, {3t+ln\/% V3arctg 23%1, kde t = \3/x+2_
(k) flo)=1y/ 155 [In ﬁ+p + 2aretg /12 |
0 sl - S o9 (27 5 )

wyE

(m) f(@) = sz gmy 10 (in 955 + 4~ b + b — 19m)]

j

(m) f(z)= ﬁ’

[6{ @+ -1+ i+ L@+ )i la+ D)+ @+ 1) - La+1)}
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(0) f2) = 7957
(6t — 3t2 — 263 4 3t* + 85 — 847 + 3In(1 + %) — Garctgt, kde t = Yz +1
(p) f(z)= m [lnx—%ln(%+ )= 2m2yYr— Yo +1) - QIarctgﬁlf 1

[_gln (Ya+1)? | 4 arctng 1}

(q) f(l') = \/5(1}#3/(1773)7 \f \f"rl

() F(@) = e -3¢/
1.3 Integrily typu [ R(sinz,cosz)dx

14. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

(a) f(z) =sin*z cos’ x, (b)  f(z) =sin®z cosz,
4 4
© o) = sz, @) )=z
(O) f(CC) m’ (f) f(l') = (a? sin? C:vojbza:cos2 z)?? ab 7& 0’
2 2
(&) flo)= mzeosts () flo) = e
(i) fi(z) = sinax cosbz,
f2(x) = cosax cos bz, (G) f(z) = cosz cos2x cos 3z,
f3(x) = sinax sin bz, |a| # |b],
(k) f(x) = sin® 22 cos? 3z, 1) flx)= m
Reseni:
(a) Plati

/sin4x cos® x dr = /sin433(1—81n2 z)%cosxdr =

sinx =t . A0y 2\2 g4
cosxdx:dt‘_/t(l ) dt =

24T 15 1 2 1
/(t872t6+t4)dt:677+ 3 +C'f§sm9:rf?sm x+gsm x4+ C.

(b) Uzitim goniometrickych vzorcu pro poloviéni argument dostaneme

2
1—cos2z (1 2 1
/Sin2$ cos z dx :/ CQOS z ( + C20$ x) dr = 3 /(1—0052 22)(1+4cos 2x) dx =

1 1

= g/sin2 2x(1 4 cos2zx)dx = 3 {/sin2 2:de+/sin2 2x cos2xdm} =
L 2

=16 (1 —cosdx)dx+ [ t°dty =

_ t = sin2x
% = cos 2z dx
1 1 1 1
= 6 (x— 4sin4m+3sin32x) +C = %—a51n4x+4—8sm 2x + C.

(c) Plati

.4 2.2
1_
/Slnxdﬂc:/ﬂdw:/ —2/dm+/cos rdr =
cos? x cos? x cos? x

1
ztgx—2x+§/(1+cos2x)dx—tga:—2x—|—2x+151n2x—|—6'—
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1

1 (dtgx — 62 +sin2z) + C.

Pozndmky: (1.) Zavedeme-li substituci tgz =t, t € (—%, %) , kterd je standardné
pouzivana pii vypoctu integrala tohoto typu, dostaneme

4
sin® z dp = wE dt B t4 gt —
cos?z T T I 21 (t24+1)2 7
RES]

/t4+2t2+12(t2+1)+1dtt2/ dt +/ a
N (t2 +1)2 N t2+1 (t2+1)2

1
+ —arctg t +C

¢
—t— arctg {4+ ——
A TR

podle piikladu 8(j). Je tedy
4
sin” x 3 tgx
PR Y e —tog — O e
/cost rEter o grd 2(1 + tg2x)

a ukazuje se, ze substituce vyzaduje v tomto konkrétnim piikladu ponékud delsi vypocet.
(2.) Substituce ¢ = tgx nenf pro vypocet integrilu [ cos?xdz vhodnd. Postup pii

vypoctu integrala tvaru [ sz gy me NU {0}, n € N, je nésledujici

cos?™ ¢

/sinzmxd _/(1—cos2x)md _i m (‘Uk/ 2(k-n) 1 g
cos?ng 0T cos2" g v k o8 rar.

k=0

Je-li k € Z, pak se fcos% x dx tesi substituci t = tgx pravé kdyz je k < 0. Je-li k > 0,
potom postupujeme jako v pifkladu 14(b).
(d) Po jednoduché tpravé integrandu dostaneme

4 4 4 :
cos* x dx cos*x sinw cos* x(—sinx cosx =t
7 :/ :/ dx:f/—( )d:z:‘ =

sin® z sin® x (1 —cos? x)? —sinzdr = dt

_ ttdt -1 +22 -1 (22 — 1)dt
__/(1—t2)2__/ (t2 —1)2 dt__t_/ (t2—1)2

22 — 1 At+ B Ct+D
dt = dt
/(t2—1)2 t2—1+/t2—1 ’

dostaneme derivovdnim a ndsobenim vyrazem (t? — 1)

Protoze

2

2t —1 = A(t* — 1) — 2t(At + B) + (Ct + D)(t* — 1).

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin dostaneme soustavu rovnic

3 0= C
2. 2= -—A +D
th: 0= -2B -C
. —1= —-A -D
jejimz feéem'mjeA:f%, B=C=0, D:%.Jetedy
t 3 dt t 3 1-—t¢
IT=-t- = =—t—-—— —ZIn|—|+C=
2(1—t2)+2/1—t2 2112 1 n‘1+t’+
COS X 3 1—cosx COS & 3 x
=—cosx— —— — —-In|———— +C:—cosm—7—fln’t f’—i—C.
2sin’x 4 ‘1+cosm 2sin’x 4 i)
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(e) Plati

/ da ‘ tgx =t ] / (2 +1)° dt
_— = _ o dt | = = -
sin  cost dv = @5 ﬁ : ﬁ t

1 1 1
/<t2+3+t?;+ )dtt3+3t3+0

th 3 t 32
1

=3 (tg’z — cotg®z) + 3(tgx — cotgx) + C

Poznamky: (1.) Dany integral muzeme téz prepsat do tvaru

dx dx tg2x =t (t*+1)dt
—— =16 | —— = __dt =8| —F— =
sin® x costx sin®* 2z dr = 22410 t

1 1 8
= 8{_1? — 3t3} +C = —3 (3cotg2x+cotg32x) + C.

Jestlize si uvédomime, Ze cotg 2z = 3 (cotgz — tg ), ovéiime snadno, ze oba vysledky
jsou stejné. Obecné se dvé primitivn{ funkce, vypoc¢itané dvéma ruznymi postupy, mo-
hou lisit pouze o konstantu.

(2.) Uvedeny integral muzeme téz vypocitat nasledujicim postupem

dx (cos? z 4 sin® z) dx dx dx
I= T 4 1. . 4 1 = T 4 2 + ) 1
sin® z cos* x sin®  costx sin® x cos? x sin® x cos* x

Zopakujeme-li tento postup jesté dvakrat, dostaneme

T / dzr 4o / dzx n / dzx / o2 dx 48 / dx n
= = [ cotg“z —_—
sint x sin’ x cos? x costx & sin® x sin® 2z

d d d 1
+/ f _|_/ v +/tg2x ro_ 2 (tggac — cotg3x)+tgaz—cotgx—4cotg 2z+C
T

sin cos? x cos2xz 3

a snadno ovéiime, ze vysledek je opét stejny.
(3.) Lze také pocitat

dx (sin? z 4 cos? x)? dx dx
I=| - = T = T2 s oot
sin® z cost x sin® z cost w costx sin® z cos? x

in2 <2
+/ dff :/(tg%—i—l) dz +2/—Sm vt cos xdm+/(cotg2x+1)7df =

sin” x cos? x sin® x cos? x sin“ x

1 1
= gtgsx +tgx + 2(tgx — cotgx) — gcotg?’x —cotgzx +C =

= % (tg’z — cotg®z) + 3(tgx — cotgx) + C

(4.) Uvedeny integral ilustruje situaci, se kterou se v dalsim budeme v dalsim setkdvat
pomérné casto, hlavné v paragrafu 1.4, ktery bude pojednavat o metodach vypoctu
integrala typu | R(x, Vax? + bz + ¢) dz. Pro vypocet se bude nabizet vice postupu
(nékdy az 8) a nasim dkolem bude vybrat ten, ktery je nejefektivnéjsi, tj. spravny a
krétky. V pitkladu 14(e) to bude nejspis postup z bodu (1.) téchto pozndmek.
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(f) Je

Z—/ cos? x dx _/ cos? x dx ] tgz=t
") (@@sin?z+b2cos22)2 ) (a%tgPx +b2)2costa | dt =%

cos2 x

at
_/ dt _ 1 dt T _L/ du

T ) (@2 +)? bt (%t2+1)2 - g — édu Tabd ) w2F1)2
a

podle piikladu 8(j) plati

1 u 1 1 atex atgx
T=— 1L 4 ant C= b tg T8I 4 0 =
ab? {2(u2+1) +2arc gu}+ 2ab3 {azgzm_i_learcg b +

1 abtgx atgx
= t C.
2ab3 {aztg% + b2 +arctg b } *

sin® z dx
cos? z+b2 sin? x)2

Poznamky: (1.) Do integrdlu [ @ bychom substituovali ¢ = cotg z.

(2.) Primitivn{ funkce k f(x) = @Tan? (;Oii’fcoﬁ oz existuje v celém R. Ziskdme ji ,sle-

penim® vysledku piikladu 14(f).

(3.) Pokud v predpisu funkce f nahradime znaménko ”+” znaménkem ”—" lze vypocet

provést obdobng, ale lim f(z) = +oo, lim F(x) = Foo, je-ji o = Farctg g +kmw, F
Tr—xo Tr—xo

primitivn{ funkce k f. Jednotlivé dily grafu F' nelze ,slepit* zddnou volbou konstanty.

(g) Integrand nejdiive upravime. Plati

2

sin® x cos? x 4sin? 2z 2sin? 2z

sinfz +cosdz (1 —cos2z)* + (1 + cos2x)* " 1+ 6c0s22z + cost 2z

/ sin’ x cos? x d / 2sin? 2z dz
il A _
sin® x + cos® z 1+ 6 cos? 2z + cost 22

Nyni plati

1 2 dx t=tg2x
—/ T 5 - tg22x - 797~ | di — 2dx =
cos? 2z + cos? 2z +1 COS™ 2T t= cos2 2

7/ 2 dt 7/ 2 dt 7/ 2dt
) @262+ 1)+ ) 8248 ) (12+4)2-8

B / 2 dt
(12 +4+2V2)(12+4-2V2)
Ziskanou raciondlni funkci rozlozime na soucet parcidlnich zlomki (oznaéme u = t2).

U A n B
w+8u+8 u+44+2v2 u+4-—22

= A(u+4—2V2) + B(u+4+2v2).

Dosazenim u = —4 — 2¢/2 dostaneme A = 4+2¥2 _ #, dosazenim u = —4 + 2/2

e
dostaneme B = —% = kaﬁ Plati tedy

1 dt | dt
I:5(1+\/§)/t2+4+2\/§+§(1_\/§)/t2+4—2ﬁ:
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1 dt 1 dt B
42 2 4v/2 2 N
4+2V2 4-22

V4422 tg 2z V4 —2v/2 tg 2
= arctg — arctg +C=
42 1+ 22 42 4—22

1 / tg2 tg2
= - 2+\@arctg$— 2—\@arc’cgi +C
4 4+2\/§ 4—2\/5

(h) Uzitim vzorcu pro polovi¢ni thel dostaneme

/ cosz dx _1/cos2gsin2”2”d 1 /cotgzgd / dx _
(1—cosz)?2 4 sin? £ T sin® £ ’ sin” £ B

1 1
=3 {—3 cotg3§ + cotg;} +C.

Poznamka: Integrély ze sou¢inu goniometrickych funkei tvaru sin ax sin bx, sinax cos bx,
cosax cosbxr se snadno spocitaji ipravou integrandu uzitim jednoho z nésledujicich

vzorcu: .
sinax cosbx = 3 {sin(a + b)x + sin(a — b)z}

1
cosax cosbr = 5 {cos(a + b)x + cos(a — b)x}

1
sin ax sinbx = 3 {cos(a — b)x — cos(a + b)z} .

(i) Pouzitim pfedchozi pozndmky dostaneme

1 _
/sin axr cosbrdr = — = cos(a + b)z + cos(a — b)z +C
2 a+b a—2b
/COS az cosbxr dx = L[sin(a+ b + sin(a — )z +C
2 a+b a—>b
1 (s B .
/sin ar sinbrdx = - sina — b)z - sin(a + b)z +C
2 a—2b a+b

Napiste vzorce i pro b = +a # 0.

(j) Uzitim vzorcu z predchozi pozndmky dostaneme
1 1, 1
cos T cos 2x cos 3x = i(cos 3z + cosx)cos 3z = 5 cos 3z + Z(COS 4x + cos2x) =
1
= Z(l + cos 62 + cos4x + cos 2x)

a odtud

1 1 . 1 . 1 .
/cosx cos2x cos 3z dxr = Zx—i—ﬁsm6x+1—65m4x+§sm2x+0.
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(k)

Integrand nejdiive upravime do vhodnéjsiho tvaru. Plati

1 —cosd4x 1+ cosbx
2 2

sin® 22 cos? 3z = sin 2z

1
=1 sin 2z{1 — cos 4z + cos 6z — cos4x cos bz} =
1. 1
= 4 5in 2x{1 — cos 4z + cos 6z — §(cos 10z 4 cos2x)} =

1 1 1 1 1 1 1 1
= 1 Sin2x—§sin6w+§ sin2x+§sin8x—§ Sin4x—ﬁsin 12x+ﬁsin8m—1—6 sindx =

3 3 1 3 1
= 3 sin 2x — I sindx — 3 sin 6x + I sin 8x — 6 sin 12x.
Odtud plyne, ze

: 3 3 1 3 1
3 2
sin” 2 3 = 5 2 54 3 3 512 .
/sln x cos” 3z dx 16 cos 2z + 6 cos x—|—48 cos 6z 193 cos 8T+ 192 cos122+C

Poznamka: V piikladech 14(i),(j),(k) spoc¢teme (kone¢nou) Fourierovu fadu integro-
vané funkce a tu pak integrujeme ¢len po ¢lenu. Kazda funkce tvaru cos’ kx cos' mu,
cos? kz sin' mz, sin? kz sin' mz, j,k,1,m € N, ma koneény Fourieruv rozvoj, ktery lze
spocitat postupem z piikladu 14(k). Obecnéji: Kazda funkce tvaru P, (sin x, cos x), kde
P, je polynom ve dvou proménnych, mé koneény Fouriertiv rozvoj. Co to je Fourierova
rada, se dozvite pozdéji.

Je-li @ — b = 2kw pro k € Z, potom plati sin(z + a) = sin(xz + b), a tedy

/ da — —cotg(z +a) + C
sin(z + a) sin(z +b) coRglETa '

Analogicky pro a — b = (2k + 1)w, k € Z, plati sin(z + a) = —sin(z + b), a tedy

/ de = cotg(z +a)+C
sin(z + a) sin(z +b) g\ETa ’

Jestlize je a — b # kn (k € Z, potom je

cosu sinwv — cosv sinu  sin(v — u)
cotgu — cotgv = =

sinu sinwv sinu sinwv
a tedy
sin(b — a)
t — cot b) =

cotg( +a) — cotg(w +b) sin(z + a) sin(z + b)
a odtud

dz 1

/ sin(z + a) sin(z +b)  sin(b— a) /{cotg(x +a) — cotg(w + b)} dv =
1 sin(z + a)
sin(b — a) . sin(z + b) +C

Poznamka: Na tento integral lze prevézt i integraly

/ dx / dx
cos(z + a) cos(z + b)’ sin(z + a) cos(z + b)’

T _

ponévadz cos o = sin (% — a) a funkce sin je lichd (viz téz nédvod k prikladim 19(m),(n)).
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15. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

= COS3 Z, [sm xr— 3 Sll’l3 T

—
&

) f(z) ]
b) f(z) =sin®z —cosx + 7cos3z
(b) f(x) ;

C r) =sin"x, T — ;sin2x
(c) f(x) E 4
d x) = cos?z, le 4+ Lsin2z
( 37+
e) f(z) =sin’z cos’x Leos®x — Lcosda
(e) f(x) 5 3
(f) f(z) =sin®z cos*z (% cos” x — & cos® z]
(g) f(z) =sin®z cos® z, [$sin’z — & sm11 x|
h) f(x) = cos®z, sinz — 2sin®z + Lsin’®x
3 5
(i) f(z) = sin®z cos® z,
[% sin® z — isim8 T+ 1—10 sin'® 2 = ﬁlo - é(cos 2z — % cos® 2x + % cos® 21‘)]

(G) f(z) =sin” 2z cos® 2,
[%6 sin® 2z — 110 sin'? 2z + 51 sm12 2x; zkuste téz substituci ¢ = cos Zz]
(k) f(z) = sin® z, [Zz— Z sin 2z + 64 sin4z + g5 sin %2z
(1) f(x) = cos® x, [Z2+ isin2z + & sinda — & sin® 2]
(m) f(x) = cos®z cos 2z, [sinz — sin® 2 + 2 sin® 2]
(n) f(z) = cos®3x sinz,

[254 cos® x — % cos” x — 3cos® x; uzijte vyjadieni cos3x = 4cos®x — 3 cos a:]

16. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

S
(a) f(l‘) = 2(132427 [30053 - co];T]
3
(b) f(x) = :?§5§7 [231112 4 sin? .L]
5
(¢) fla) = Ea, [3sin* 2 —Insin® 2 — 5]
(d) f(z) = S;{;:f, [% Indtsine _ Lgind g —sin x}
1 1 1
ORI P——— EzREL Y=
(f) f(x) = sirlxlcos3x’ [2c052 +1In |tg5€‘]
(g) f(x) = coszlsin3x’ [ 25111 x + In |tgl"]
_ 1 1 11, 1—
(h) f(.l?)  cos?zx sinx’ |:COS:E + 3 cos3 x 3In 1+§22§_
() f(x) = e (4 {m e 4 2ape 1]
() @) = g 4 {m }12222 - }
_ 1 37 1+si ]
(K) f(2) = srsiosrs [mitsine — Ly ing

(1) f(LL') = Cos? Jclsin3 ) [2 In |tg $| 2s1n2 + 2cos2 ]

(m) f(2) = orrsms

[BIn[tg x| + oz + 1otz — 3oz srovnejte substituce ¢ =sinz a t = tg ]
(n) f([l)) = %322»7 |:CO2S.L:|
(0) f(z) = snse [In|cosz| — 2cos? x; vyjadiete sin3z pomoci sinz a cosz]
(p) f(z) =2, |55 — jeotg'z; vyjddiete cos3z pomoci sinz a cosz]
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(@) flx) = Zfiiiv [% {In |tg2z| + In |tgx|}]
2+cos 2(1—cosx
OO — [41n @t o]

2+cosz)sinz’ (14+cosx)3

17. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

sin o
(a) f(x)= 2056m7 [ tg x]
(b) f(x) = 55> [—3cotgs — cotg z]
(c) f(z)= ) wlcos%, [ tgdr + 2tgx — cotg x]
(d) f($)=%7 [Ltg°z + 2tg7z + Stg'x]
() f(2) = memrrsams [2arctg (3tg )]
(f) f(z) = m7 [farctg \ftgx}
(8) f(z)=tg’, [1tg'r — tgz — In|cosz|]
(h) f(z) = cotg'z, [ + cotgz — fcotg®x]
(i) f(z)=tg, [ tg® :cfftg x+tgx—x]
(§) f(z) = cotg’a, [# — cotg z + Fcotg®z — Leotg’z]
(k) f(z) = tg%m, [—1cotg”x + tcotg®z — Lcotg®s + cotgw + ]
V) f(@) = g [3{z +In|sinz + cosz|}]
(m) f(@zm7 [3{3z+5In|5sinz + 3cos z|}]
() f(z)= 13_1;153:, [x — 7 arctg ( ftgx ]

Poznamky: (1.) Vysledky piiklada (e) a (f) lze ,slepit” na primitivn{ funkei v celém R.
(2.) V prikladech (1) a (m) je vysledek funkce spojitd v bodech (2k +1)%, k € Z, nebot

v téchto bodech lze zadanou funkci spojité dodefinovat nulou.

18. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

(a) f(z) = m, ab # 0, [Larctg (4tgz)]
(b) f(z)= mv [In|sinz| — 1 In|cos 2z|]
(c) f(x):mv [ tgac—l—Qfarctg ftga:}
(d) f(z) = m, [ fcotgw — 1= 5 arctg gT}
(e) fl) = sompttainyr, (3 {Sm%“n!tg (e + I}
() f(z)= ma { 2arctg tg 2z ]
(8) fla) = srzmeee, el
(h) f(z) = ma [arctg te 2*]
(i) f(z) = IST:g”;, [1 {cos?z —sinz cosz — In|cosz —sinz|} ;

Ize téz uzit identitu 4sin? 2 cosz = cosx + sinx — (sin 2z + cos 2z)(cos z — sin z)]

() f(2) = Gt isees [arctg 5F + In(tg’x +9)]
i 17, 1 2sinz—cos
(k) f(.I) = M%, |:6 In (51115;11(;:;;)12 + farCtg 5\‘}%ICOZO;$:|
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coszx
sin3 x—cos3 x’

(m) f(2) = Grrarseomar

cos® x
sinx cos 3z’

a #0,

(0) f(2) = Gamrtren®

19. Vypoctéte [ f(z)dz, je-li

= sin bz cosx,

= sin 2z cos 4z,

= cosx cos4x,

= sinx sin 3z,

= sin(3z 4 2) cos(x — 1),
= sin? 2 cos(3z + 1),

2

= cos? ax cos? bz,

= cosx cos 3x cos dHx,
= sin z sin 2z sin 3z,

=sinz sin 5 sin §7

) f(@) = srtess

1
sin(z+a) cos(z+b)’

uzijte vztah tgu + cotgu =

1
cos(z+a) cos(z+b)?

uzijte vztah tgu —tgv =

_ 1 1
sinz—sina’ cosa

In

(p) f(x) = Cos zicosa’ |:sir11a

(a) f(x) =tgxtg(x +a),

cos a
cosz cos(xz+a)

(r) f(z) = cotgxcotg(z + a),

tgxtg(x +a) =

cotg x cotg(z + a) =

[12

1 |sinz—cosz| 1 2sinz+cosx
[3 s ~ B T A,

tg;c

[% {3\/§ arctg

sin 2z
14cos? =

}
}
}
}

l sm T cosx
2 " cos3z
cosx
T aasin asinz+bcosx

[ 112 cosbx — = COb 4x

[4 cost— = cos6x

[4 sin 2x — 7sm4z

]
]
[10 sin bx + 6 sin 333]
]
[—g cos(dz + 1) — Zcos (22 + 3)]
)]

[¢sin(3z + 1) — 55 cos(ba + 1) — Lsin(z + 1)

[ T + g sin2ax + g5 sin2bx + sin2(a + b)z+

16(a+b)

+ 1era—py Sin2(a — b)z, ab(a® - b%) # 0}

1
[36511193:4— 8sm7x—|— 2s1n3x—|—4blna:]
1
[—g cos 2x — 16 cosdxr + 4 cos 6x]
3 z 3 llz 3 Sz _ 3
[2COSG+22COS6 10cos 40086]

= sinz sin(z + a) sin(z + b),

cos(3z + a+ b) — 3 cosa cos(z + b) — 1 cos(z + a — b)]

[ 5 mte (5+ )]

sin(z+a)
cos(z+b)

, cos(a —b) #0;

[ 1
cos(a—b)

cos(u—v)
cosu sinv®

Co dostaneme pro cos(a —b) = 0?}

cos(z+b)
cos(z+a)

, sin(a —b) # 0;

{ 1
sin(a—b)
Jaky je vysledek pro sin(a — b) = 07}

sin(u—v)
cosu cosv

:;; , uzijte vzorec pro sina —sinf a piiklad (m).
Vypoctéte téz pro a = 2k +1)5, k€ Z.]
CO% o | uzijte vzorec pro cosa + cos 8 a piiklad (n).

Vypoctéte téz pro a = km, k € Z.]

COS T
cos(z+a)

[cot ga ln

— x; ukazte, ze

— 1 a uzijte pitklad (n). Reste téz pro a = km, k € Z.]

sin(z+a)

sinx
cosa

m —1a U.Zl.]te pfiklad 14(1)
Reste téz pro a = kn, k€ Z.]

[—cotga In — x; ukazte, ze
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20. Vypoctete [ f(x)dx, je-li

() f(2) = samaipes: @ #0, () f(2) = smmrcosars

(€ fl@)=1s >0, (d) flo) = SErgess, ab#0,

() flz)= Smecoss (f) flo)= %

(8) flz) = glsneteoss (h) f(x) = esimmetianeioiacoteqh 4o,
() f@) = Semrgsatiens, () [() = giaiesy ab#0

(k) f(z)= m, 0<e<l, () f(2)= zsinzlesrilf:jf:gssiﬁcos?x

ResSeni:

(a) Do daného integrélu zavedeme substituci tg$ = t. Nyni plati

dzx x 2dt
— " —dt = dzx=2cos’=dt=——,
2cos? § T acesy 2+1

S 2% 2 _1—t2
cosx = 2cos 5—1—m— =ary

sinx—2sinxcosx—2t wCOSQx— 2t
I I T D 2 2+1

Dosazenim do integralu dostaneme

/ dx B 2/ iz dt
3 J - 2at b(1—-t2) - —bt? '
asinz + bcosx 39 4+ 25 bt? +2at + b

Polozime-li bt?> — 2at — b = 0, dostaneme kofeny t; = 9tvae~+b” “;24"’2, ty = o=vaiib?

(tltg = —1), a tedy

2 -2 A . B
—bt2 +2at +b 22— 21 t—t  t—ty
neboli 5
—EZA(t—tQ)—FB(t—tl)
a odtud
2 2 2
A+B=0, Ato+Bt; =~ = A=-— , B= )
* 2 oh b b(ty — 1) b(t1 — t2)
tudiz
A=— ! B = !
Va1 5 V@1
Je tedy

/ dx LI Lk S +C
= n = .
asinx +bcosz /a2 + b2 t—1t

V a? + b2 tg — 1

Poznamka: Predchozi vypocet je u téchto typu integrala trochu zdlouhavy. Rychlejsi
cesta vede pres vyjadieni jmenovatele pomoci funkce sin. Plati

asinz +bcosx = /a? +b2{ *smm—i— *COS:U} =va?+b?sin(z + p),
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kde

a ) b
cosSp = ———, sinp=——.
Y VE B Ve e
Tato dvojice rovnosti uréuje ¢ jednozna¢né v mnoziné (0, g) U(g, 7T)U (77, %)U(%ﬂ, 27r) .
Odtud plyne, ze
da 1 TP 1 tgg + tgf
. = mﬁ(7+—ﬂ+02 4 221+,
/asmm—i—bcosx Va2 + b2 8 2 773 Va2 + b2 1—tgdtgs
kde sgn tg¥ uréime podle kvadrantu, v némz lezi thel ¢ a
[1—cosp _ a2+b2—a Vaz+b? —a
l+cose \VaZ+tbZ+a 10| .
Odtud t; = —tg¥, ty = cotg? = % a
1 tgZ —t
/ — = n| 22 o
asinx +bcosx /a2 + b2 tg%—tg
(b) Plati
/’ da I Ak B s 2/ dt
no— - 2dt | 4t 1—¢2 - 2 =
2sinx —cosx + 5 dx_ti’-;-tl m_m_|_5 6t + 4t +4
1/‘ dt 1/‘ dt 3 dt 1 3tgZ +1
=)/ —F5=-|—F5—==- [————— = —arctg—=—— + C.
3 t2+%t+% 3 (t+%)2+8 5 (3t+1)2+1 V5 V5
NG
= _ dz
(C) OznacmeI— fm
i. Je-li e =1, potom
dx 1 dx x
— _— - —_— — C.
/1+cosx Q/COSQ‘; g2+

Pro dalsf hodnoty e zavedeme substituci tg 5

t, takze dostaneme

/“ e _, [ @ _2/ dt
1+ecosx 1+5t;f12 B (1—e)t2+1+¢
ii. Bud 0 < ¢ < 1. Potom je
2 dt 2 ¢ 1—-¢ to L C
= = arc = .
L+e [iF52 41 VI-e2 & 1+e °2
iii. Necht je € > 1. Potom uZitim vzorce
dt 1 1+t
——=-—Iln|—|+C
/1—# 2 41—J+
dostaneme
e—1
2 dt 1 e+1 L+t H
= =—1 = 1 1 ln +C =
1+e¢ o +eVe— 1-¢ ;i
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Ve+l+tv/e—1

! 1 +C
= n =
Ve2 =1 |Ve+1l—tye—1
R S GRS VR Y g Sl Gt Vs L=
CVer -1 etl—(e—-1)¢ N
1 (e—1)t2 2
S S Pt e Ve 1 +C =
22 _ 1 1+e _ (e=1)t2
t2+1 241
1 | e (1+ cosz) + 552 (1 — cosz) + Ve? — Isinz LC
= n =
2 _1 214 cosz) — =51 (1 — cosx)

1 e+cosx++e?2 —1sinz
= In +C
2 1 1+¢ecosx

Poznamka: Za povS8imnuti stoji skute¢nost, ze dany integral spojité zavisi na pa-
rametru €, i kdyz se vysledky pro 0 < € < 1 a ¢ > 1 formalné dosti lisi. Ovéite si,
ze

. dx . dxr
lim —— = lim — =tg—.
e—1_ l4+¢eccosz e—1, ) 1+ecosx 2

Integracni konstanty pokliaddame vSude rovny 0. Analogicky Elir& T ggosm =
Citatel v integrandu napiSeme nejdfive ve tvaru
asinz + fcosx = Afasinz +bcosz}+ Bfacosz — bsinx},
jmenovatel derivace citatele

kde A a B jsou zatim nezndmi Cisla. Srovnanim koeficienti u sinx a cosz, coz jsou
linedrné nezavislé funkce, dostaneme

sinr: a= Aa —Bb
cosr: (= Ab +Ba.

Ziskana soustava méa jediné feseni pravé kdyz a? + b%> # 0 (determinant soustavy)
a feSeni ma tvar
1

a —b
A= ——
a? + b2

6 a

_aa+ b 1

_ aa+fb _ _Ba—ab
a? + b2’ a? + b2

A+ b

a o
b g

Odtud plyne, ze
/ asinz + Bcosx

- dx = Az + Bln|asinz + beosz| + K
asinz + bcosx

Poznamky: (1.) Vyse popsand tiprava ukazuje, ze v tomto typu integralu se muzeme
dokonce vyhnout zavedeni univerzélni substituce tg% = . Pomoci ni dostaneme

/asina:+/6’coszdx_/(2(/8t22atﬁ)dt (%)

asinz + bcosx

bt2 — 2at — b)(t2 + 1)
|bt? — 2at — b
241

kde A a B jsou konstanty, vypoctené v feseni piikladu (d). Jediné dva problémy jsou
tedy

=2Aarctg t + B In = 2A arctg (tg%) + Bln|asinz + bcos x|,
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i. technicky, tj. proveden{ rovnosti oznacené (x) (zkontrolujte) a

ii. ,slepeni* funkce 2Aarctg (tg%) (definované v R — {(2k 4+ 1)m, k € Z}) na vyraz
Azx. Je to pochopitelné - integrdl z piikladu (d) je formulovdn tak, aby bylo vhodné
pouzit substituci ¢ = asinx + bcos x.

(2.) Pifmé pouziti univerzdlni substituce ¢ = tg3 muze obecné vést ke slozitym in-
tegralum z racionalni lomené funkce %. Je-li tato funkce ryze lomend, lze pomoci

Ostrogradského metody psat

P(t) . P(t) Py(t)
/Q@ﬁ_é@+ ™

gl((t t)) a funkce

kde @1 je soucin vSech kofenovych éiniteli polynomu Q(¢), @(t) =

%, 511((?) jsou ryze lomené. Rozlozime-li 511((?) na soucet parcidlnich zlomkd, je t¥eba

vypocitat integrély

t=tgs
dt = 4z

2z
2 cos? 3

dt

t—«

_/ dz
) sinz — a1 +cosz)’

/ dt B / dx
t24+pt+q ) 1—cosz+psinz+q(l+cosz)’
V nasledujicich ptrikladech se budeme snazit dany integral vhodnou tpravou a néslednou

substituci bud vypoéitat pifmo nebo alespoii pievést na integral typu m,
kde je uziti substituce t = tg§ efektivni - srovnejte s prikladem (f).

(e) Dosadime-li « =1, 8= -1, a =1, b =2 do vzorce z predchoziho ptikladu, dosta-
neme

: _ 1
[ S o= o+ 3ln[sins + 2c0sa]} + K.

sinx + 2cosx

(f) Citatele v integrandu upravime nejdifve do tvaru

asinz + fcosz+v= Afasinxz +bcosz+c} +B{acosz —bsinz} +C
jmenovatel derivace jmenovatele

kde A, B, C jsou zatim neurc¢end ¢isla. Srovnanim koeficientu u funkci sinz a cosx
(jde o nezévislé funkce) dostaneme soustavu

sinx: a= Aa —Bb
cosr: [B= Ab +Ba

1: v= Ac +C,
jejiz determinant je

a —=b 0

b a 0|=a®+b#0.

0 0 1

pomoci Cramerova pravidla ma tedy feseni

—b

S N o) BV S NN Il B
l12+b2 5 0 1 a2+b2’ a2+b2 0 5 1 a2+b2’

38



la—ba

c(aa + [(b)
S — . daaT po)
¢ a? + b? 0 8 5 7 a? + b?

Dany integral muzeme nyni piepsat do tvaru

/asinx—i—ﬁcosx—i—’y
; dx
asinz +bcosx + ¢

dx
asinz +bcosx + ¢’

:Ax+Bln|asinx+bcosx+c|+C/

Jestlize do zbyvajictho integrdlu zavedeme substituci tg3 = ¢, dostaneme

I_ / dz _ 2/ dt
asinz +bcosz + ¢ (c—b)t2+2at+b+c
a vypocet tohoto integralu pti konkrétnich hodnotach a, b, ¢ je snadny:
i.jellib=c¢, a=0,pakb#0aZl= %tg%,
ii. jelib=c, a#0,jeZ=2InlatgZ +bl.
iii. Bud nyni b# c a D = a® + b? — ¢? diskriminant kvadratického trojélenu

(%) c—b

A. Jelli D < 0 (tj. piimka ax + by + ¢ = 0 je nesetna jednotkové kruznice
z® +y* = 1), pak

b
2+ at + ;rc.

2 —b)tg%
To 2 eglediesta
2 _ a2 _ b2 I —
. Je-li D =0 (tecna), pak T = m.
C. Je-li D > 0 (secna) a t; < ty kofeny trojclenu (x), pak

se

T =

2 n‘tgg — 19
(C—b)(tz —tl) tg% —tl

Tuto funkci lze zapsat ve tvaru

apsinx + (1 cosx + 7

Z=Kln .
agsinx + (o cosT + Yo

Y

ovSem tento zdpis je prakticky jen tehdy, maji-li dva ze tii polynomu

(t—1t1)%, (t—t2)%, (t—t1)(t—t2) "hezké” koeficienty (tj. nejlépe racionélni).

(g) Dosadime-li« =2, =1, v=0, a =3, b =4, ¢ = —2 do vzorce z predchoziho
ptikladu, dostaneme

/(QSinercoso:)dx 2 11 3sinz + 4 2|+4/ dx
=—z— - In[3sinz cosx — - .
3sinx +4cosx—2 5 5 5 ) 3sinx +4cosx —2
Dale
/ dx | tez =t _2/ dt B
3sinz +4cosx —2 | dr = tgitl o 6t +4(1 —12) —2(t2+1)

/ dt 1/ dt
-9 f - __-/_=
62 +6t+2 3 2—t—1

Resenim rovnice t2 — ¢ — % = 0 dostaneme dvojici kofenu

1 VT 1 VT
w2 (+ ) et (42)
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Dale plati

_ A B
2—t—L t—ty t—ty

Wl

Srovnanim koeficient u stejnych mocnin ¢ dostaneme soustavu

0= A +B
% = Aty +Bt
s FeSenim A = f\/%, B= \/127 Tedy

+K =

/ dx 1 t—tz
= n
3sinx +4cosx — 2 v/21 t—1

T V7
1 tg§—l<1—ﬁ>

1 3(2tgZ —1 7
In : Koo g [V b )+
V21 tg%_%(1+%> V2L [VB(2tgE — 1) — VT
a vysledné
/ (2sinz +cosz)dr
3sinx +4cosz —2
2 1 4 V3(2tgZ — 1) + /7
=—-x— - In|3sinz +4cosz — 2| + In 2 + K.
575 | 5v21 | V3(2tgt — 1) — VT

g%—s—*ﬁ*ﬁ

t .
. o 23 : ay sinz+53; cosx+y; 5 4
Rozmyslete si, ze zlomek PR, 3 Ize upravit do tvaru T-2Em-m- 0 ale nekteré

2 2V3
koeficienty v tomto zapisu budou ”osklivé”.

(h) Citatel v integrandu se pokusime rozlozit do tvaru
a sin? 2+ sinx cos x4y cos? & = A cos x(asin x+bcos )+ B sin x(asin x+bcos z)+C.

Ponévadz jsou funkce 1, sin2z, cos2z linearné nezavislé, muzeme obé strany rovnosti
pomoci téchto funkei vyjadrit a srovnat koeficienty. Plati
o B . Y _
5(1 — cos2x) + 5 sin 2z + 5(1 + cos2z) =

Aa+ Bb Ab B
_fatBb sin 2z + ?(1 + cos2z) + 761(1 —cos2z) + C.
Tedy
cos2x: —a+vy= Ab —Ba
sin 2z : 8= Aa +Bb
1: a+~v= Ab +Ba +C.

Determinant této soustavy algebraickych rovnic jhe

b —a 0
a b 0|=a%+b*#0;
b a 1
Tato soustava ma tedy feSeni
= 1 _OH_Z _GI; 8 Ba+~b—ab
T2 =T 2
a?+b o+ a 1 a?+b
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1 b —a+~vy 0

a 3 0 _ pb+aa—~a
T g2 2 - 2 2 )
a?+b b atry 1 a?+b
1 b —a —aty 2(ab?® — Bab + va?)
T 21 a b pl= a2 + b2
b a a+y
Plat{ tedy

-2 . 2
asin®x + @sinx cosx + -y cos x dx
. r = Asinx — Bcosz + C
asinx + bcosz

asinz + bcosz

—Asinx—Bcosx—i—L ln’t (E—i—
NET A

)‘
2
/a2 b2 1:::[51: E:I"L :(E)

kde cos ¢ = ﬁ, sin p =
(i) Dosazenim o = —f3 =a =1, v = b= 2 do vysledku piikladu (h) dostaneme
sin? z —sinz cosz + 2cos? x 3 1 . 8 dx
7= - dr = —-cosx + —sinxz + —
sinz + 2cosw 5 5 5

sinx + 2cosx

1
= gcostr sinx +

f/smx—i—go

kde cos ¢ 750 sing = %, tedy tgp = 2 a ¢ = arctg 2. Vysledné dostaneme
xr  arctg?2
tg | = K.
(5457
Poznamka: Jestlize do integralu f Sinmfgcow

- zavedeme substituci tg3 = ¢, dostaneme

8
I:gcosx—l—gsinx—l-—ln

5V/5

d 1 2tgt —1 5
/.71’:7111 g2—+\f +C
sinz+2cosz /5 th%—l—\/g

a pro tyto vysledky musi platit

2tgZ —1+V5
In|————

r arctg?2
tg| =+ + K.
2tgZ —1-/5 g<2 2 >’

Uzitim sou¢tového vzorce pro funkci tangens lze ukazat, ze

=In

; (J;+arctg2>_ VE+1 thgf1+\/5
=12 2 ) \VB-1 2tgz—1-

\/5,
_ 5 — 1 VB-1
pokud z # (2k+1)m —arctg2, = # (2k+1)7, k € Z. Odtud plyne, ze K = 5 In TR
(j) Upravime-li ¢itatel integrandu jako v piikladu (d), dostdvame
/ as‘inx—l—ﬂcosx dx:B/ ac.osx—bsincv dx—i—A/ ' dx
(asinz + bcosx)? (asinz + bcosx)? asinx + bcosx
B A x P
- sl
asinz + bcosx a2 + b2 nte 2+2 +
kde
_aa+ b B_ﬁa—ab cos — a i b
Coa4+b2’ T a2+ b2 =

————, sinp=
va? + b2 4

VaZ+ b2
(Viz piiklad (d) a pozndmka k piikladu (a))
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(k)

Je
I:/ dx _| ez =t :2/ T (t% + 1)dt ‘
(1+ecosz)? d :tgfl {1+5(1512+t12 {1—e)t2+1+4¢}?
Pro vhodna A, B, C, D € R plati
ndt  At+B / Ct+D
{1—5t2+1+5}2 (I—e)t2+1+4¢ (I—-e)t?+1+¢

Odtud zderivovanim a vyndsobenim vyrazem {(1 — &)t? + 1 + ¢}? dostaneme
2+ 2=A{(1 —e)t> + 14} —2(1 —e)t(At + B) + (Ct + D){(1 — &)t> + 1 + &}.

porovnanim koeficientu u stejnych mocnin ¢ dostaneme

3, 0= c
t?2: 2= —(1-¢)A +(1—¢)D
th: 0= B
2= (1+e)A +(1+¢)D
.
2 2
“A+D=-""_ A4D= :
1—¢ 1+¢€

Odtud D = 22, A:—lziz a tedy

/ 2(t* 4+ 1)dt R 2t L2 / dt -
{(1—-e)t2+14+e}2  1-e2 (1-e)2+1+e 1-e2) 1—-e)2+14+e

2 1+¢ + l—st € 2t LK
= 1/ arc — .
(1—-e2)(1+¢) 1—¢ & 1+¢ 1—¢2 (1—-e)t?+1+¢

Protoze

2tg 3 2sin § cos 5

(1—e)tg’2+1+e (1—¢)sin®Z + (1 +¢)cos? 2 B

sin _ sinxz
21 —cosz) + HE(1+cosa)  1+ecosa’

plyne odtud, ze

2 l1—¢ =z € sinx
7= ———arctg —tg— | - . + K
(1—e2)3 14+e °2 1—¢2 1+4c¢ecoszx

Primitivni funkci v celém R ziskdme ,,slepovanim*.

Jmenovatel v integrandu je mozno napsat ve dvou tvarech

2sin® x — 4sinx cosz + 5cos® v =y + (asinz + feosx)? = ¢ — (asinz + bcosx)?

kde a, 3, 7, a, b, ¢ € R jsou zatim neznamé koeficienty. Jestlize pouzijeme prvého
vyjadieni, dostaneme

2sin? z — 4sinz cosz + 5cos® & = 'y—l—azsinQac—&—Qaﬁsinx cosx+ﬁ20052x,

neboli

5 2 2
1 —cos2x — 2sin2x + 5(1+COS21‘) =+ %(1 —cos2z) + afsin 2z + %(1+COS2LE).
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Srovnanim koeficientu dostaneme soustavu

2 2 2 2
« I65 7 « 3 3
—_ —_— = — = —2 e _— = =,
gty tiTg b= 5 T2 73
7 druhé rovnice plyne, ze G = f% a dosazenim do tfeti rovnice dostaneme

4
—a2+—2 =3 neboli o* +30*> —4=0
e
s fegenfm o? =1, odtud v = 1, 3 = —2, v = 1. Plat{ tedy
2sin’ x — 4sina cosz + 5cos®’ x = 1+ (sina — 2cosx)2.
Pro a =1, 8 =2, v =1 dostaneme stejny vysledek. Uzitim druhého vyjadreni dosta-
neme soustavu
a®? b2 7 b—9 a®> b 3
T 2Ty UTS 9T
s feSenim a = 2, b = 1, ¢ = 6. Plati tedy
2sin’ x — 4sina cosz + 5cos® x = 6 — (2sinx + cosx)?.
V dalsim kroku prepiSeme ¢itatel do tvaru

sinx + cosxz = A(cosx + 2sinz) + B(2cosx — sinx).

V zévorkach jsou derivace vyrazu sinxz — 2 cosx a 2sinx + cos x. Srovnanim koeficientu
dostaneme soustavu
24— B=1, A+2B=1

L Fadan _ 3 _ 1 1
s feSenfim A = ¢, B = . Plat{ tedy

/ (sinz + cosx) dx 3 / (cosz + 2sinx) dx

2sin’z — 4sinz cosx + Heos?z b 1+ (sinz — 2cosz)?

_|_

1/ (2cosxz —sinx) dx
)

kde t = 2sinx + cos x. Ponévadz je

3 tg (si 9 )+1/ dt
= —arctg (sinz —2cosz) + = [ ——
6 — (2sinz 4 cosx)? 5 & 3/ 6—12

1 A B

= + s
6-12 V-t 6+t

plyne odtud
A—-B=0, A+ B=

5l

s feSenim A = B = ﬁ. Tedy vysledné

/ (sinz + cosx) dx
2sin?z — 4sinx cosz + 5 cos?

1 V6+t

3
=% arctg (sinz — 2cosz) + ——= In

10v6  |V6—t

+ 1 V6 + 2sinz + cosz
n
10v/6 V6 — 2sinz — cosx

+K =

+ K.

=% arctg (sinz — 2 cosx)
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Poznamky: (1.) Predvedeny postup vypoctu je pomérné dlouhy. Piimy vypocet pomoci

substituce t = tg § nen{ ovSem kratsi.

/ (sinz + cos x) dx B / —2(t? =2t —1)dt

2sin?x — 4sing cosx +5cos2x ) StA+ 83 — 22 —8t+ 5

Rovnici
(%) 5th + 87 —2t* — 8t +5=0
vydélime t? a dostaneme
1 1
5(2+ = t—=)—-2=0.
(#+7)(=4)
Substituci u = t — %, u? =12 -2+ t% dostaneme rovnici 5u? + 8u + 8 = 0 s kofeny
Upg = %2“/6. Dosazenim u; do substituéni rovnice dostaneme t% + % t—1=0.Pro
tuto rovnici je % = 23_2‘?‘/6 = (2‘/5;)2 atedy t12 = _2%“/6 + %. Reseni rovnice () je
tedy
V-1, 641 : — V6-1_ — V6+1 :
- i) b= YO oy oy YOl o (—2—4).

5 5

Odtud plyne

) i}

5t 4863 —2t2 —8t+5 = t2 —
+ + : s

4(\/5—1)t+(\/65_1)2}-{t2+§(\/5+1)t+M}.

Pro vhodna A, B, C, D € R plati

—2t% + 4t 42 _ At+ B N Ct+D
5t4+8t3—2t2—8t+5 tQ—%(\/é—l)t—‘r (\/65—1)2 t2+%(\/6+1)t—|— (\/6;_1)27

2 4. 2 4 (V6 +1)?
—5t2+5t+5—(At+B){t2+5(\@+1)t+5}+
+(Ct+D){t2—§(\/6—1)t+<\/65_1)2}.

porovnanim koeficient u stejnych mocnin ¢ dostaneme soustavu rovnic

3 0= A +C

2. —2= 4(V6+1)A +5B  —4(v6-1)C +5D
th: 4= (V6+1)2A4 +4(V/6+1)B +(vV6—-1)2C —4(v6—-1)D
0. 2= (V6+1)°B +(v6 —1)2D.

Dosadime-li z prvni rovnice do druhé a tieti, dostaneme

8AV6 +5B +5D = -2
4AV6 +4(V6+1)B —4(V6-1)D = 4
a tedy
(-3-8V6)B +(8V6—-3)D = -6
(7+2V6)B +(7—-2V6)D = 2.
Protoze
—3-8v6, —-3+8V6 | | -6, 8V6 |_ 3, 4| _
7+2V6, 7-2V6 _‘ 14, —-2v6 | 2-2V6 -7, —1|" 100v/6,
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=6, BH8V6 | a6 46 3o8VG 6 g

2, T7T—-2V6 7+2v6, 2
mame
— M’ D= M7 B+ D= 3 =
25v/6 25v/6 25
12 12 V6 12 V6
28AV6=—" = A=——""=_"" = (C=—""_ =",
5 40v/6 20 4016 20
Odtud
f+1)

/ —2(t2 — 2t — 1) dt _@lnt2+§(xf Dt +
Bt 485 — 2% —8t+5 40 2 4( G- )H(\fl
5t

3+V6 ( 5t > 5-6 ( )
+ arct -2 - arct +2 |+ K.
10 SA\V6 -1 10 e\ V611
Tedy celkové dostavame
/ (sinz + cosx) dx :@lntg2%+(2tg%+l+\/é)2
2sin®z — 4sinz cosz 4+ 5cos2x 40 g2 + (2tg L + 1 — 1/6)2

34+v6 5tgf+2-2V6 5-+6 5tgZ+2+2V6
+ arctg - arctg
10 V6 —1 10 V6 +1

Zkontrolujte spravnost vypoctenych konstant. Puvodni vypocet byl urc¢ité jednodussi.

+ K.

(2.) Obéma zpusoby (tj. postupem z feseni piikladu 20(h) i prvni ¢dsti této pozndmky) lze
obecné vypocitat integral

/ (asinx + beosx) dx

asin®z 4+ fsinx cosx 4 ycos?

je-li D = 32 — 4oy < 0. Je-li D = 0, je tento integral vypoéitan v piikladu 20(j) (pro jiné
oznaceni konstant).

Pro D > 0 lze jmenovatel « sin?z + Bsinz cosx + ~ cos? x zapsat ve tvaru
(a1 sinz + By cosx) (g sinz + fa cosx) tj.

asinx +bcosx A B

— - 5 = - + - ,
asin®x + @sinx cosx +ycos?x  arsinx 4+ Ficosx  agsinz + fFpcosx

asinz + bcosz = A(agsinx + B2 cosz) + B(ag sinx + [ cos x).

Porovnanim koeficienti vypocteme z této rovnosti ¢isla A, B € R jednoznacné, ponévadz
o102 # asfy. Vypocet integrali z obou poslednich zlomki se efektivné provadi substituci
t = tg 5 a je podrobné popsén v tesen{ pifkladu 20(f). Reseni{ piikladu 20(h) (tj. vypocet

i asin® z+fsinz coszycos’z dz) bylo jednodussi. Co muze zpusobit zdména citatele a jmeno-
asinxz+bcosx

vatele!

21. Vypoctete [ f(x)dx je-li

(a) f(z) = 555z [L arctg 2tg2>]
O — [3 avetg 3|
() (@) = s=rsmarseoss ]
(@) f(2) = ssmaricesrs: { Wi }
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22.

2—sinzx

fla) = 32me, [ln(2 + cosz) + \4[ arctg f}

(f) flz) = G2mr L2+ 3 In|sine — 3cosz|; Uijte postupu z pifkladu 20(d)]
(g) f(az;):m7 [3{z—In(vV2+sinz +cosz) —tg (£ — %)} ;

V piikladech (g) a (h) uzijte postup z piikladu 20(f)]
(h) f(x) = goetlcose g, { In(sinz — 2cosz + 3) — 3z — Sarctg M}
(i) f(x):sin;ijr‘%, {—%(QSinl'-l-COSZ')-l-E)ALWIth(%+%ch2>| ;

V piikladech (i)-(k) uzijte postupu z piikladu 20(h)]
() f) = gnzems. [Lsine — cosz) — g1y n g (5 + 2)]
(k) f(x) = siniz=dsinz cossidcos’s [~sinz +3cosz +2v2Intg (£ + T)|]
() flz) = 2unemeons [4m3inz — Zancrg 22

Vyjadiete jmenovatele ve tvaru 3 + cos? z nebo 4 — sin® z a rozdélte na dva integrély ]

__ sinz—2 3 V2(sin x4cos x)+1 V/3—V/2(sin z—cos )
(m) f(2) = 35557 cosa |5 In|YRumetesalit | | 1o In | Eline—cons)

Uzijte postupu z pitkladu 20(1)]

Pozniamka: V piikladech (a),(b),(e), (h) lze ,slepovanim® vytvorit primitivni funkci

v celém R. V prikladech (c) a (d) lze vysledek rozsitit tak, aby vysel zlomek s puvodnim
jmenovatelem:

1 cos 3 cos 5(2cos § —sin §)
“te T _gn T _gnzy2
2—-tg§ 2cos§ —sing (2cos § —sin )
1+cosx—%sin:c 2 —sinx 4+ 2cosx

24— %cosx—2sinx 5—4sinax +3cosz’

V pitfkladu (d) proved'te sami. V pifkladu (m) uréete definiéni obor integrandu i vysledku a
ukazte, ze se rovnaji.

Vypoctéete [ f(x)dx, je-li

1 1 sinx
a x) = , b T) = ———— c )= - .
(a) f(=) Nis (b) f(x) JRNR (c) f(x) NCETTVR
Resenti:
(a) Plati
_de _ tg”":t / Vi=u _2/ du
Vigr | de = t2+1 Vi t2 +1) dt = 2udu |~ w1

Podle piikladu 10(d) plati

du 1 w4 uv2+1 1 uv/2
7 = In + arctg 3
w1 42 w2 —uv2+1 1—u

+C
2v/2

a tedy

dx 1 tgx +/2tgr + 1 V2tgx
= In +C.

= + 2 arct
Vigr 22 tgx —\2tgx + 1 aee tgx
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Pozndmka: Funkce f(z) = je definovéna a spojitd v

\/@
p(f) = U (kr. 2k +1)3)
kEZ

jeji primitivni funkce F(z) v

pF) = (zm, (4k + 1)%) U ((4/<: + 1)%, (2k + 1)%) :

keZ

Vhodnou volbou konstant lze I ,slepit® v libovolném bodé km + 7§ (staci napsat

arctg (v2tgx + 1) + arctg (/2tgx — 1) misto arctg Y= 2tg“C) Pokud budeme chtit F(z)

sinx
cosx’

upravit pomoci vzorce tgx = potom

(—1)F sinx 4 v/sin2x 4 cos Vsin 2z
F(z) = In

+ 2arctg ——
2v/2 sinx — V/sin 2z + cos x gCOS:U —sinx

ze U (k7r, (2k + 1)%) (a jesté by bylo tfeba ,slepit“ uprostfed kazdého intervalu!).
keZ
Vysledek pifkladu 23(j) plati jen na intervalu (kr, (2k + 1)% ), kde k je sudé.
Je
u= Vsinz

/ / 3cosavdx / 3du
= cosxdr |= | 7 _5-°
cosx Vsin? z 1 — sin? x) VsinZz du = ——— l-wu
3Vsin? z

Ponévadz platf 1 —u® = (1 —u3)(1 +u?) = (1 —u)(1 + v+ u?)(1 + u)(1 — u + u?),
dostaneme déle, ze

3 A B Cu+D Eu+F

1—u6_1—u+1—i-u+1—i-u—|—u2 1—u4u?

a odtud
3=A0+u+u?)(1+u®) + Bl —u+u*)(1—u) + (Cu+ D)1 —u*)(1 —u+u?)+

+(Bu+ F)(1 —u?)(1 +u+u?).

Dosazenim u = 1 dostaneme A = %, dosadime-li u = —1, vyjde B = % Protoze

3.1/ 1 1\ _ 3 R
1—wS 2\1l-u 14+u) (1—-u2)(l+u2+ut) 1—-u2

_ 3—1—u?—ut _ 1—w24+1—ut _ 2+ u?
1 —w)(I+uut) (1—u2)(1 4+ Fut) 14 ol

Cu+D 4 Bu+F
1—

je sudd v proménné u, plati totéz o 7 e

a tedy

—Cu+ D —Fu+F Cu+D Fu+ F
l—u+u?2 l14ut+u? 14ut+u? 1—u+u?

Odtud plyne £ = —C a F' = D. Tedy 5 qu’;jfuzl = 13;152 — 1077;1132. Po vynésobeni
dostavame

2+u® = (Cu+ D)1 —u+u?)— (Cu— D)1+u+u?) =2D —2(C — D)u?
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Odtud porovnanim koeficientt vyjde D =1, C = 3. Tedy

1 1 1 2 1 -2
szln +U +7/Ldu_,/u7du:
2 1—u| 2) v?+u+1 2) u2—u+1
11’1+u+11u2+u+1+3/ 3 du
=5 In|— - In—— - 5 =
2 [1-ul 47 w—utl 4 f )P ps 4 1)
11 14+u 11 u? +u+1 du n du
= — In — 1n =
2 l—wu|l 47 w2—u+1 (zuﬂ)? 1 (2%1)2 1
=5 ) T 3 +
1, [1+u|l 1 w?+ut+1 V3 2u + 1 2u — 1
=-1 -In———+7-+ — t t C.
3 nl—u 4nu2—u+1+ 5 arctg 73 + arctg Ve +

Uzijeme-li vzorce z pozndmky 2 k fesen{ pitkladu 10(d), muzeme psat dale

4u
1. (T+u)?w?+u+l) V3 73
I=-1 Y2 arctg — Y3 4+ C =
10w sy 2 YT AT
1, (1+uwd1—vu?) V3 u
=l VY etg—————— + O =
T T T ) I B IV TaeeeT i

1 a1 1+\3/sinx+l 1 —sinz V3 vsin x
= — n n
4 1— sinz 1+sinx

Poznamka: Integrily z piikladu 22(a),(b) jsou specidlni piipady integralu
/sina z cos” z dz,

kde a a ( jsou raciondlni ¢isla. Jsou-li ¢isla a a [ celd, umime tyto integraly spocitat
(viz pitklady 14-17). Jestlize alespon jedno z raciondlnich ¢isel o a 3 neni celé, je situace
komplikovanéjsi:

(i) Je-li a celé liché (resp. (3 celé liché), spocteme integral [sin®z cos” x dz substituct
t = cosx (resp. t = sinx; viz 22(b)).

(ii) Jestlize zadné z raciondlnich ¢isel v, (3 neni celé liché, 1ze dany integral spocitat v
piipadé, ze o + 8 = 0, =2, —4,... (viz 22(a) pro a + 8 = 0), 23(c)-(f) m4 Feseni ve
tvaru K tg"z (resp. K cotg"x), kde r je racionélni, nebot o + 8 = —2 (ndvod k fesent
23(g) 1ze uzit nejen k fesenf pifpadu « + 8 = —4, ale i pro dals{ sudd o + 3 < —4).

Obecné substituci t =tgz, = € (0, %) , lze dany integral upravit na tvar
/sino‘ z cos® zdr = /to‘(l + tz)*lfaTW dt.

To je t.zv. binomicky integral, ktery lze vyjadfit pomoci elementarnich funkci prave

tehdy, kdyz alespon jedno z Cisel D‘TJFB, “T'H, % je celé (viz paragraf 1.5). Substituci

t=sin’z, z € (0,%), dostaneme

1 a— _
/sinax cos® xdx = i/tTl(l - t)% dt,

takze alespon hodnotu

DN =

z

sin® z cos® x dx = )
/ 2 2
0

1

a1 - 1 1 1
/t 2 (1_t)521dt:23<a+ 5"‘)
0
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muzeme pro a > 0, (> 0 najit v tabulce hodnot t.zv. beta funkce. O ni se zminime v
dalsi kapitole, vénované urcitému integralu.

(c) Jestlize vyuzijeme postupu z ptikladu 20(1), muzeme vyraz pod odmocninou napsat ve
tvaru 2 + sin2x = 3 — (sinz — cosx)? nebo 2 + sin2x = 1+ (sinz + cosx)? a dany
integral prepiseme do tvaru

sinx dx 1 (cosz + sinx) dzx 1 (cosz —sinx) dzx

V2+snz 2 V3= (sinz —cosz)2  2.J \/1+ (sinz + cosz)?

Po substitucich sinax — cosx = ¢t a sinx + cos x = u dostaneme

inzd 1
Sy dr arcsin — 1 (u+V1+u?)+C =

1
\/2+sin2m_5/\/3—t2_§/\/1+u2 2 \f 2
1 inz —
= 3 {arcsinsmx\/;osx —In (sinercostr \/2+Siﬂ25ﬂ)} +C
23. Vypoctete [ f(z)dx, je-li

(a) f(z) = %a [%arctg sin? x]

(b) f(z) = V1 +sinw, [2v2sin(2-2); 2 € (-3,%)]

Pozndmka: Na jinych intervalech 1ze primitivni funkci ,,slepit“ nasledujicim zpusobem:

Polozme F(x) = G(z) + ¥ (x—2), € R, kde G je 2r—periodické rozsfieni funkce

g(z) =2V2sin (2 -2) - ¥ (x—%), v € (—%,%). Situaci je vidét na obrazku.
Y
|
v=F (x) |
|
Tl — — — = N .
; RN |
2 | N |
0 7 37 ~ T, X
I 2 = % N\ |
~
- _ _ _ _ | L~ =
-2+/2 2\/2sln[32&%]
(c) f(z)= ﬁ, [24/tg 2]
(d) flz) = yﬁ7 [4 Vg x)
(e) f(z)= \S/ﬁa {—%\S/ cotg%c}
) flz) = %3?7 [ 4fcotg x\/cotgx]
(g) f(z) = \/ﬁa [%tgz\/tg:c—%/cotgx;

vyjédiete Gitatel integrandu ve tvaru sin®z + cos? a:]

(h) f(z) = 9/%’ [é ln({’/thx+1) ln<\/tg7x— \/@-i- 1) arctgt\%“}
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: _ sin® z tgm+\/2tgz+l 1 V2tgx
(i) f(z) = E o= [QVtgx — g R — Jparctg Y= tgm}

() f@) = vigz, [y {n\[Rediiies g Y 0 e (0.3)U(39):

viz pozndmku za feSenim piikladu 22(a)]

(k) f(z) = \3/5%, [ {3111 1+% + In i+§g::-} + farctg f(l%)
() f(z) = \Zﬁ, { In T gj@ + farctg N \/F)
(m) f(z)= m, {é In \/kggm ‘ég arctg 2 g’/si\n[?+1-
(n) f(z) = 2L, [% {arcsin % +In (sinz + cosx + \/W)}
24. Vypoctete [ f(x)dx, je-li

(a) f(z) =th'z, (b)  f(z) = ch'z, (¢) f(x)=sh'z chg,

(d) f(z)= m, (e) f(x) =shash2zsh3z, () f(z)= %,

() fla)= S22, () f(2) = so=as (i) f(@) = Gerssmess

0) f@) = FHEEE

Pozndmka: Vsechny uvedené integraly patii do tfidy integralu f R(shz,chz)dz, kde R
je raciondln{ funkce. Poéitaji se stejnymi metodami jako integraly typu [ R(sinz,cosx) dx,
které jsme probrali v piikladech 14-21. Vyzaduji vsak znalost vzorcu pro hyperbolické funkce.
Ponévadz se tyto vzorce nevyskytuji tak casto, uvedeme alespon hlavni z nich. Zakladni
identita, od které se odvijeji odlisnosti ve srovnani se vzorci goniometrickymi, je

ch?z — sh?z = 1.
dale plati

sh(z 4+ y) =shxzchy +shychz, sh(x—y)=shzchy—shychz,
ch(x +y) =chzchy+shzshy, ch(x—y)=chxchy—shzshy.

Odtud déle dostaneme

sh2x =2shxchux, sh2§:ChmT_1,
ch 2z = ch’z + sh’z, chQ% = ChIT'H,
shz +shy = 2shZf¥ ch ¥, sha —shy = 2sh® ¥ ch#t¥,
cthrchy:QCh%ch%, ch:cfshy:QSh‘;y sh*52.

Pro potieby substituci tha =t resp thg = ¢ uvedeme jesté vzorce

2 . th’z 2., _ 1
sh®z = 1—th2z’ ch’z = 1—th2z’
2thZ 14+th%z
w J— 2 J— 2
shx = Tt T chx = =

ResSeni:
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(a) Plati

h! h2z —1)2 d
/th4xdm:/#dm:/wdag:x_chx_k/7496:
h h

ch™x ch™x ch™z

hz — sh®z)d 1
= —othe+ [(BEZIOE g Ladsc
ch™z 3

1 1
/Ch4:cd:c: Z/(ch2x+1)2d:ﬂ: Z/(ch22x+20h2x+1)dx =

1 1 1 3 1 1
= g/(chllm—i—l)dx—l— Zsh2x—|— = gx—l— ZSth—’_ ﬁshélx—i—C.
(¢) Uzitim vzorce pro sh 2 dostaneme
2
/sh4x chg dx = 16/Sh4g Ch5g dx = 16/sh4g (1 + sth) Chg de =

1 2
- 32{sh5x + i

1 9T
SR N bt .
gty Ty 2}+C

(d) Plati

I—/ dx _/ shz dx | chz=t¢ _/ dt
) shPzch®z ) (ch%x—1)2ch?z | shadz=dt | | 2(2-1)*

Rozklad dané racionalni funkce na parcidlni zlomky dava

¥—é+§+C+D+ = + F
212 -1)2  t 2 t—1 t+1 (t—1)2  (t+1)2

neboli
1= At =12+ B2 -1)*+C(E+t*) (> = 1)+ D ) (>~ 1)+ Et* (t+1)*+ Ft* (t—1),

Vyuzitim postupu z pifkladu 10(a) dostaneme: prot =0je B=1,prot =1 je E = %
aprot=—1je F= i. Protoze m jesudd v t, méme A =0, D = —C. Déle

¢ . D _ 2 1 1 ?4+1
t—1 t+1 22-1 22@2-1)2 2 2:-1)2
22212 —2(#2+1) 32 -3¢t -3
B 212(12 — 1)2 2212 —1)2 21’
tj. C = f%, D = %. [Je samoziejmé mozné téZ porovnat koeficienty a dostaneme
soustavu linedrnich rovnic
t: 0= A +C +D
t3: 0= —24 -C -D +42E —2F
2 0= —-2B -C -D +E +F

se stejnym TeSenim.] Plati tedy

1 3 t+1| 1 1 1 1 3. chzx+1 1 chx
T=—+-1 —= C=——"—+- —= C=
i1 n’tl’ 4{t1+t+1}+ hz 4 he-1 2z 1
3 T 1 chzx
=2 ‘thf‘———i c.
211(3 2 chx 25h2];+
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(e) Uzijeme-li vzorce pro cha — chf a polozime O‘Qﬂ = 2z, # = z, dostaneme
shz sh2z = £ (ch3z — chz), neboli

1

7= /shm sh2z sh3x dz = %/(chﬁ%x — chz)sh3z dx = 1 /sh6x dx — % /Chxsh 3xdx.

Vyuzitim vzorce pro sh a 4 sh § dostaneme dale

1 1 1 1 1
7= —chbx— - sh 4 sh 2 = —ch6x — — chdx — = ch2 .
51 C 6x 4/(5 x + sh2x) dz 52¢ 6x 1 hdr—ge x+C

(f) Podle postupu z piikladu 20(d) dostaneme
2shz +3chae = A(4shz +5chz) + B(4dcha + 5shz).

Srovnéani koeficientu déva soustavu

shx: 2= 4A 45B
chz: 3= 5A +4B

v o~ /. _ 7 _ 2
s feSenfim A = g, B = —§ a tedy
2shx +3chx 7 2
bl =—x— — In(4sh h .
/4shx+5chx v=ge g mUshedsche) +C

(g) Jestlize si uvédomime, ze % {ChQJJ} = sh 2z, muzeme psat

/sh2x+3shx d /sh2x+shx+2shx

— - dr = 3 dx = In(ch®*z + chz + 1)+
ch”z +2ch”§ ch®r+chz+1

shx dx | chz=t B 9 dt B
dt 8 dt
:1n(ch2x+chx+1)+2/mzln(ch2x+chx+1)+3 S
t+5) +3% 2t+1
( 2) 4 (\/§> +1
4 2chx +1
=In(ch?z +chz + 1)+ — arctg ——— + C.
(h) Plati
I_/ de __|thg=t | __ = __2/ dt
) 2shz—cha | do= 127d;2 o % o 2 At 41

Polozime-li t> — 4t + 1 = 0, dostaneme dva kofeny t; = 2+ /3 a ty = 2 — /3, tedy

-2 A B
= dtud A+ B=0, Aty+ Bt; =2
2ol it fog, rodtud At y Alz+Bh
e | _ 1
s feSenim A = et = U3 B = Nk Tedy
1 - 1 thz —2 3
A L +C:—ln27+\[+0.
V3 t—t V3 |[thf-2-3
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dx th

3cha + 5sha +3

z
2

/

=t
dr =

1—t2

at
5t+3

=/

2dt

dt
9 -2
B +
3 3t2 4 Lot
1—t2

1 1
:gln|5t+3|+C:gln‘5th§+3‘+0.

(j) Podle postupu z pifkladu 20(f) dostaneme

chz+2shax+3=A(4chz+5shx+6)+ B(dsha +5chz) + C.

Srovnanim koeficientu ziskdme soustavu

4A+5B =1, 5A+4B =2, 6A+ C = 3.
oz _ 2 _ 1 _
s fesenfm A = 3, =—3, C=—1. Tedy
chz +2shx+3 2

4chx +5shzx+6 3

-

1
dx:fzfg In|dchz+5shz+ 6| —

/ dt B
4chax +5shz+6

th =t 2 1 i,
2 T—¢
= =—x— - In|4ch 5sh 6| —2
do — 208 3773 n|4chz + 5shx + 6] /4+4t2+110f2+6
2 1 dt
Jestlize polozime t?> — 5t — 5 = 0, dostaneme dvojici kofent t; = %(5 + 3v/5),
= 1(5-3V5) a plati
1 A B
= ; odtud A+B=0 —Aty—Bt;=1
T 55 t-f i OO + 2o
sfeéem’mA:ﬁ:ﬁ, B:—%.Tedy
2 1 1 2th2 —5— 35
IT=—-xz——-Inldchx+5shx + 5|+ In + K.
57 gl | 3v56 Mh£—5+3¢*
25. Vypoctete [ f(x)dx, je-li
(a) f(z) = ﬁv (7]
(b) f(x) = ch®azx + sh?ax; (a # 0), [+ sh2az]
(¢) f(z) =sh’z, [$sh2z — 1z
(d) f(z) =sh’z, [%ch’z — cha]
(e) f(z)= ch’z, [ sh®z + sh ac]
(f) f(z) = sh?zchz, [Lsh’z+ 2 sh?’m]
(g) f(x)= ch3zsh®z, [ sh''z + 5 bhgx]
i
(h) f(z) = s, [ th®]
(i) f(z) = cth’z, [In|shz| — o — ;o]
() f(z) =sh®zch’z (a5 shdz — Lo
(k) f(z) sh%ichz ) [arctg th z]
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V) f(2) = goems [In |th z]]
(m) f(z) =sh®zch2x [2 ch®z — ch®z + ch x|
n) f(x) = Chs"ﬂ sh4:lc +Sh2x+ln shz
shx
(0) f(!]f) = (1+Clhx)27 [l L 2 %]
p) f(z) = goess thx—i—ZCthx—fctth
shz ch?x
(q) f(z)=th’z, [ln chz — 2:10]
(r) f(z)=sh?zch'z, [ = sh®2z + 51 sh4x - &7
26. Vypoctete [ f(x)dx, je-li
(a) f(l‘) ~ shzchZz’ [chz +1n’t %H
2
(b) f(z) = =t [3 In|th §| - 355;]
(0) f(=) = [ + Sanrs + 5 arctg sha
(d) f(z)= j{;i, [th - arctg shx + 255111%” ]
(e) f(x) =shashTz, [ sh8z — & sh6z]
(f) f(z) = chaxch2xch3z, (724 §sh2z + {5 shda + 4bh6$]
(g) f(x) = sh2z—4shzlch z+9ch?z? {f arctg G 2}
(h) f(.]?) = 100h21712 sh2zx—1" \}g arctg th\m[ 27
ukazte, ze sh?z — 4shzchx + 9ch?z = 10ch®z — 2sh 2z — 1]
: —1 2chz—shz
(1) f(.l?) = SShzm—'?shal;Chw-i-Qchzw’ _5 [3shz— Chx|:|
() f(@) = rrgimes |3 n 2t
(K) fla) = =l Lo+ 2]
1) flz) = 74;?&135;}1;”, [g x— % ln 2chz —shx ]
(m) f(z) = gL _—, [—%x—fln|?>sha:—4chx|

v piikladech (1) a (m) pouZijte postup z piikladu 24(f)]

(n) f(zx)= %7 {ln |ch®z — 3 chz| + % In |C}l§x3l, uzijte piiklad 24(g)]
2th 41

(0) f(l’) = shac+12 chx’ [% arctg \/23 ]
1 1+th &

() (@) = grriers: [5 In 5 2}

(a) f(JJ):%, [%x—&—%ln@shx—chx—ﬂ—kzln
uzijte postupu z prlkladu 24(j

o
\_/q

1.4 Integraly typu [ R(z,Vaxz?+ bz +c)dx

Poznamky: (1.) Kazdy integrél uvedeného typu lze (doplnénim na ¢tverec a linedrni sub-
stituci) prevést na jeden ze tif nasledujicich integralu:

/ Rlz, Ve —22)ds,  (b) / R(z, @+ 22)dz,  (c) / Rz, /22 — a?) da,
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kde a > 0 a R(z,y) je raciondlni lomend funkce v proménnych x,y. Je-li R(z,y) = %,
umime tyto integraly bez problému vypoéitat (vysledky jsou uvedeny v tabulce primitivnich
funkei, jejich odvozeni viz pi. 6(e)). Vypocet integrali metodou per partes pro piipad
R(z,y) = y lze nalézt v piikladech 8(f) a 9(x). Substituce uvedené v piikladu 6(e) lze
snadno zobecnit. Integrély typu (a) je mozno prevést substituci z = a sint, t € (fg, g) ,

(resp. @ = a cost, t € (0,7)), na integral [ R(sint,cost)dt, ktery umime Fesit podle od-
stavce 1.3. U typu (b) ke stejnému tcelu slouzi substituce = = atgt, t € (—%, g) , (resp.
z =acotgt, t€ (0,7)), utypu (c)jetor =2, te(0,%) proz € (a,+0) ate (—%,0)

proz € (—oo, —a) (resp. x = %, t € (0,%) prox € (a,+o0) at € (5,7) prox € (—00,0)).

cost’

Pokud umite dobfe pocitat integraly typu [ R(shz,chz)dz (pifklady 24-26), muzete na né
pievadét integraly typu (a) substituci z = g5, t € (0,+00), typ (b) substituci 2 = asht,

t € R a typ (c) substituci = acht, t € (0,400) pro € (a,+0), a x = —acht,

t € (0,+00) pro z € (—o0, —a). Pouzivejte radéji goniometrické substituce s funkcemi sin a
tg, jen v pripadé (b) muze byt uziteénd i hyperbolickd substituce.

(2.) Upravit vysledek, ziskany postupem z pozndmky (1.) muze byt oviem dosti obtizné.
Vyhnout se goniometrickym i hyperbolickym funkcim umozinuji t.zv. Eulerovy substituce:
1. skupina: Pokud je a > 0, lze zavést substituci vaz? + bz + ¢ = x+/a + t. Ta ndm prevede

dany integral na integral z racionalni funkce v proménné t. Podle konkrétniho tvaru inte-
grandu muzeme zavést jednu z variant v azx? + br + ¢ = tx+\/a + t.

2. skupina: Je-li ¢ > 0, lze substituovat vax? + bx + ¢ = xt + /¢, nebo nékterou variantu
Var? 4+ bxr + ¢ = £t + /c. Viechny tyto varianty ddvaji opét integrdl z raciondln{ funkce.

Je-li D = b — 4ac > 0, tedy polynom az? + bz + ¢ mé dvojici redlnych riznych kofenl
T1, T9, muzeme pouZit substituce

; Vaz? +bx +c alx —x1)(z — x9) [ x—x
= = = a-- ———.
|x — 1] (x —21)? x—

(3.) Otéazka, kterd zdkonité vznikd, je, kterou z téchto moznych substituci pouzit, abychom
ziskali co mozno nejjednodussi integral. Odpovéd na tuto otdzku neni jednoznaénd a ani
jednoduchd. Velmi casto je tfeba zkusit 2 nebo 3 varianty a pak si vybrat. O trochu syste-

......

27. Vypoctete [ f(x)dz, je-li

i (b) f)= {0

p— 1 =
1‘) T (z—D)Va2da+1’ Vitz+z2’

~

(

_ 1 1
(@) = Gmgva—= (@) f) = 7mm
(

(
(
(&) fla)=vVI—T =2, R R e—
( 2

(

(

~

g [fv) = 5 (h) f(m)zm,

T

i) flz)= (x2—23+4)V2+25—22" G )= m’

%)



(a) Polozme Va2 +z+1 =z +t. Potom je t > 3 a 2? + 2+ 1 = 2% + 2t + 12, neboli
(1 —2t) =12 — 1 a odtud

2 -1 t2 42t — 2 t2—t+1 2t —t+1)dt
r=——; ¢—1l=——""—; s+t=——"—; dr =
1—2t 1—2t 2t — 1 (2t —1)2
Tedy
t27t+1dt dt

I / dx _ (2t-1)2 _ 2/
(z-1)Va2+x+1 B1oto2 | Pottl t2+2t—2

Polozime-li t2 4+ 2t — 2 = 0, dostaneme dvojici kofenu t; = —1+ V3> % ato=—-1—+/3
a tedy plati
2 A B

Cesenfm A — 2 _ 1 p_ _ 1 .
s feSenim A = VL B 7 Tudiz

1 t—t 1 Vet t+l—a+1—3]
7T=—1n +(C=—1n +C.
V3 |t—t V3 Val+az+1l-z+1+V3

Poznamka: Jestlize polozime vz2 +x + 1 = x — ¢t nebo ¢t — x, dostaneme podobny
integrél. Zkuste téz uzit substituce z pitklada(b) a (g).

(b) Jestlize zavedeme do integrélu

2
I— Vi+tr+a22-1 dx
z V1t z+ a2

substituci Va2 + 2 + 1 = 2t + 1, dostaneme (¢ je rostouci funkce proménné x a v bodé
x = 0 ji lze spojité dodefinovat hodnotou %, tj. t € (=1,1)).

val 2-1 2t —1
vitrrr -l =t; P’ +r+1=a’t4+22t+1; z+1=at>+2t; o= e tQ;
T _
202 —t+1-t2 2 —-t+1 2(1— )+ 2¢(2t — 1) t2—t+1
t+1= = ; dr = dt = 2——dt.
v 1- 12 1—¢ 0 W 1-12)2 1-12)2
Dosazenim do daného integralu dostavame
t2—t41 dt 9 9
. o (I—t2)2 . t= dt _ (1 —t° — 1) dt - dt o
1—¢2
2(1 = V14 z+2?) 1+t 2(1 = V14 2z +2?)
= + In 1—¢ +C= +
x — T

x—1+V1+z+a?
n
r+1—vV1+z+2?

Ukazte, ze kdyz dodefinujete F(0) = In3 — 1, potom je F’(0) = i. Zkuste dany integral
vypocitat téz substituci z piikladu (a) nebo (g) pro = € (0,4).

+1 +C=F(z)+C.
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(¢) Integrél si nejdifve upravime. Pro = € (0,4) plat{

x
1 1 4—x

(22 — 3)Vaz — 2% (22 — 3)z\ /4= 220 -3)

x

neboli

- T _ 2. _ 4¢2
I—/ dx - 47wdx_ 4—z TR B
) @e-3)Vaz—22 [ ax(2z2-3) 523 _ostdt |
21‘—3—7, r= ——
t2_|_1 (t2_|_1)2
t2 dt

((CESHE / dt
tZtil : 5tt22+_13 5t2 =3

Déle je

2 B . . o e .

= a srovndnim koeficientu u stejnych mocnin ¢ dosta-
5t>—3 f 513 T VAtv3 mny
neme soustavu rovnic

A+B=0; A-B= s feSenim A = , B=—

Sl
5=
al-

Odtud plyne, ze

_ ! In V5t -
S VIE VB3

JBE
VB B v

v

W Vhz + /3(4 — )

Jinou Eulerovu substituci nelze pouzit. Zkuste vSak £ ;2

=sint.

(d) Ponévadz je z? + 2:1: +2 =

(x + 1)2 + 1, zavedeme substituci = + 1

tgt,

te (_g’ g) cdx = cos2t Plati tedy
/ dz coszt dt —
14++vV22+ 922 +2 1+\/tg2T cost(cost +1)

tgs =u u
Sy e (1+u?)du (1—u®—2)du

1u? (1-u? | 1—u 1-u

ue(=1,1) T+u? \ 1+u?

d 1
:—u+2/ v =—u+In +U+C’.
1—u? 1—w

Dale plati

_ 1
; t sing 2sin2% 1 cost 1 Jieriet
u = —_ = f— — — —
& 2 cos ; 2sin & 5 COS 3 2 sint t;g;;ﬂ
tg?t+1—1 2 4+2x+2—-1 . 2 +2x+2—-1 0
= = m =
tgt x+1 L st 41
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a tedy
1—\/x2+2x+2+1 1+7Vz2+$2ffr271
z+ 1 nl_i\w
T+

|- ViZ 1242 N
S e N e e S SY G J P G )

z+1 x+2—Va2+2x+2

7= +C=

Pozndmky: (1.) Dodefinujeme-li F(—1) =0, je F'(—1) = 1.
(2.) Podle tvaru vysledku lze s ispéchem pouzit i substituce vz2 + 2z + 2 = +(z — t).

(e) Plati 1 — 4z — 2% =5 — (z + 2)? a zavedeme tedy substituci

2
z+2=1+/5sint; te (fg,g); dx = V5 cost; t:arcsinw\;_5 .
Tedy
/\/1—4$—$2d{£:\/LF)/\/5(1—Sith)COStdt=5/COS2tdt=
5 1 ) 2
=—qt+-sin2t,+C == arcsini—l—sint\/l—sinzt +C=
2 2 2 Vb
5 . r+2 x+2 (x+42)2
= — < arcsin + 1-———7+C=
S L
2 2
;{arcsinx:/% +x;r \/14xm2}+0, z € (=2 —5,-2+V5).
(f) Ponévadz je x* 4+ 2z — 3 = (z + 1)? — 4, zavedeme substituci z + 1 = 2, t€ (0,3).
Potom plati dx = —% a tedy
d 20_0$tdt 1
/ e 962 5 3:— sin” ¢ =3 sin®tdt =
v — 8 1
(£U+ ) SRR sins ¢ 4(sin2t_1)

1 1 1 [ 2 4 2
=t —smaulro=— 1— ——— — arcsi C
16{ g S }+ 16{x—|—1 (@+1)2 Ems’mgchl}+

pro x > 1. Protoze je funkce f(z) = W lichd v proménné z + 1, je funkce

F(z) k ni primitivn{ v této proménné sudd a tedy

/ dx 7i 2vVax? +2x -3
(r+1)3a2 + 22 -3 16 (z +1)2

F arcsin

+C, x>1; z < -3.
|z + 1]

Pozndmka: Rozmyslete si, Ze lze uzit Eulerovy substituce va? + 2x — 3 = x 4+t nebo
t=, /i—f? a pouzijte je.

(g) Platf 22 +2+1 = (LL‘ + %)2 —&—% a zavedeme substituci = —&—% = @ sht; dr = @ chtdt.

Odtud sht = % a tedy

24 1(3sht—1)28chtdt 1
/ P?de _ [i(V3s Ve :7/(35h2t—2\/§sht+1)dt:
V1+z+ 22 3(sh2t + 1) 4
4
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1/(3 3 3 1
:{4sh2t—t—2\fcht+t}+C:shtcht—{cht—St—&-C—

4
2z +1) [(2x+1)2 3 /(2 20 +1
:f x—i— x—i— g x+ +1—frgshx—; +C =

1 1 1 2r 41 2r 4 1)2
{8(2as+1)2}\/43;2+4x+481n<96+ + @ut1) +1)+C

/3 3
1 1
:Z(2x—3)\/:c2+x+1—§1n(2x+1+2\/x2+x+1)+K,

kde K = C + L In3,
(h) Jez?+z—-1= (1‘+%)2— 5 tedy D(f) =R — <’1;‘/5,’1J2“6> aproz > =&

pouzijeme substituci x + % = écht,t > 0. Odtud plyne dz = ésht dt; cht = %
a tedy

S

\%

dx
7= =4
/ (x2+x+1)\/m2+x—1 L(5ch’t + % ch2t — /5ch2t+3
tht =u =du
R B ch2 _ 4/ du
(5 + c}12t) Chzt 1— U2 = ! 8 — 3u?
ch?t
Ponévadz
1 4 + = €(0,1)
= ) U ) )
8—3u?  2v2—-V3u 2v2++3u
dostaneme soustavu rovnic A — B =0, A+ B =1/2 s feSenim A = B = % Tedy
V3 (21+1)2
po L VAB 1 aB VB 1 V2T ”f;*w_
V6" 23— V3 V6 2v2 - /3tht V6, p v/ et
- T

NG

Ln\/i@“rl)*' 3(x2+z—1) Pl
\/61 V222 +1) — 3(x2+x—1)+C_F()+C'

Zkontrolujte sami, ze D(F) = R — (_1_\/5 _1+\/g> ,7e F (f (:E + l)) =—F (:E + l)
(tj. F je lichd v proménné = + 1) a ze F'(z) = f(z) pro « € D(f).

(i) Cést integrandu nejdifve upravime na tvar

x? _x2—2x+4+2x—4_1+ 2 — 4
2 -2z +4 2 —2x+4 o 2 —2x 44

Nyni plati

I—/ x*dx _/ x L
) @ =2+ )Vt 2w—22 ) V225 — 2

(22 — 4)dx
+ :I +I.
/(x2—2x+4)\/2+2a:—x2 e




Daéle

1
+C

= arcsm

Il/\/T J/F

pro z € (1 —+/3,1+/3) = D(f).

/ (r—1)dzx

{(x —1)2+3}/3—(z—1)2

r—1=V3sint V3 sintdt
dx = /3 costdt
3(sint + 1)
sintdt

x € D(f),te (2,2)
2 —cos?t

Ky = / sintdt

sin®t+ 1

dxr

‘/Hx—ly+3bm—%x—n2

2/3(

2
=—K
73
cost =u € (0,1)
sintdt = —du

1 \@—cost
= In +
2v/2 V2 + cost

o

u2+1
arctg (V2tgt) +

dt
sin?t + 1)

2
3

IC27

du
u2—2

Y

a
sint+1

du B
u2+1

]

u2+1 +1

7 C.

1
7 arctg (V2u) + C =

Jestlize tyto vysledky shrneme, dostaneme

ﬂfcost
\ercost

I = arcsin

V2

— Y2 arct
3arcg(

V2tgt) +C =

V2(z—1)
V3

V6 — V2 + 22 — 22

e

V2

———arctg

3
F(z) =

V3 - 1)
V24 2z — x?
v §3-V2),
(j) Protoze D(f) =R —

1)U

Ukazte, ze

pro x € (—

1+

)

__2tdt
B EE

Ponévadz jet € (0,1) & z € (—

1++vVz(l4+2)=1+

2 — 1]
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(0,400). Do integralu 7 =

—1l)ate (1,+00) < x € (0,400

+C =F(z)+C,z € D(f).

lim _ F(z) = Z(3+ V2).

z—1—+/3

(=1,0), budeme primitivni funkci F' pocitat na jejim vnitiku, t.j.

{HW}
o VD) = el =

t2

t

2 =1

t24t—1
t2—1

t2—t—1
t2—1

pro t € (1,400)

|

pro t € (0,1).

—4 - zavedeme substituci

), dostaneme déle



Tedy
Gt / t dt
IT=)——=-2| —/———.
212 (t2+t—1)2
()
Rovnice t*+t—1 = 0 (resp. t*—t—1 = 0) m4 dva redlné riizné kofeny t; » = 1 (—1+/5)
(resp. t1,2 = 2(1 £ V/5)) a tedy
—2t A n B n C n D
(24t —1)2 t—t; t—ty (t—1t)2 (t—1t9)2’

A=At —to) P £t — 1)+ Bt —t1)(t* £t — 1)+ C(t —t2)* + D(t — )%

S

Pro t = t; dostaneme —2t; = C(t; —t2)?> = C' = ilg ;

pro t =ty dostaneme —2ty = D(ty —t1)? = D = i145-\/5.

poys

t3: 0= A +B
t': 0= Aty +Bt; +Ct3 +Dt3.

Ponévadz je Ct3 = %tg, Dt? = %tl, Ct2 + Dt? = :F%, mé dand soustava tvar

2
A+B=0 Atg-l-Btl::I:g

s feSenim A = :1:5—\2/5, B = j:5—\2/3. Odtud nyni dostaneme:

(i) Prox >0 je

1{—1+\/5_1+x/5}+02

tdt 2 |t—ty
T=-2 -2 -
/(t2+t—1)2 575 n’t—tl + t—t, -1

2 L t—ty —2t +4 2 . 2yz(l+2)+(1+V5)x
= In + 5 +C= In
5v5 t—t,  5(t24+t—1) 5vV5  2y/z(1+a)+(1-V5)z

5

+

2 2z —/z(1+x)

5 v Valir o)

+C=F(z)+C.

(ii) Pro x < —1 je

I:_Q/ tdt 2 t=ta| 1J14VE 1-VEL
(12 —t—1)2 55 |t—ti| 5] t—t t—ty
_ 2ttt 244 o2 2 z(14+2)+(1—V5)x
5v5  ti—t 52 —t—1) 5V5  —[2¢/z(1+2) + (1 +V5) 1]
2 2z —/z(1+x)
+o Y 4+ C=G(z)+C.
5 14 z(l+x) (=)

Pozndmky: 1. Vypocty pro & € (—oo,—1) nebylo tfeba provddét. Protoze funkce
1 . , . , 1 .

r) = ———— je sudd vzhledem k proménné z + 5 (tj. f(z) = f(—x — 1),

f(z) fiveam) ) p 5 (6. flz) = f( )
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x € D(f)), existuje primitivn{ funkce F' k funkci f, kterd je lichd vzhledem k proménné
z 4+ i. Funkei F v bodu (i) lze rozsfiit lise i pro € (—oo,—1) predpisem
F(z) = —-F(—z —1). Pak

L a1 = f 1) = ! ;= —T
{1+ v=1=0} {1+ a0+a)

t.j. —F(—x — 1) je primitivni funkce k funkci f v intervalu (—oo, —1). V bodé (ii) jsme
jiz jednu primitivnf{ funkei G k f spocetli. Tedy G(z) + F(—x — 1) = K je konstanta
pro x € (—oo, —1). Nyni tuto konstantu ur¢ime.

2 Vel 44 14V 4

K=G(-1) 4+ F(0:) = c=o 2o = o = e e =

2. Pouzijeme-li nektere z Eulerovych substitucf z(14+2) =z +t (resp. x — t, resp.
t—2x) nebo a:—l—% = po pripadé 1:—|— 5 =3 cht, nebude vypocet kratsi, spis naopak.

(k) Plati

251nt’

/\/552 (*+1)de [ (a? +2—1 dx /
(z2+2)vVa2+1 ) (a2 +2)vaZ+1 W

_/d—z_ v =sht ’—1n(x—|— x2+1)—/i—
(12 +2)Va2 +1 | de=chtdt sh’t + 2
tht =u
dt
dt —— =du
=In(z + x2+1)_/(th2 )ch2 ch?¢ =
1
— =1—u?
ch”t

du
=1 241 -
n(z+ Va2 + )+/u2—2

Oznatme K = [ -4 a pisme —— = U,A\/i + u+B\/§. Potom je

u?

1
A+B=0, A—B=— steSenim A=—-B=——.
V2 2v/2

Tedy K = 31 n u—f’ + Cy. Protoze je u = tht = ShL — 2 ¢ (~1,1),

dostaneme celkové

2 —
T 1 ln\/2(m +1) ny

In(z + Va2 +1)+
( ) 2v/2 222 +1)+

Poznamka: Z vysledku je patrno, ze jsme si mohli usetfit dvojici hyperbolickych substituci,
kdybychom rovnou zavedli substituci u = \/1’5? To je tzv. Abelova substituce a vice si o ni
fekneme v piikladu 31.

28. Vypoctete [ f(x)dx, je-li

=1 Writatl-a—1|
(a) f(z) = Y mw | {ln VrZtotl—z+1 }
(b)) f(z) = #/m [arctg ye oot g I2+42I*4*m nebo arcsin % |’”T_2|]
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() f(@) = s
(d) f(z) = ﬁ

Poznamka: V piikladech (a)-(d) zkuste téz substituci t = L

1
r—vVzx2—x+1

[21n|x—\/x2—x+1\—

1
z+vVar2+z+1

{21n|x—|—\/x2+x+1|—

1
1+v1—2x—22

xT

(222+1)v/322+5
1—vz24+z+1
EVATTetl
\V2x+x?

2

rz—1
2222 -2zx+1
1
(z4+1)Vz2+z+1

1

vVaz -2z —1

Pozndamka: Méné vhodny postup dédvd In|va? —2x — 1—xz+1|+

1

(/2T 37 1)’ —

==1]
]

2arctg (Vz? + 22 — 1 — x) nebo arcsin \% ’
|: 1 In z4+4—2vV2V 24z —x2
V2 |1

= a porovnejte vysledky.

3
2(2z—2Vz2—z+1-1) |

Sm2vVe?—z+1+41-22)—

3 /72 _ 3
; n(2va? +a+1+1+22) 2(2z+2 vz ra+141) |
1412222 1412242 |
I A e — 2arctg TE T

zaved'te substituci 3z2 + 5 = 2.

1 ,/2(3x2+5 -7
2\ﬁ \/2(3¢2+5)+f’

|:11’1 2 \/zerm;LlfzfQ_
z

%\/xQ + Qx]

z
2x2—2x+1— 1+m}

|z 4+ 1+ Va2 + 22| —
|\/z2+x+1 r— 2|
s

[1 { V2T 2§11
2 x
|:(2—x)\/ 1—z? |

{1
3(1-z)2 |
\/x2—2x—1—1n|x—1+\/x2—23:—1\]

[z

1 —
2(vVz2—2x—1—2+1)2

1(V22 =22 — 1 —z). Ukazte, Ze jsou oba vysledky sprévné

_ 4145
(0) f(z) = e EBei2 [(;t+3§2 — 18 It — AT |2t + 3|, kde t =2+ V22 + 3z + 2

29. Vypoctete [ f(x)dz, je-li

1

(a) f(z) =

22(z+/1+22)
(b) (@) = o=

(0) fla) = A==ty

(d) flo) = Jez

(e) f(2) = Gorrsirme
() f(2) = G
(8) fla) = L2

() f(2) = gy

(i) (@) = oy

[ln z+V1422 VItaZ |
|z T |
41

e
241

[2 arcsin

+ 3= SV 72.%71’2_
3z—19
— 523 — 2z — 12

[14 arcsin £

[% arcsin 27\5/51 1+2—22
|: |z—1] _ \/1+2a:7$2:|

V2 N VeV 2(z—1)
[\1[ arctg \/L

[ln(x + V12 4 2) + arctg \/ﬁ}

3
8 2x+1 2 2241
9 Va24z+1 27 | Va24z+1

xT
Vita?

xT
Vita?

)
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(4) flz)= 14\/5m 2:3314 /2 1}

2 .
(k) f(l') = Wﬁ |:3§(:_E1I)—Z5 Vv x2 + 22 — % arcsin |"£—1‘,-1|:|
(1) f(x) = (m2—3r+2)m z2—4z+3 |:Sg1’l (3 o JJ) { =t 1‘221741+3 + 2 arcsin T£2}:|

30. Vypoctete [ f(x)dx, je-li

(a) fz)= (2o+1)2 \/14x2+4ac+5 {_%}
(b) fx)=2va2+22+2 [f@22%+2+1)Va2+22+2— 1 In(v+ 1+ Va2 + 22+ 2)]
(©) (@) = Grriimon 3]
(@) f(@) = e 545 In Eetvet ]
(©) 10) = i (57 + o [
(0) 1) = v ]

(8) f@)=V3—dz T 4?  [L(2o— )V —4r+3+ 1 (20— 1+ VA? — 4z + 3)]
(h) f(z)=V322 -3z +1
(4 2o~ )VEZ =30 71+ gy n {VB(2 — 1) + 232 — 32 1 1)

(i) f(x):\/iﬁi;% (V2?2 =22 +5—-5In(z — 1+ V22 —22+5

() fl@)=2a® Va2 +4 [La(2? +2)va? +4 -2 In(z +Va? +

_ 1 V322+1+V2x
) @) = GEmvee [zfl VST Vo

)]
4)]
Poznamky: 1. Uziti Eulerovych, goniometrickych, po ptipadé hyperbolickych substituci
do integrélu tvaru [ R(z,vaxz? + bx + ¢) dz vede velmi ¢asto k nepffjemné komplikovanym
vypoctum. Navic byva obtizné odhadnout, kterd z 15 moznych substituci je ta nejvhodnéjsi.
Tyto problémy do jisté miry odstranuje postup, ktery jako prvni popsal norsky matematik
Niels Henrik Abel (1802-1829), a nynf se s nim stru¢né sezndmime. Tento postup sice dovoluje
jednotnou metodu feseni, ale vypocty nejsou o nic kratsi. Z toho davodu postupy, uvedené
v piikladech 27—30 maji své opodstatnéni a jsou také prakticky pouzivany.

2. Jestlize oznacime y = Vaz? + bx + ¢, potom lze funkci R(z,y) psét ve tvaru

Pi(z) + Pa(z)y

R(:Z?,y): Pg( )+P4($) y

kde Py, P>, P53, P, jsou polynomy.

Skuteéné, kazd4d mocnina y™ je bud'to polynom v x nebo polynom v z, ndsobeny y. Jestlize
predchozi zlomek rozsiiime vyrazem Ps(z) — Py(x)y, dostaneme R(z,y) ve tvaru

R(x,y) = Ri(x) + Ra(x) - y

kde Ry a R, jsou raciondlni funkce. Integral [ R;(x)dx se vypocte standardnim zpusobem
a zbyva tedy problém vypoctu

= M e R*(x) = z)(ax? +bx + ¢
/Rg(m)ydx—/\/m, kde R*(z) = Ra(z)(az® + bx +¢)
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je opét raciondlni funkce. Rozlozime-li R*(z) na soucet polynomu a parcidlnich zlomkd,
dostaneme tii typy integrali:

P(x)dx .
1. ———————— kde P(z) je polynom;
//—a$2+b$+0 () je poly

I dz (keN,acR);

' (z — a)F vVaz? + bx +c 7 7
(Az + B)dx 9

I11. meN, p® —4q<0).

/(x2+pa:+q)m\/ax2+bx+c ( P 1 )

Jaky je dalsi postup pii vypoctu téchto integrala, predvedeme v nasledujicim piikladu.

31. Vypoctéete [ f(x)dz, je-li

a) flz) =gt b) flz)= =

) @)= GV I @)= v

e) fla)= (x2—2x+4§f/2+2m—x2 f) flz)= m

g) fla)=YEH h) f(z) =2'vaZ—a7, a>0.

Poznamka: Piiklady a) a b) jsou typu I. z piedchozi pozndmky a postup pii jejich vypoctu
je nasledujici. Predpokladejme, ze dany integral lze vyjadrit ve tvaru

#—Q YVaz? +bxr+c+ A
vax? +bx+c \/ax2+bz+c

kde @ je polynom s nezndmymi koeficienty stupné o jednu mens$i, nez stupen P a A je
nezndmy parametr. Jestlize tuto rovnost zderivujeme a vynasobime vax? + bx + ¢, dosta-
neme rovnost dvou polynomu a srovndnim koeficientu uré¢ime Q(z) a .

ResSeni:

(a) Predpoklddejme, ze

2 _
T [3 8D G (A 4+ Be+ O —dr— T4 A
22 —dx -7 \/T

Po zderivovani a vyndsobeni vx? — 4z — 7 dostaneme rovnost
32° —8x + 5= (24x + B)(2* —4x — 7) + (Az® + Bx + C)(x — 2) + .

Jestlize srovndme koeficienty u odpovidajicich si mocnin z, dostaneme soustavu linearnich
rovnic

23 3= 3A

2 0= -—-10A +2B

x': —8= —144 —-6B + C

29 5= —7B —-2C +A\

sfeSenim A =1, B =5, C = 36, A = 112. Jestlize dale upravime odmocninu

Va2 —dz —7=/(x—2)2 - 11 =11 ,/(%)2—1,
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dostaneme

112 d
T= (22 +5z+36)V/a? —de — 7+ : -

VRO

2
2 Jf—2 x—2
=(z°+5x+36)Va2 -4 —-T7+1121In| —— + <> —1{+C =
( ) V11 V11

(2% + 52 +36)Va? —4dr — T+ 112 In|z — 2+ V22 —do — 7| + K,

kde K =C — 56 In11.

(b) Funkce \/% (resp. x£+1) je spojitd v R a sudd, neboli jeji primitivni funkce Fy
(resp. Fy), pro kterou je F1(0) = 0 (resp F3(0) = 0), je definovdna v R a lich4. Proto

hledany polynom Q(x) = % je lichd funkce. Muzeme tedy pséat

10d
/H:(Ax9+Ba:7+Cx5+Dx3+Ea;)\/x2+1+/\
X

Po zderivovani a vyndsoben{ v/1 + 22 dostaneme rovnost

dx
VTt

2" = (9A2°+7B2%+5Cz* +3D2* + E) (2% +1)+ (42" + Ba" 4+ Ca® + Da® + Ex) z+\.

Srovnani koeficientu dava soustavu linedrnich rovnic

219 1= 104
22: 0= 9A +8B
28 = 7B +6C
zt: 0= 5C +4D
2 0= 3D +2F
20 0= E 4+
Tato soustava ma feSeni

P N T S R I §

10 80 160 128 256 256

Odtud plyne, ze

1 9 21 21 63 63
T=(—a® JaT4 Zad - 231 X ) Va2l o1 21 1)+ C.
(1036 50t 10" "1t Tapt) VE Tl gpgnletvat+ 1)+ 0

Poznamka: Piiklad c) je integral typu I1., tedy /M«ZHW' V piikladu d)

musime nejdiive rozlozit funkci Tl—z na parcialni zlomky. Tak vyjadiime integral
z piikladu d) jako soucet ti{ integralt typu I1. Tyto integrdly se pomoci substituce
T—a= % prevadéji na integraly typu I.

(¢) Do integrdlu Z = / Wiﬁ zavedeme substituci
1 dt 1 t+1 5t% 4+ 5t + 1
x—lz;; d:(;:—t—z; x:1+¥:T; x +3m+1:t72.
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Tedy proz > 1 je

da 2 dt
IT=—|—t - [ —_
% V/bt24+5t+1 /512 +5t+1
T t
Oznacime-li

12 dt
K:/i (At + B)\/5t2 + 5t + 1 —i—/\/
Vbt + 5t + 1 \/5t2+5t+

potom po zderivovani a vyndsoben{ v/5t2 + 5t + 1 dostaneme rovnost

At+ B
t? = A(5t* + 5t + 1) + i

(10t 4 5) + A.

Porovnéni koeficientu davéa soustavu rovnic
t2: 1= 104
th: 0= LA +5B
t0: 0= A +3B +A

s fesenfim A = 1, B = A= 1—1 Odmocninu v/5t2 + 5t + 1 si upravime na tvar

10° 20’

1 1\ 1
Vot 45t + 1=/t +t+ - =V (t+ ) — o
512 + 51+ 1= Vo[22 + 1+ = = V5 <+2> 5

11 dt
2t—3)\/5t2+5t+1+40\/5 - =
(t+3)" — =

20

Tedy

k= 20(

2
1 11 1 1 1
—(2t-3)Vot2 +5t+1+——=In|t+ -+ <t+> - — |+ K=

20 405 2 2 20

1
ln’\/g2t—|—1 +2\/5t2+5t+1‘+0,
L | VB(2t+ 1)

kde C' = K — 1}10\65 In 20. Jestlize vyjdeme z rovnosti z — 1 = %, dostaneme

1
2t —3)V/5t2 + 5t + 1
20( ) + 5t +

1 5 —3x r+1
t=——,2t—3= H+1=——
z—1’ x—1" + z—1’

W
apro t>1 také v/5t2+5t+1= a7 T_F

Shrnuti téchto vysledku dava

— 11
:LE)Q\/xQ—l—?)x—ﬁ—l— In

20(z — 1) 40/5

V5 (x4 1)

2+ 3z +1
x—1

pro x > 1. Tento vzorec plati i pro z € (—oo, *35\/5) U (73?/5, 1) ; defini¢ni obor

integrandu totiz je

D(f)R{<32\/5;3;\/3>U{1}}

= (—oo; _3;\/5> U <_3_|2_\/5;1> U (1; +00).
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(d) Oznatme I = / Mﬁ. Funkci —'— nejdifve rozlozime na parcidlni zlomky.
Plati ) )
v _ 5 5 1
w-r z-1 z41 =z

a dany integral lze zapsat jako soucet

1 dz 1 dz dx
I=_ + / _/ =
2/(x1)\/x2+x+4 2) (z+1)Vat+x+4 Va2 +x+4

1 1
=Ty + =12y — I3.
21+22 3

Pro vypocet integralu 7; uzijeme substituci

1 dt t+1
x—lzg,dx:——tz,x:—t i tr4+d4=(z -1 +3x—-1)+6=
2
1 3 6t2+3t+1 5 ) (4V3t+ V3
——4+24=—T2> 1" 4= X221t Ve 15
st 7 , 2+ x4 2 7 +15;

ta poskytuje

dt 2V2 dt
I, = — =— =
V6t2 + 3t + 1 Vb wieiys\? |
(22) +
L, V3(4t + 1) + /8(6t2 + 3t + 1)
= —— 1In .
V6 V5
Ponévadz je
1 3 V2 4
PR SV N S SN/ YC R VTS B A iy
z—1 rz—1 r—1

dostaneme vysledné

1 V3 +3)++/8x2+z+4)
Ii=——1In .

V6 V5(z —1)

Analogicky pro Zs uzijeme substituci

d 1—
,dx:——;aw: u,x2+x+4:(;v+l)2—(x+1)+4:
U U

kterd dava

I __/ du _ 4 du B
? ViZ—u+1 V15 )2
(m) +1
(1 Bu— 14 VB —T6uF16 1 8u—1+4vA7 —ut]
2 V15 2 V15 '
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Ponévadz plati

1 7— V2 4
u= 8u—1= z \/4u2—u+1=w,

r+1 R r+1

dostaneme odtud

1. 7T—x+4vVa2+ax+4
1-2:—7111 .
2 V15(z + 1)

Stejné tak pro Z3 substituujeme

1 d 402 1 15 [ /8 +1\?
1‘:77dm:——v’x2+z+4:w’4v2+v+1:7 v+ _|_1 ,
v v2 v2 16 V15

a vypocteme

I / dv 4 dv 11 Sv+1+4vV4v2+v+1
= — = — = —— In .
’ Vietu+1 Vb w2, 2 V15
(*@) +

Vzhledem k tomu, ze 8v + 1 = X8 mame

x

1 z+8+4vVz2+x+4
2-3:—* lIl .
2 V1bz

Shrnutim téchto vysledki dostaneme

1. z4+8+4vVa24+2x+4 1, T—z+4vVa2+2x+4
n _ _

I:§1 Vi5z Zln V15(z + 1)
1 ln\/??(a:+3)+ 8(x2+x+4)+czllnx+8+4\/m_
26 Vh(z —1) 2 T
_11n7—x+4\/m_ 1 ln\/g(x+3)+ 8(x2+x+4)+K
4 z+1 2+/6 x—1 ’
kdeK:C’+ﬁln57%1nl5. Vypocet plati pro x > 1! Uvédomte si, ze ¢itatele vSech

zlomku v logaritmech jsou kladné pro z € R — {—1,0,1} = D(f). Aby tedy uvedeny
vysledek platil v celém D(f), je tieba ve jmenovatelich téchto zlomki doplnit absolutni
hodnotu, t.j.

T 11 T+8+4vVri+x+4 11 T—x+4Va2+ax+4
= — n —_ = n —
2 || 4 |z + 1

1 1n\/§(x+3)+ 8(z2 +x +4)
24/6 |z — 1]

+ K,z #-1,0,1.

Poznamky: 1. Nejpracnéjsi byva vypocet integralu typu I711. a provadi se v nékolika
krocich.
(Az+B) da

P iprra) VarTTiaTe zbavime linedrnich ¢lent v obou

(i) Nejdiive se v integrdlu 7 =

kvadratickych trojclenech.
(A) Tento kol je jednoduchy, je-lip = % Za tim tcelem staci zavést substituci x = t—£.

. ~ , . s 17 . . t 7 7
(B) Jestlize nenastane predchozi situace, zavadime substituci z = 222 a neznamé

t+1
koeficienty «, 3 vypocteme tak, aby byl pozadavek splnén.
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. AP . ) _ P(t)dt :
(ii) Krok (i) prevadi dany integral na tvar 7 _/(t2+>\)m o kde P(t) je polynom.

Jestlize racionalni funkci % rozlozime opét na soucet polynomu a parcidlnich
zlomku, dostavame integraly typu

(At + By)dt .
(B2 4+ X)) /t2 40
tdt

(iii) Pfedchozi integral rozdélime na dva integraly. V integrilu A; / ENSN ey e

zavedeme substituci v¢2 + § = u?, v integralu By / t2+/\) = Abelovu substituci
%l

~yt

v = 7@

2. Postup z ptredchozi pozndmky muzeme nékdy znacné zkratit. Typickym piikladem

je integral
dx
/(ax2 + bz + ¢)m+1/2 (m € N),

. s . b/2
kde miizeme rovnou pouzit Abelovy substituce t = —22Eb/2_
vax?+bx+c
¢ _ z2 dx s 1ng 9
Integral 7 /(w22m+4) R nejdiive upravime na tvar

T (22 — 22 +4) + (22 — 4) /
(m2—2x+4)\/2+2x—x2 \/2+2x—x2

(22 — 4) dx T 4T
(22 — 22+ 4)vV2 + 22 — 22 e

2
Pro 7, plati v2 +2z — 22 = /3 ( 7 ) a tedy Z; = arcsin \/gl

Do integralu Z, zavedeme substituci x =t + 1 (je p = g z poznamky 1). Tedy

de=dt, 20 —4=2(t—1), 2* -2 +4=1t>+3, 2+22 —2* =3 -t

—1
12=2/(t)dt:161—21c2.

(t2+3)V3 -1t
__2/ wdu _/ 2du
B 6—u2)u ) u2—6

Dale dostaneme

3— 2 =u?

tdt = —udu

 _ 2t dt 3
' (t2+3) V3 —1t2
Rozklad u22_ dévé A= —B = -L a tedy

5= ovs ¥t VG
1 u— \f
Ki=—n Ponévadz plati v = /3 — 2 = /2 + 2z — 22 < V/3,
1 NG u—i—f p \/ \/
dostaneme

) V6 — 2+ 2z — a2
— In .
V6 V6 + V220 — 22

Do integralu Ky zavedeme Abelovu substituci

t
v=— , vV3—12=—t,
V3 — 2

K=
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—t
dvv/3—t2 40 dt =dvv/3—12+02dt = —
V3o
a odtud p p )
t 2 1
S W I ekt
V3—#2 v2 41 v2+1

Poznamka: Jestlize se chceme vyhnout vété o diferencovani souc¢inu, muzeme téz
postupovat nasledujicim zpusobem:

dv = — L, * =34
T\ e T B_er )T T soes e

Ze vztahu v = —ﬁ plyne 3v% — v%t2 = 2, tedy t? = v%’fl a dale % —1= _leﬂ,
dostavame odtud

dt 2 dv
=(=—1)dv=— .
V3 —t? 3 v2+1

Po dosazeni dostaneme

dv
1 2 1 d’U 1
Ko=—= | —2+ :_7/ = - tg V2u =
, 3/1+ L 5 | 3 3\/§arcgfv

v2+41

V2t 1 V2(x —1)

= arctg = arctg

3v2 3—12 32 V24 20 — 22’

Shrnuti téchto vysledku dava

. V6 — 2+ 21 — 22 \f V2(z —1)
7= arcsm + In — — arctg ——
f f V64++v24+22—22 3 V2 + 2z — 22

Vime, ze D(f) =R, f € C(R) a tedy D(F) = R. Do integralu

+C.

I dx
(2 +2)vV222 -2z +5
zavedeme nejdiive substituci

at+f (a—=p)dt
T 1 T CEE z© +

t2(a® +2) +t(2aB +4) + % +2
(t+1)2

b

t2(20% — 2a+ 5) + t(4aB — 2a — 28+ 10) + 232 — 28 +5
(t+1)2

2202 — 20 +5= , t# —1.
Nyni polozime

2a04+4=0 4af —2a— 26+ 10 = 0.
7 prvé rovnice dostaneme 3 = —% a dosazenim do druhé rovnice kvadratickou rov-
nici o2 — a — 2 = 0. Jejf kofeny jsou a; = 2,3 = —1 s odpovidajicimi hodnotami
61 = —1,062 = 2. Zvolme dvojici a = 2,8 = —1 (volba a = —1,8 = 2 vede ke
stejnému vysledku, ponévadz dvojice substituci z = 222 v = je totéz jako substituce

1+v7
_2—=1 _ 2t-1
=t =9 ). Tedy

2t — 1 3dt 2% + 1
= d = — 2 2:37
x , ax x° + (t—|—1)2’




?+1 t>-1 proz<2,

2 _ =9
2[1} 2-’1/‘"’_5 9(t+1)27t<71 Pr0z>2’

tj. sgn(t+1) =sgn (2 —x).

Dosazenim do integralu Z dostavame
G 1 I+ 1|dt 1
— N Ut S Y NN L M bt
I= 3/3 el 3/(%2 DA T3 (Z1 + Z2) sgn (t + 1).

(t+1)2 % [t+1]
tdt / udu / du
Il == — T = = —_— =
22+ 1)Vt +1 (2u? - 1u

Rozklad na parcidlni zlomky dava

?+1=u?; tdt=udu
202 +1=2u>-1

1A . _B
202 -1 V2u+1 2u-—1

s feSenim A = —% , B= % Odtud plyne, ze

1 V2u—1
Ilz In .
2v2  |V2u+1
Ponévadz
1 202 — 2 5
u=\t?+1, t=7+m, plati = YT T Ao z+
2—z |2 — x|
a odtud
1 2(2x2 — 2 5 — 12—
Zy-sgn(t+1) =sgn(2 —x) In (2 z+5)-2-2] =
2v/2 2(22%2 — 2z +5) + |2 — z

1 ) V2222 —2x+5)—2+4x
= n
2v2 |\/2(222 =22 +5)+2 -2

a tato funkce je spojita v R.

1 ! V2222 -2z +5) -2+
= n
2v2 (/2222 =20+ 5)+2 -z

Do integralu

I dt
T erryve+l
zavedeme Abelovu substituci
t dt v2 t?+1 1
i dv=—————; t* = —— aodtud = .
verl 2+ 1)VEe2+1° 1—o2 “OTN g T T T2

Dosazenim do

7 t?2+1 dt / dv .
— . = — arc v =
S (O TE I RN W/ S S e 8

2—x
= arctg —— = arctg ———— =sgn (2 — r) arctg ———.
& \/m & 2$(22—2a§;|-5 & ( ) & 2%2—2.%4‘5
Shrnutim dostaneme
1 2(2z22 — 2 5)—2 1 1
7= In (2 z+5) +$+7ar0tg$+0, x € R.
6v2 /2222 —22+5)+2—x 3 2202 — 2 +5
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(g) Plati

\/3:2+x+ (22 +z+1)dz
(z+1)2Ve2 ¥z +1
Racionalni funkci v 1ntegrandu rozlozime na parcidlni zlomky:
?2+r+1 (224+204+1)—-(x+1)+1 1 1
= =1- + .
(x+1)2 (x+1)2 z+1  (z+1)2

Odtud dostaneme, ze

T x
I= = +
/\/x2+x—|—1 /(x+1)\/a§2+az—|—1

dx
+ — T~ T+ Ty
/(x+1)2\/x2+x+1 b

2
Ponévadz plati vz2 +xz+ 1= § (2%1) + 1, dostaneme

o[ G 2 [ dr
Ve rarl B 2

2x+1
(%)H

2 1+ 2vz2
=1In z+ +\/§ trtl 1n<2 +1+2vVa2+2+ )—71n3.

Do integralu 7, zavedeme substituci

1 dt 11—t 5 2 —t+1
x+1:¥’ dx:—tj» x:T, T +x+1:7t2
a tedy
dt
—To = - = = - =
S RV R | /t2—t+1
2 —1+2V12 -t +1 l—z+2VaZ+z+1
In =1In
V3 V3(x +1)
(jet—Hl,tedy t—l—m> Uzijeme-li stejnou subst1tuc1sc+1—%,dostaneme

tdt
Ty=— | ——2 —AVE_t+1+A
’ /\/t2t+ /\/t2t+

Po zderivovani a vynasobeni v/t? —t + 1 dostaneme —2t = 2At — A + 2\ s feSenim
A=-1, )\7—7 tedy

I vt +ax+1 11 l—z+2vVa2+z+1
3=——"———— — —In )

r+1 2 V3(z+1)

Shrnutim dostaneme

2r+1+2vVx24+x+1 ! l—z+2vVz2+2+1

Z=1In 73 + In \/g(x—i—l)
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Vel+axz+1 1, 1—ax+2vVa2+ax+1

—5n +C=
z+1 2 V3 (x+1)
1 1— 2 2 1 2 1
T T

kde K =C— % In 3. Vypocet plati pro x +1 > 0. Aby vysledek platil pro x # —1, staci
doplnit absolutni hodnotu kolem jmenovatele zlomku v logaritmu (srovnej vysledek
piikladu 31 d)).

(h) Jestlize integrand upravime, dostaneme

2

/ 1 a? = dy = \/“7‘””2)

a muzeme tedy psat

Va2 — 2
= (A2® + B2® + C2) a:—l—)\/m

( viz piiklad 31 b)). Po zderivovani a vyndsobeni vyrazem v a? — z2 dostaneme
o’z — xt = (5Az* +3B2® + O)(a® — %) — (Az® + Ba* + Ca?) + A

Srovnanim koeficient u stejnych mocnin z dostaneme soustavu linedrnich rovenic

26 —1= —64
zt: o?= ba?A —4B
z2 0= 3a’B -2C
20 0= —a?C  +,
kterd mé feSeni ) . .
1 a a a
A=-, B= = —— =
6’ 24" ¢ 16’ A 16

Odtud plyne, ze

6

1
5 (825 — 20223 — 3atz)V/ a2 — 22 — %6 arcsin — + C.
a

7z

32. Vypoctete [ f(x)dx, je-li

(a) f(x):m [$(2? =52 +20)vVa? + 4z +5— L In (2 + 24+ Va2 + 4o + 5)]
(b) f(z)= f;,;g;; (2 (22 = Ba+ 1)Va? + 22+ 2+ 2 In (2 + 1 + Va? + 2z + 2)]
(0) f(z) = wfetllect [1(32 — 143 4+ 111)Va® + 4z + 3 — 66 In |z + 2+ va? + 4z + 3]
(@ () = i

(2822 + 62+ 1)V4z? + 4z + 2+ 1 In (2z + 1 + V42? + 4z + 2)]
(e) f(z)= ﬁ {4 arcsin \/5 — +(22% + bz + 19)\/1—|—2x——:1c2}
(f) fla) = 2ol (1222 4o+ TWa2 + 20 —1—2In|o+ 1+ VaZ + 2z — 1]
(@) f@)= =A==  [HE? 100 -V Fo+1+ 5 m2e+1+2V/a% +z+1)
(h) f(z) = x2i1x+5
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(i) flz) = % [ (82° — 1028 + 152)Va? T 1 — & In (x + vaZ 7 1)]

241
. 28
() fl@) = 5= (557 (4827 + 563° + 702 + 105z)v2® — 1+ 22 In |z + Va2 — 1]

33. Vypoctete [ f(x)dx, je-li

(a) F(2) = s [4 {m i -
(b) f(2) = 5o (S5t VBT F 371 — § VB
(c) flz)= W [% - ﬁ arcsin |w\/§1|_
(d) f(z)= Mﬁ [arcsin 2’\”/%1 +In z+3+‘2v 1?”*“72

(&) flo) = sl [VaZ—o+ 1+ 3 In (20— 14+ 2V 7+ 1) — In 22222701 |
() f(0) = it [31n(22+3+2va7 +30+3) +1In ”3““;;5;””3'
(@) f(z) = ($2+w_2)1 — [ \[1 l—at |i(+z22\+2z+3) - #1 z+2)+‘;/31(‘:z:2+T+3

(h) f(z) = Wﬁ [2 arcsin % — e+ 1)V1+2z —a? - % arcsin |z+\{5_}
) @) = G derm [ {m R G S

34. Vypoctete [ f(x)dx, je-li

(a) flz) = (22 +2x+23$)4\_/12+2x+4 {ln \/ﬁ%iﬂ + 7 V3 aretg \/ﬁﬁ-
() f(@) = v [}mg Vaits tavs ¢§$z:i;+§iii§

(c) f(@) = e [2\/5 arctg \/z(z‘2+;+‘1 + 25 In \/ﬁ%jﬁ
@) f@0) = e |vm M e~ ar arets i

(¢) fx) =ava? =20 +2 [§(20® —w+1)Va? — 20+ 2+ 5 In (o — 1+ Va? =22 12)]

[ P+ 20+ 2+ (¢4 1+ Va? 22 + 2) — v/2 In 22T

|]

(0]



1.5 Binomické integraly.
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