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Kapitola 1

Posloupnosti.

1.1 Zakladni vlastnosti posloupnosti.

1. Najdéte prvych 5 ¢lent posloupnosti {a,}52 4, je-li

(a) an = {14 (-1)"}
(b) ap =n+(~1)"
(¢) an = (—1)" cos 22
(d) a, = 7%

2. Najdéte predpis pro n—ty c¢len posloupnosti, je-li

3. Vyjadiete nasledujici soucty

n
a) Zk‘p pro p=1,2,3;
. k=1
Reseni:
(a) Pro p =1 dostaneme zndmy vzorec

1424+ +(n—1)+n=

Bud nyni p = 2 a uvazme identitu

[0,1,0,1,0]
[0,3,2,5,4]

b) i kq~.
k=1

nn+1)
—

(x+1)% — 2% =322 + 3z + 1.

Postupnym dosazovanim za x = 1,2,...,n dostaneme
22 —13=3-1243-1+1,

33 -22=3.224+3.2+1,

m+1P2—n*=3-n2+3-n+1



a seCtenim téchto rovnosti déle

(n+1)3—1=3§:k2+32ﬂ:k+n.

k=1 k=1
n
Vyuzijeme-li identity fp = nintl) , je vidét, ze plati
2 ) p
k=1

n

2 n(n+1)2n+1)
> k= : :

k=1

Pro p = 3 uzijeme rovnosti
(x+1)* —2* =423 + 622 + 4 + 1

a stejnym postupem dostaneme

(n+1)471:4ik3+6ik2+4ik+n.
k=1 k=1 k=1

To po jednoduché tpravé dava
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(b) Je-li ¢ = 1, dostaneme piedchozi piipad (p = 1).
Bud tedy ¢ # 1. Podle vzorce pro n—ty ¢asteény souéet geometrické posloupnosti plati

n n n n n+1
1=q)> k" = ka" =D kd"™ => k" = (k—-1)¢" =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=2

n
q(l —¢"
=> ¢"—ng"' = (1—q ) —ng"t.

Odtud snadno plyne, ze

n+1

- q(1—q") nq
E k:qk = — .
Pt (1-¢? 1-g¢

4. Najdéte predpis pro n—ty ¢clen posloupnosti {a,}22 ;, je-li

a) Gpy1 = ap +d, a1,d dang ¢isla; [an = a1 + (n—1)d]

(pi1 = ap - q, a1,q dana cisla [an=a1-qn_1]

n

(€) ap = by +byt--+bn, kde bpss = bp+d, by,djsou dand éfsla;{an:nbﬁMd}

an =nby pro g =1, a, =b L= pro qaél}
(e) a1 =1,ap41 = (n+ 1a, [a, =n!]

5. Vyjadrete nasledujici soucty

M=

(a) S (2k - 1); [n?]

k=1
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(83k—2)(3k+1) { 3n+1

v piikladech c) a d) uzijte rozklad na parcidlni zlomky_

—
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6. Ukazte, ze jsou nasledujici posloupnosti omezené

a) {M}w ; b) {n(\/n4+n—\/n4—n)}
n=1

o

(n+3)(vn+1) n=1
Reseni:
(a) Ponévadz plati n? +2 <n?+2n+1, je vVnZ +2 <n+ 1 a odtud

< n’+2 < ntl <1 4
“(n+3)(vn+1) ~ (n+3)(vn+1) ~ Y+l

(b) Nejdifve si n—ty ¢len dané posloupnosti upravime. Plat{

nn*+n—n*+n) 2n?
n(vnt+n+vnt—n) n(Vnt+n+vnt—n)

n(vVn*+n—+/nt*—n)=

a ponévadz
n(\/n4+n+\/n4 —n) > \/n4+n > Vn4 = n?,
dostaneme ) )
2 2
0< i <= o
n(vVnt+n++vnt—n) = n?
7. Ukazte omezenost nésledujicich posloupnosti
an?41 17 0<a <24 urit Klady 4n°+l — 4 5.
(a) = O <ap < 3, uzijte rozkladu i = 3 — sEREy
oo
2_21 0 < a, < 2; provedte analogicky jako v piedchozim pifkladu
b 2273,-n
n=1

n?+1-— n}zozl [0 <ap < %; uzijte postupu z piikladu 6b) ]

© { L } [~1 < a, <0 wzjte odhadu vn? + 1> n]
{?"+1} [0 < a, <4; vyuzijte odhadt 2" +1 < 27! 37 —2 > 371 ]

Poznamka: Dané odhady je mozno zlepsit, potiebujeme vSak vyuzit monotonie danych
posloupnosti. Plati

4
a)lgan<§; b) - <a, <2 ¢ —-1<a, <0 d)0<an§\[271; e) 0<a, <3.

8. Ukazte, ze jsou nésledujici posloupnosti monotonni, poc¢inaje jistym indexem ng.

gn=t 4 gn=1\1> (3n+1)21% o
U Gree o IR G o A



Reseni:
(a) Vydélenfm ¢itatele i jmenovatele virazem 4"~1 dostaneme

n—1

an-lgan-t 14 (3)" 0 14! ( 3)
3 a3 A3 =)

Ukézeme, ze tato posloupnost je klesajici tj.

1 +qn 1 +qn71
4+43¢" 4431

Po jednoduché tipravé dostaneme ¢" < ¢" ' neboli ¢ < 1 a staéf zvolit ng = 1.

(b) Jestlize vyjdeme z predpokladu, ze dand posloupnost je opét klesajici, dostaneme nerovnost

(Bn+1)% _ (3n+4)?
3n 3n+1 ’

ktera je ekvivalentni s nerovnosti
18n% — 6n — 13 > 0.

Tato nerovnost je splnéna pro n > 2, tedy ng = 2.

(c) Ukdzeme opét, ze dand posloupnost je klesajici, tedy

n 1
1)g"™ < ng" aodtud g < —— =1— .
(n+1)q ng" aodtud ¢ < —— ——

Resenfm této nerovnosti vzhledem k n dostaneme
1 1
n+1>—— tedy ng = {} ,
L—q l—q
kde hranaté zavorky znaéi tzv. celou ¢ast danéko ¢isla, neboli takové celé ¢islo k, pro
néz plati nerovnosti

1
k< — <k+1.
1—g¢q

9. Ukazte, ze jsou nasledujici posloupnosti monotonni, poc¢inaje jistym indexem ng.

o0
(a) {27::11}71 L [klesajici, no =1]
b {1—771}00 Kl ifef, -1
(b) il [klesajici, ng ]
(c) {\/n—|— 1-—- \/ﬁ}zo:l [klesajici, ng = 1; upravte vn+1—\/n = \/ﬁ{_\/ﬁ
(d) {%}Zo:l [rostouct, ng = 2]
(e) {2" —100n},~, [rostouci, ng = 7]
(f) {n®- 6n2}zo:1 [rostouci, ng =7; pro n>7 je n® —6n? =n*(n —6) soucinem
dvou posloupnost{ kladnych ¢isel. Je mozno volit ng = 4, ale ovéfeni je dels{]
e}
() {n?iig)}n:l [rostouci, ng =3; pron>2 je ngig < % pravé kdyz
n* +2n3 —8n%2 —9n — 3 > 0. Ale
n* 4 2n% — 8n? — 9n — 3 = (n — 3)(n® + 5n? + Tn + 12) + 33.]
(h) {ngnifw} [klesajici,ng = 4; proved'te analogicky jako v piedchozim pifkladu |
n=1



1.2 Limita posloupnosti.
1. Uzitim definice limity posloupnosti ukazte, ze

1 1_2n+1 2_2
Wt gy = g D) i g = 29 1077 = roes ) i S

= +o0.

ResSeni:

(a) Mame ukdzat, ze ke kazdému ¢ > 0 existuje index ng € N tak, Zze pro vSechna n > ng

plati
1 < boli 2n —2n —1 <
anp — =| <€ neboli |———| <e.
"2 2(2n+1)

Odtud dostaneme nerovnost m < g, jejimz feSenim je n > % (21—s — 1) . Staéi tedy
volit L /1 ) )

ng = [2 (25_1>] +1 pro € € <0,2> a ng =1 pro 5>§.

(b) Je
1—2”+1+2 1—2ntl 424 ol 3 <
= = E.
1427 1427 1427

Resenfm této nerovnice je pro e € (0,2) n > log, (£ — 1) a staéf volit

e )

VK >0 3ng € N tak, ze Vn > ng plati 10¥V™ > K,

(¢) Podle definice

neboli n > log? K a staéf volit
ng = [logzK} +1 pro K > 1.

(d) Bud K > 0 libovolné. Jestlize vyuzijeme odhadu n? — 2n > (n + 1)(n — 3), dostaneme

w2 5~ 3> K astadi volit ng = [K +4].

2. Uzitim definice limity posloupnosti ukazte, ze

(a) lim 75 =1 [no=[2-1]]
(b) lim (_112# =0 [noz {%] + 1; wuzijte odhadu |(—1)" — 3| §4.}

3. Ukazte, ze plati

a) lim n" =400, r€R,r>0; b) lim ¢" =0, |q| <1;
¢) lim a" =+oc0, a>1; d) lim Ya=1, a>0; e) lim Yn=1.



Reseni:
(a) Bud K > 0 libovolné, r > 0. Potom je nerovnost n” > K ekvivalentn{ s nerovnosti
n > K7 a staci volit )
Nng = |:K? :| —+ ].
(b) Bud € > 0 a necht |¢" — 0| = |g|® < e. Logaritmovdnim této nerovnosti dostaneme

loge
log |q|

loge
= 1.
"o [loglql} "

(¢) Necht K > 0 je libovolné. Zlogaritmovanim nerovnosti a™ > K dostaneme n >

1
ng = |: OgK:| +1
loga

n loglg| <loge, tedy n > (je lg) < 1)

a staci volit

log K
log a

(je a> 1) a stacf volit

(d) Pro a = 1 je tvrzen{ ziejmé. Predpoklddejme nyni, ze a > 1. Potom je {/a > 1
a muzeme psat V/a =1+ hy, kde h,, > 0. Odtud plyne, ze

a=(1+hy)" >1+nhy >nhy atedy 0<h, < <.
n

Ponévadz je lim & =0, plati, ze lim h, =0 a tedy lim {/a = 1.
n—oo n—oo

n—oo

Pro0<a<1je

N b B 1 _

(e) Oznaéme {/n =1+ h,, kde h,, > 0. Potom plati

-1
n:(1—|—hn)"21—|—nhn—¢—M

/2
h, < — 0 pro n — oc.
n—1
1.

Odtud plyne, ze lim ¢/n =

h2

n

a tedy

4. Vypoctéte lim a,, je-li
n—oo

k—1

a) ap=ogn” +ap_ P+ +an+ao, k€N, ag,ai,...,q €R, ap #0;

n

b) a,=(Mn+1)*-n%, 0<a<l; ¢) ap=-——"1, acR;

1+a?n’
VY8 -1
Y16 -1

d) a,= e) an= {Ybr+b5+---+0by,b; >0 pro j=1,2,.... k.



Reseni:

(a) Plati
: . A1 a1 Qg
hman:hmnk{ak+ I k1_|_7}
Protoze je
. A1 . (e75] . (o 7)) .
lim =---= lim — lim —=2 =0 a lim nf = +00,
n—oo  n n—oo nk—1 n—oo nk n—00

je hledana limita rovna 400, je-li ax > 0 a —oo pro a < 0.

(b) Je
0<(n+1)°‘no‘na{<1+i>a1}<n“{(1+;)1}no‘l—>0

pron — oo, (je 0 < a < 1).
(c) i. Bud a > 1. Potom vydélenim ¢itatele i jmenovatele vyrazem a?" dostaneme, e

1

am™

lim a, = lim — =
n— oo n—00 —o +1

ii. Pro a =1 je zfejmé lim a, = %
n—oo

iii. Je-li |a| < 1, pak lim a” =0 a tedy lim a, = 0.
n—oo n—oo

iv. Proa = f% je agn = % , Qop_1 = f%. tedy hledand limita neexistuje.
v. Je-lia < —1, pak lim |a"] = lim |a|™ = 400 a podle bodu i. je lim a, = 0.
n—oo n—oo

(d) Plati T
B-1 (V2—-1)(¥4+2+1) 3

lim — = lim ——
[ Vyuzivame vzorce pro a® — b® a a* — b*.]
(e) Oznac¢me B = max{by,bs,...,b;}. Potom plati B < a,, < {/B" +---+ B" = B/k.
Protoze je
lim vk =1, dostaneme lim a, = B.

n—oo n—oo

5. Vypoctéte lim a,, je-li
n—oo

(a) an = 545 [3]
2_

(b) an = 32%3:—24 [%]

(C) an = 7?27_3n [0]
3

(d) an = 25 (0]

(¢) an = P=pt (5]

(F) an = 30 [+00]

(8) an = 125 [~oo]
2n+1)(n—3

() an = GGy [2]

. n 3777/ n 2
(i) ap = % [1]



an

an

an

an

)
)

)
(m) an
)

)

)

an

(n+10)2—(3n+1)2
(n+6)3—(n+1)3

n? n?

n+3 - n+2
n?4+1 _ 3n%41

T 2n+1 6n+1

37—1

3711

3n+1 +4n+1

I

52" —3.5" "1

100-2m4-2-5™
(71)71,671,7571.-%—1

5n_(_1)n+16n+1

Poznamka:

V tlohdch a)-h) vydélte citatele i jmenovatele nejvyssi mocninou ve jmenovateli;

v tlohdch i)-1) upravte ¢itatele i jmenovatele nebo zlomky sectéte a pak pokracujte podle

navodu k prikladim a)-h);

v tlohdch m)-p) vydélte ¢itatele i jmenovatele postupné 3™, 4™ 5™ (—6)™.

6. Vypoctéte lim a,, je-li
n—oo

(a) an

(b) an =

(c) an

(d) an

(e) an

(f) an

(2) an

(i) an

() an

an

an

an

(n+ 1)1+ (n+2)!
(n+3)!

n(n+3)!+(n+2)!
(n+4)!

n!
(n+1)!—n!
g , keN

142+--4n _ n
n+2 2

x>
3
[INg
iy
j::‘)—‘
=

1
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~
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3
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b.
liNgE!
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.
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—
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f

bl
[IN¢E
ol
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ltat--4a” la] <1, bl <1

T+b+---+b"

n

N

3 <3
BN
= =

ﬁ
)
|
_

(2k—1)(2k+1)

[% ; uzijte definice faktoridlu a kombinaéniho él'sla]

[—3: seftéte 1+2+4---4n]

[1 ; rozlozte ﬁ na parcialni zlomky_

1. > 1
|:§ ; rozlozte m |

L
1. costs
[2, sectéte kz_:lk

n
{:1,); sectéte > k?
k=1

[2; sectéte citatele i jmenovatele |

b wzijte vlastnosti geometrické posloupnosti]

[2; vyndsobte piislusné mocniny o stejném zakladu]

[% ;. uzijte vzorce a? — b2]

[3; uzijte vzorce a3 — b3]



7. Vypoctéte lim a,, je-li
n—oo

a) an = V3n(vVn+2 —+/n—4); b) an =n— /nd —n2;

nd [, 3 vnZ+1—n
)  an=—|{1+—=-1]; d)  an=—F—=—F:
3 n3 Vvn+1—4/n
Vn—Vn+1 3/2
e a, = ; f ap =7 vn+1l+vn—1-2yn);
) vn+1—¥n ) ( Vi)
¢ u _3V16—-4V8+1 h) . Vnt +2Vn? -3
" (v2-1)2 tonr—3ym+2
) n 2n3+1 ) " 7’L2+4"
1 n — ) n — .
“ 3TL272 J a n+5n
Resenti:

(a) Doplnime-li vyraz v zdvorce na rozdil ¢tvercu, dostaneme

V3n(n+2—n+4) 6v3y/n

an = = .
Vn+2++vn—14 Vn+2++vn—14

Vydélenim c¢itatele i jmenovatele /n (nejvyss{ mocnina ve jmenovateli) dostaneme

6v3
lim a, = lim V3 = 3V3.

n— oo n— oo 2 4

Ji+24,/1-4
(b) Vyuzitim vzorce a® — b3 (a =n, b= v/n® — n?) mizeme ptepsat a, do tvaru
n3 — n3 4+ n2

n2 +n/n3 —n2+ \3/(713 —n2)?2
a po vydélenf ¢itatele i jmenovatele n? dostdvame

1 1
lim a, = lim = —.

n—oo n~>oo1+31_%+3/(1_%)2 3

3 3
liman:hmn— 31—|—i—1 zlimn—(3n3+3—n):
3 n3

n—0o0 n—oo n—oo 3

Ay —

2
= lim 3n = lim

1 1
”HOOS(«3/(n3+3)2+n\3/n3+3+n2) nmee ,3/(1+%)2+ 1+ % +1 3
jestlize vyuzijeme opét rozkladu a® — b a pak &itatele i jmenovatele vydélime n2.
(d) Platf

(0% 41— ) (Vi F T+ V)

lim a, = lim =

n—00 n—o (n+4+1-—n)(vn2+1+n)

1 1 1
. Vn+1l+yn nt et A

= hmiz llm—:
n—oo \/n24+1+n n— o0 /1+7%2+1

jestlize doplnime nejdiive Citatele i jmenovatele na rozdil ¢tvercu a pak vydélime citatele
i jmenovatele n (opét nejvyssi mocnina ve jmenovateli).

0,

10



(e) Doplnénim ¢itatele na rozdil a® — b a jmenovatele na a* — b* dostaneme

. . Yn—vn+1
lim a, = lim ——— =
n—oo n—oo .4/n+ — {1/75

) —(VOFTP + Y+ 17 + w0+ 1) + Vd)
noo V2 + Y/nln+1) + {/(n+ 1)2 a

_<12 (n::81)9 + 1 (n;r)l)6 +o® n+1 1\/’)

1+ {1+ L+ ¢/(1+ 1)

= lim
n—oo

= —00,

jestlize Gitatele i jmenovatele vydélime n?/3 a uvézime, ze jmenovatel ma limitu 3 a

Citatel —
(f) Doplnénim vyrazu v zavorce na rozdil ¢tverci (a = vn+1++v/n—1,b = 2/n)
dostaneme

n¥? (n+1+4n—1+2vn%—1-4n)
M S (Ve T Vi = 1=2v) = lim ———= e s

(1t i-te2) (r-ker) B

jestlize Gitatele i jmenovatele vydélime n3/2.

2(v/nZ —1 —n)n?/? oy 2n3/2(-1)
1m =
”—’00 Vit l+vn—1+2yn  n=o (Vn+1+vn—1+2yn)(VnZ—1+n)
. -2 2 1
= lim

(g) Jestlize oznacime /2 = t, mizeme psat

3t -4+ 1 (t—1)%(3t2 + 2t + 1)
t-12 (t—1)2

ap =

a tedy

lim g, — lim (3{71+2<7§+1) — 6.

(h) Zavedeme-li oznaceni {/n = t, je mozno a, prepsat do tvaru
Ctt42r -3 (-1 +3)  (t+D(2+3)  (Yn+1)(Vn?+3)
2 -3t+2 (t-1)(t-2) t—2 B o/ —2

a odtud lim a, = —8.
n—oo

. e 3 . . . ,
(i) Ponévadz je hm 3”2+§ = o0, existuje index mny tak, Ze pro vSechna n > n; plati

§Zz+§ > 1. Na druhe strané

2 +1 2 gn+l

3m2—2 3" 73,22

a vzhledem k tomu, ze hm 3 Z—HQ = 0, existuje index no tak, Ze pro vSechna n > no
je 3” L < p. Odtud pro n > no = max{ni,ny} plati
23 4+ 1 _
<f—>1atedy lim a, = 1.
3n? — neoo

11



(j) Je ziejmé, ze plati

0

o e
5" T n 4+ "

Na druhé strané vzhledem k nerovnosti n? < 4™ platné pro n € N, miizeme psat

Ponévadz

(b) apn = 3n—1

(¢) an = 7=

_ VnPfn—vn
(d) an = n+2++v/n+1

NG
(e) a, =67¥3

n2+4n

n + 5n

2 n n
A o ()
- 5 = 5

4\" A\" 4 4
= = lim {/2| = =—, jei lim a,=-.
5 n—oo 5 5 n— 00 5

v pitkladech a)-e) vydélte citatele i jmenovatele nejvyssi mocninou ve jmenovateli

an = V¥ -y

— 1
n = n(vn?—1—n)

n—v4n2—
(k) ap = 2L

W an = A

n

)

) ap, = Vn?

) an = %/n

(p) an = Vn3+3n
)
)
)

a, = ¥/n? -1

n/on+1

an = n+5

9. Vypoctéte lim a,, , je-li
n—oo

(b) an:(ﬂ)n; a€eR

n

(c) an = (37%)"

)

) an =vn(Vn+1-n)
(h) ap =3n—+v9In?2 —10n+1

) an=+Vnd+n?+5—n

)

an =logy(vVn? +1+n)? —

an, = V2" -n?2+2n—1

— o
W= wior =~
Y

|
)

[5]

[+o0]

v pifkladech f)-1) doplitte rozdily na a® — b nebo a® — b?

log, v/n® + 1

[1; vyuzijte vlastnost{ logaritmu

[1; vyuzijte vyjadieni n? =n-n

[1; vyuzijte odhadu 1 <nl'/3 <n

[1; uzijte odhadu n® < n? 4+ 3n < 4n3

[2; uzijte odhadu 2" -n? <2n?+2n—1<2" . pn
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]
]
[1; uzijte odhadu n <n? —1<n? Vn >2 ]
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)

[1; uzijte odhadu 1 <

5n+1 < 5
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Kapitola 2
Ciselné fady.

2.1 Zakladni vlastnosti rad.

oo
1. Napiste soucet prvych péti ¢lenu fady > ay, je-li
=1

_ _k 1,2 .34, 5 _ 7141
(a) an = 5551 [5+E3+2+5+ 1= s ]
_ k+1 3,1, 5 , 3 _ 1591
(b) an = 1555 [1+3+5+5 15 = o0 )
(c) an =557 [4+3+14 55+ 15 = 1]
(A) an = G kde (2k)!=2-4...(2k — 2)(2k) [1+14+1+ L+ 34 =53]
_ (k! 11,1 _1.,1_23
() an =3 [3-3+i-5+5= &)
44+ (=" 3 1.5, 3 _ 187
(f) an = /€(+3) [Z+1+§+?+§:76]
2. Najdéte predpis pro obecny ¢len nasledujicich fad

(@) 1+ 55+ + b+t Lan = 5
ORFSEE S PN Lo = 3]
_yn—1 T
(€ 1-34l- Lyl {an:(lg! _
1 1 1 1 1 _(_1)11,71'
d) 23 -75+t67 5ot 001 |:an_2n(2n+l)_
_1)n—1 7

() l—3+5— S +x:—m:+-- [an:( n)Z

o0
3. Najdéte posloupnost {s,}52; ¢dstetnych souctu fady . ag, rozhodnéte o jeji konvergenci

k=1
a najdéte jeji soucet s, je-li
2n+1
_ n—1, _ . _ .
a) a,=(-1) ; b) an=vVn+1-+/n; c) an—m7
1 n—+vn?-1 1
d) an= j e) a,= ) f) a,= ;
(2n — 1)(2n + 5) n(n+1) nl(n +2)
3"+ 2" 1
g) an= g; ; h) a,=n¢""", ¢€R; i) an=ln<1—nQ>,nZ2-
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Reseni:

(a)

(b)

(d)

Jevidét,zes; =1,80=0,83=1,8,=0,...,tedy sop,—1 =1, s2,, = 0. Odtud plyne,
ze lim a, neexistuje a fada osciluje.

n—oo
Plat{

= (V2= V1) + (VB=V2) 4o 4 (VA= V= 1)+ (Va+ 1 - Vn) = VaF1-1.

Tedy lim s, = +o0 a fada diverguje.
n—oo
Jestlize a,, rozlozime na parcidlni zlomky, dostaneme

2n+1 1 1

n2(n+1)2 n2 (n+1)2

ap =

Odtud
- (1 1 1
n= .= — =1 —
PO E:hﬂ w+n* (n+ 17
k=1 k=1
a tedy
-~ _2k+1 = lim s, =1
1/412(k‘—|—1 oo T
Rozkladem a,, na parcidlni zlomky dostaneme

B 1 11 1
T on—1)(2n+5) 612n—1 2n+5

RS ST A SN NS S NS S B S A AW
=1\ 7 379 5 11 7713 m—7 m—1
N 1 1 N 1 1 N 1 1 _
on—5 2n+1 2n—3 2n+3 n—1 2n+5)[

_ifpr 1 ) )
6 35 2n4+1 2n+3 2n+5]"°

Odtud

i—— th —%
= (2k —1)(2k +5)  n—oo " 90

an prepiSeme nejdiive do tvaru

B n 3 (n—l)(n—i—l): n_ jn-1
Tt ) Jam+n Vol Voo

Z tohoto vyjadieni plyne, ze

s :i \/k—\/k_l = r atedy lim s, =1.
" — k+1 k n+1 n—oo

15



(f) Jestlize a,, prepiseme do tvaru
n+1 n+2—-1 1 1
a = = = —_
" (n+2)! (n+2)! (n+1)! (n+2)!’
je zfejmé, ze
- 1 1
= LA

Sn = 32 on 3n -

2 3 22
11—5 11-35% 11 1
== - =l—-—+4+=-(1-=.
21—%+31—% 2"+2 3n
Odtud plyne, ze lim s, = %
(h) Podle cviceni 1.1.3b) je
- k-1 1 - k 1—-q" ng"
k=1 k=1
= 1
a sn:Zkzin(n; ) pro g = 1.
k=1
Je-li nyni |q| < 1, pak
1
= 1. = —
o= Jim o = g

ponévadz lim ¢"” = lim ng™ = 0.
n—oo n—oo

Pro ¢ =1 je zfejmé lim s, = +o0 a dana fada diverguje.
n o0

Je-li ¢ > 1, potom
1—q¢"—ng"(1 — 1 " —1-

lim s, = lim g ng"( 9) = lim +4q"(ng n) =400
A e (1- g

a tfada opét diverguje.
Proqg < -1
14+¢"(ng—1—n)

lim s, = lim

neexistuje a dané rada osciluje.

(i) Je
1 n?—1
an =1n 17? =In 3 =In(n—1)—2lnn+In(n+1)

a tedy

" n+1
sn:Z{ln(k—l)—2lnk+ln(k+l)}:—ln2+ln(n+1)—lnn:ln - —1n2

k=2
aodtud s = lim s, = —1In2.
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oo
4. Najdéte posloupnost {s,}>2; ¢dstecnych souctu fady . ag, rozhodnéte o jeji konvergenci

k=1

a najdéte jeji soucet s, je-li

(a) a, =

(b) an =

(c) an

(d) an =

(e) Qn

(f) an =

1 _ _
n(n+1) |:Sn =S + = 1_
1 1 1]
@n—1)(2n+1) {5" =2 {1 pEs) } =2
_ 1 _ 1 1]
= T6n2—8n—3 {sn =1 {1 } =1
1 _ 1 1 1 _ 3]
o 22 [Sn—§{1+§—;—m}75—1_
ve cvicenich a)-d) uzijte rozkladu a, na parcidlni zlomky
_ 1 1)1 _ 1 1.
= D (nr2) [Sn =3 {2 (n+1)(n+2)} =1
... 1 1
uzijte rozkladu a, = 3 {n(n+1) — i (n+2)}
1 1)1 _ — L.
2nt1)(2n+3)(2n+5) [5" =1 {3-5 (2n+3)(2n+5)} $= %0
... _1 1
uzijte rozkladu a, = 3 {(2n+1)(2n+3) CTEE 2n+5)}
_ 1 1 1 _ 1
= T6n?—8n—15 {sn =3 { 1+ 3~ g — 4n+d} 8= 713
_ 1 .
= ey 7 nEN
11 1 1 1 1 1 _ 1 1 1
|:S” -3 {c+1 + c+2 + c+3  cn+l  c+n+2 c+n+3} )y § = 3 {c—i—l + c+2 + c+3}_

a’7l

QA

an

an

(n) Qn
(0) an

(p) an

)
)
(k) an =
)
)

v piikladech g) a h) uzijte rozkladu a,, na parcidlni zlomky

_ 2 _ 1
=5 [sn=3{1-5},5=1]
i [sn =3 {1+ E9—} 5= 1]
1 _ 4 4
22n—2 [ = {1f227n , :5]
= 197 T oo + 100 [s0 = SG{I_W}vSZ%]
1yn—1 _1\n
= A+ G [sn=6{1-%}+3{1-GL}, 5= 3]
v piikladech i)-m ) uzijte vlastnost{ geometrické posloupnosti
= 2’5;1 [sn =3 {1 57 | — sacT» 8 = 3; uzijte pitkladu 1.1.3b) ]
=In(l1+1) [sn =In(n+ 1), fada diverguje]
:ln(lfﬁ); n>2 [sn =In(n+2) —Inn—In3, s = —1In3]

ve cvicenich o) a p) uzijte pravidel pro logaritmovan{ sou¢inu a podilu

5. Ukazte, ze fada Y a, diverguje, je-li
n=1
2 -1\" 1 nta
)= W w=(05g) 9 m=gn 0w
Vnd +2n +4 n+1 Vn (n+1)

ResSeni:

(a) Ponévadz je ziejmé

je fada divergentni.
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(b) Plati

. . n—1\" 2 \"
fim = Jim (7o) = g (1) =
a fada diverguje.

(c) Jesice lim a, =0, ale

n—oo

a fada diverguje.

(d) Plati
n"+% o
lim a, = lim lim =1
P T ) (1 )
Je totiz

. 1\" Nak
lim n» =1 a lim (1+2) :lim{<1+2) } =1.
n—oo n—00 n n—oo n

6. Ukazte, ze fada > a, diverguje, je-li

n=1

(@) an = % | i an =
_  [3n+4a ; _ /3
() an = /3 [l an = /2]
(¢c) an, = (—1)”2—1‘}3 [ lim a, neexistuje
n—oo d

(d) a, = /0,02 { lim a, =1
n—oo ]

_ 1 - — 11

(e) an = VD [nlirr;o an 1_
f _ (2n%-=3 n? li _ 72_
() an = (50277 Jim_a, =e7?)
(g) an = (n-TlL——li_)Q\/TL vyuzijte odhadu a, > ﬁ a cvicen{ 5c¢)

o0
7. Pomoci Bolzano-Cauchyova kritéria rozhodnéte o konvergenci fada > a,, je-li

n=1
1 1
n — o b n= —
a) a 3 ) a -
Reseni:
(a) Pro n,p € N plati

| [ S P —
s — sn| = e
P (n+1)2  (n+2)2 (n + p)?

Ponévadz je ﬁ < m = % — }H7 muzeme psat

[Sn4p — 8| < S T (S S T
n n+1 n+1l n+2 n+p—1 n+p



<— —0
n n-+p n n—oo

a dand fada konverguje.
(b) Plati

1 1 1 D
= —F+ + -+ > )
n+1 n+2 n+p _ n+p

jestlize kazdy zlomek nahradime nejmensim t;. %ﬂ). Odtud napf. pro p = n dostaneme

|5n+p — Sl

1
|s2n — sn| > 5 Pro VYneN
a dana tada diverguje.

o0
8. Pomoci Bolzano-Cauchova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > a, je-li

n=1
(a) an = #H : [Rada diverguje; ukazte, ze [s2n — sn| > 57 |
(b) an = n%ﬂ ; [Rada konverguje; ukazte, ze

1 1 ... v .
Sptp — Sn| < TaE ot G @ vyuzijte cviceni 7a)

— 1 .
(C) On = \/n(n+1)’

(d) an = {5, an €Z, |ay,| < 10. [Rada konverguje; vyuzijte odhadu

[Rada diverguje; ukazte, ze |[sa, — sp| > ﬁ“ |

|| < 10%1 a vlastnosti geometrické rady |

2.2 Rady s nezidpornymi ¢leny.

o0
1. Rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li
n=1

) . b) = ) L —
a) = ——; an, = ; ¢) ap=——r,a>—1;
nvn? +1 "oEn 41 1+an
a™ 1 1
d m = T . o = U, n = 37 >27 5 227
) a 1+ a2n 0 ¢) @ nn’ " ) nlnn’ "
) 1 2 h) 9 sin — , x € (0, )
ay, = S n>2: a, =2"sin — , , ).
& (Inn)nn 3n
Reseni:

- oo
(a) Ponévadz n? + 1 > n? pro véechna n € N, plati a, < -5. Rada ). -5 konverguje
n=1
a konverguje tedy i puvodni Fada.

o0
(b) Je 525 < & atada _ (2)" konverguje (je to geometricka Fada s kvocientem g = ),

n=
konverguje tedy i puvodni fada.

(c¢) Je-li |a| < 1, je limita lim a, =1 a fada diverguje.
n—oo
Proa=1jea, = % pro vSechna n € N a fada opét diverguje.
o0

Pro a > 1 plati H% < a% a fada Zl a% konverguje (je to geometrickd fada s kvocien-
n=

tem ¢ = 1 < 1).
Dana fada tedy konverguje pro a > 1.
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o0
< a™ atada Y a™ konverguje.
n=1

(d) Jellio<a<1ije

o
1+a2"
Proa=1jea, = % pro véechna n € N a fada diverguje.
o0
a” a” 1 fad Z L .
Trazn < gzn = 4w aTada == konverguje.
n=1

Je-li a > 1, potom

Shrnutim dostaneme, Zze dand fada konverguje pro 0 <a <1 aa > 1.

(e) Jestlize vyuzijeme odhadu Int < ¢, ktery plat{ pro ¢t > 0, dostaneme

1 1
> =
Inn —n

o0
Ponévadz je fada % divergentni, diverguje i dana fada.
n=2
(f) Oznac¢ime-li {s,}22; posloupnost ¢astecnych souctu dané fady, je {s,}52; rostouci a
0 < any1 < ap, pro vechna n > 2. Radu si pfepiSeme do tvaru

5‘31_1+1+1+1+1+1+1+
nlnn  2In2 3ln3  22In22 5In5 6ln6  T7In7 23In23

n=1
Potom plati

1 1 1 1
—_— = 2_ > 1_ 2 = N
o2 BT S St e S T S g 2.2 2

1 1 1
> .
23~3-1n2_2~1-ln2+2-2~ln2+2-3-ln2

§1 = Sg91_1 =

S7 = S93_1 Z S92_1 + 22 .
Odtud indukci dostaneme, ze

1 1 1
_— ,
Y125 T e 2.2 m2 T e

S

oo
Ponévadz rada —1__ diverguje, diverguje i puvodn{ fada.
2-kIn2 Je, je 1 p
-1

(g) Plati

1 Inlnn
(1nn) nnzelnnlnlnn:eln[n ] :nlnlnn

a tedy

1 1
an = < < — DPro Vn21619=[662+1}
n

- nln Inn
a dané tada konverguje.

(h) Vyuzitim odhadu sint < ¢, ktery plati pro vSechna ¢ > 0, dostaneme

2 n oo 2 n
an < 2”3% ==z <3) afada x- Z <3) konverguje.

Konverguje tedy i puvodni rada.

o0
2. Rozhodnéte o konvergenci fady > a, je-li

n=1
(a) ap = 35 [diverguje, a, > 5 |
(b) a, = n%ﬂ [ konverguje, a, < 25 |
(¢) an = n%ﬂ [ konverguje, a, < X |
(d) a, = \/?,rllﬁ [divelrguje7 anzi,nzél]
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(e) ap, = :F;i?) [konverguje, a, < #]
f) an = irfiiﬁ ,a € R [ konverguje, a, < 527 |
(g) an = ﬁ [konverguje7 a, < QL]
(h) an = 2+(3;1)" [konvergujea an < 311.171 ]
(i) an = S5t kde 2n— 1 =1-3-----(2n—1), (2n)!! =2-4----2n
[konverguje, an < 2”%, uzijte odhadu (2(7;;)1!?” < 1]
(j) an =sin 3+(n;21)" [ konverguje, a, < % , uzijte odhadu sint <t pro t > 0]
3. Rozhodnéte o konvergenci fady > a , je-li
n=1
2
n+1 1+ n? n—n
n = ; b n = ; n = ;
8) a (2n +1)2 ) a (1+n3) c) a nd—n
vV 1-— vVn — 1 n 4
d) a,= nt " e) anzl—cosf,xeR; f) an:$.
vn+2 n 3" +1In“(n+1)
Reseni:
(a) Jestlize polozime b, = %, je
n ) 3n+1 3
lim 2% = lim 771(”—’_ )_7

a dand tada diverguje.
(b) Pro b, = % plat{
2(n2 4 1)2
lim =2 — lim M -
n n— 00 (n3 + ]_)2
a dand rada konverguje.

1

(c) Polozime-li b, = -, je

2 3
. a . ns(n—yn
lim = = lim M =1
n—oo bn n—oo n3 —n
a fada konverguje.

(d) Pro b, = 1 plati

. Gy . n(vn+l—+vn-1) . 2n
lim — = lim = lim =1
n—oo by n—oo Vn+2 n—oo \/n+2(v/n+14++vn—-1)

a fada diverguje.
(e) Vyuzitim odhadu sint < ¢ pro V¢ > 0 dostaneme

2
sin? & z
n < n

- I4+cos% = 1+coss

Qn

a zvolime-li b, = %, dostaneme

2 .132

. an, . x
lim — < lim —— = —
n—oo

b, — n—oo 1+ cos 2

a fada konverguje.
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(f) Polozime-li b, = (£)", plati

e"+n4 14+ nt
lim aj = lim 3"+1n2(n+1) 1 1112(67:4-1) =1
n—0o0 0y n—oo T n—oo 1 + Ea
a tfada konverguje.
o0
4. Rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li
n=1
(a) a, = #"’5_2 : [diverguje, b, = 1]
2
(b) an = 7:2;";’2112 ; [konverguje " #]
(¢) an = ﬁ ; [ konverguje, b, = 2 |
2
(d) a, = % : [diverguje, b, = ]
(e) an, = % ; [ konverguje, b, = 3 |
(f) an = ﬁ ; [dlverguje n %]
(8) an = Z%ZIZ : [ konverguje, b, = (2)"]
(h) an=2(Vn2+n+1-vVn2—n+1); [ diverguje, b, =+ ]
(i) an =sin % ; [konverguje, b, = 12 , uzijte odhadu sint <t,t > 0]

o0
5. Uzitim d’Alembertova nebo Cauchyova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > ay, je-li

n=1
ala+1)...(a+n—-1) 3.,
_ . _ |
a)  ap @n—n , a>0; b) a,=n"2vVnl+1
n—1 2 nm 5 2 + -
¢ an= n _ Q) a = cosn 5 o ay = n (\fn sin \/n)
(2n2+n+1)72 2 2" +n
Reseni:
(a) Je
any1 _ala+1)...(a+n—1)(a+n) (2n — )N _a+n
an (2n+ 1N ala+1)...(a+n—-1) 2n+1
a ponévadz nlin;o dntl — % < 1, dand tada konverguje.
(b) Plati
anp1 Y+ DAL nd < n > (n+1)+1
@ (D)5 Val+l \n+l) V@e+D@+1)
Dale
%
lim ( ) =1l
n—oo \ n + 1 n—00
H+1
lim ¢ i+l =
n—oo \[ (n4+1)(n!+1)
tedy lim 22%! = e~1/3 <1 a dand fada konverguje.
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n—1

n n»n

1
nl==%

n —
ap =

(2n2+n+1)

n

= —— o —. . —_—_— _)
Vol4+n+1 Un X 2n2+n+1 nooo

a dana fada konverguje.

2 nmw

Snadno zjistime, Ze hodnoty cos® %5+

—_

L L

Odtud plyne, ze

n/an —
a dana fada konverguje.
Plati

n

Déle

o (V2+1) PO
2" +n

n+1 -
2n

- (2n2 +n+ 1)%+2‘%
I 1
jsou
pro
pro

pro

3

n/cos2 BE 1

2

(V241) = b,.

Son

s X
\"/bnz—”;\/\/iﬂ — ;<L

- (oo}
Rada )’ b, tedy konverguje a podle srovnavaciho kritéria konverguje i fada

n=1

e

> an.

n=1

o]
6. Pomoc{ Cauchyova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady Y. a,, je-li

_ 2",
a’n_nn7
a, = arctg™L :
n — gn’

3n—1\"
— n— .
an_(2n+1) ;
3n—1\"
— n— .
a"_(4n+2) )
_ 3
an_Bn/Za
_ (10\™ 5
an = (17)" - n’;
_(11)" 1
a"*(lo) ns )
5 2n
— [ 6n+1 5\ 3
a"_(Sn—?)) (8)°
n2
J— n n
an =2 (n+1) ’
_ 3\"
an = (1-72)";

n=1
konverguje ; Ay — 0;
|: g J ) nn ’ ]

[konvergUJe; Yan 2 0; |

diverguje; #a, — 2:
|: guje; ™ a0 27
konverguje; 1z — 3.
guje; Qn 1

n—oo
[konverguje; o, — =
n—oo \/§
10

[konverguje; May —

n—oo

—

1

—
—

n Ay —
n—oo

10 7

o

[ diverguje;

o=

[konverguje; an — (2)°;
n—oo d

{konverguje; Sy — 2 }
n—oo €

[diverguje; a, — e 3;
n—oo

konverguje; /a, — £;

|: g J b n n—00 3 b ]
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n

_ gl+n (nt2 ) o 5

anp =3""" (n+3> ; [konve]rguje7 an — 2,

3n \" ((nt2 n? s

— (3n n+2 . . - 3.

In = (n+5) <n+3) ’ [dlverguje, Van — 25
om—1 n(n—1) e

_ n— . . o
ap = (2n+1) ) [konverguJe’ v/a,, — e 3
| n®+4n+5 )T

— n—1 . in - 3 —z .
n = (n+1) ; [kOHVQFgUJe, i — e |

nn+1 .

Un = B3 konverguje; /a, — —=;

(3n24+2n+1)" 2 oo V3 |
1 . s 1. P , 2 2

Un = gi—p2 ) {kOHVefguJ& an — 3 wzjte fpravu 3" —n?® = 3" (1 _ %)

an =a"-b", a,b>0;: {konverguje pro ab <1, diverguje pro ab>1; /a, — ab;
n—oo |
n® . 1

n = T 013 konverguje: /a, — 0
" [In(n+1)]2 ’ |: guje; ﬁn—>oo |

ap, =n%q¢",0<g¢<l,a € R; [konverguje; angoq;

2

oo
7. Uzitim d’Alembertova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li

an

an

Qp

an

an

Qn

Qnp

an

an

an

2%

an

an

Ay =

n=1

ﬁ : [konverguje; GZ% n:>>00§
(;L:r-}z)!! : [konverguje; “g:l i i
o [diverguje; %njo)o +00;
ﬁ : [konverguje; % v Tlo ;
(2n7i!1)!! : {konverguje; % e %;
Sr%(;rl‘l)); : {diverguje; % e %;
L [konverguje; %nj;o%’
(3(27;7-5);”; [diverguje; agf 2 Toos
(2;:1!)” : {konverguje; % e % ;
%’;’$>0; [konvergujepro Vo >0; az%njo’o(),
ne™ 1, x>0;

konverguje pro; x € (0,1), diverguje pro x € (0, +o0); “2t o T
% . B>0; [konverguje; az% n:;o()
2n {konverguje; ol e 2,
% ; [diverguje; % e % ;
% ; {konverguje; % e % ;
%(f;l)ﬁ) : [diverguje; % e % ;
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I . n
Q) an = 14(2”7% : {konvergUJe; ot — 2, }
(1) an = gt [konverguje; s — 3 }
(5) = 2ot [ konverguje: %=t — |
() an= (V2= ¥2) (V2= ¥2) - ... - (V2= *R/3) 5 [Konverguje; “2 — V3 1.]
8. Pomoci integralntho kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li
n=1
1
a) a,=—,a€R; b) anziﬁ,nZZa,ﬁeR;
ne n®In” n
n= ,323,0,f€R; ) ap=nPe V",
c) a n(lnn)*(Inlnn)?’ =~ ol ) an=ne

ResSeni:

(a) Je-li @ <0, neni lim a,, =0 a fada diverguje.

(b)

Proa > 0jen® < (n+1)%, tedy a, > an41 pro vsechna n € N. Polozime-li f(z) = =5

n—oo

je f klesajici funkce pro z > 1 a f(n) = a,. Déle plati

400
Tedy [ z—ﬁ konverguje pro a > 1 a diverguje pro a < 1. Odtud plyne, 7e fada Y -1
1

+00 In x> pro a=1,
x
Tro - 1 +oo
1 (= pro a#1.

o0

n=1

konverguje pro a > 1 a diverguje pro o < 1.

i.

Bud o < 0. Potom je n® < 1 a odtud a, > In” n. Ponévadz je lim # =0,
n—oo

L > 14 danj fada

plati, ze n’n<n pro vSechna dostatecné velika n, neboli

Infn = n
diverguje.
ii. Necht a > 0 a polozme f(z) = m Potom je
N @ B I} _ 1 B
F) = zoetlnf p  gotllpftly  gotlipfy (a - Inz /)’

Vzhledem k tomu, zZe je $hﬂrr;o % =0, je f'(z) < 0 pro dostatecné velkd = a f je
tedy klesajici. Déle

+oo “+o0

/ dx _ / tfﬁe(lfa)t dt,

21’ z
2 In2

jestlize zavedeme substituci Inx = ¢.
Tento integral konverguje pro a > 1 a diverguje pro o < 1.

—+oo
Je-li @ =1, pak integral [ f—]ﬁ konverguje pro § > 1.
In2

o0
Vysledné dostavame, ze fada > a,, konverguje pro a > 1 a libovolné g; je-li a = 1,

n=2
pak konverguje pro 8 > 1. Pro vSechny ostatni hodnoty «, 8 fada diverguje.
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(c) Polozime-li f(z) = ———tm7—, je
1 a g _

!
x)=— — _ _
f@) 2z’ Inz 22 2zn’hhe 2z ing

1 B
Y { et lnxlnm}

pro vSechna dostatecné velka x. Dale je

+oo —+oo

/ dx B / dt
zIn® 210’ Inx tenf ¢’

3 In3

jestlize zavedeme substituci Inx = ¢. To je vSak integral z predchoziho ptikladu, tedy
dana fada konverguje pro o > 1 a libovolné 3 a je-li « = 1, konverguje pro g > 1. Ve
v8ech ostatnich pripadech diverguje.

(d) Oznaéme f(z) = z2e~V®. Potom plati

1
f(z) = (21; — I\Q/E) e VT = 53@(4 —Vx)e V® <0 pro x> 16.

Pro integral [ f(z)dx plati
1

“+oo “+o0
/ e VP =2 / toe~t dt,
1 1

o0
zavedeme-li substituci \/z = ¢. Integral [ tPe~t dt konverguje a konverguje tedy i dang
1

rada.

o0
9. Pomoci integralnfho kritéria rozhodnéte o konvergenci fady > an, je-li

n=1
+o0 7
(a) an = o n>2; [konverguje, vypoctéte 2f i
+oo T
(b) a, =n?e™"; [konvelruje7 vypoctéte [ z?e " dx
1 J
+o0o 7
(c) an =n2e""; [konverguje, vypoctéte [ z2e=*" dz
1 |
+oo T
(d) a, =e V7, {konverguje, vypoctéte [ z?e " dx
1 J
2.3 Libovolné rady.
[e.e]
1. Rozhodnéte o konvergenci fady > a, je-li
n=1
(-1 o L)
a) ap,=—"——,a€R; b) a,=—F"—(1—cos— | ;
) an ne ' ) o In(n +1) vn
(=)™ _,In’n
= d = (-1 —.
¢) an n—Inn’ ) an=(=1) n
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ResSeni:

(a)

o0 o0
Jestlize vysetifme fadu Y |a,| = Y. -%, je podle cviceni 2.2.8a) tato fada konver-
n=1 n=1

gentni pro o > 1.

o0
Pro a <0 neni lim a, =0 afada Y a, diverguje.
n—oo n=1

Je-li 0 < a < 1, potom n®* < (n+ 1)%, tedy W < -La lim - = 0. Podle

= a
n n—oo

oo
Leibnizova kritéria je tedy fada > a, konvergentni. Shrbneme-li vysledek, dostaneme,
n=1

o0 n—1

ze fada % konverguje absolutné pro o > 1 neabsolutné pro 0 < a < 1
n=1

a diverguje pro a < 0.

9(—1)" sin? —L_
(D" sin” 50m Vyuzitim odhadu |sint| < ¢ pro

an nejdiive prepiseme do tvaru a, = I TEIeEa

Vt > 0 dostaneme

lan| < pro n > 2.

<
2nIn*(n+1) ~ 2nln’n

- o0
Rada % 3 —1— je podle cvideni 2.2.9a) konvergentni a tedy dand fada konverguje

—~ nlnn
absolutné.
(o]
Ponévadz plati n — Inn < n pro Vn € N, je ni{nn > % a fada Y, ninn diverguje.
n=1
Déle
Inn
n—lnn=n{l—-—| — 4+
n n—oo
a tedy nan;o —— = 0. Predpokléddejme, ze

1 1
< .
(n+1)—In(n+1) ~ n—Inn

Tato nerovnost je vSak ekvivalentni s nerovnosti

1 1
ln(n+ ):ln<1—|—>§1,
n n

S} n
ktera plati pro vSsechna n € N. Odtud plyne, ze fada » T(ngn konverguje neabsolutné.
n=1
Je sice lim 2n — 0, ale ponévadz
n—oo
In’n _ 1
—— > — pro Vn > 3,
n n

o0
je fada lnjl" divergentni. Jestlize predpoklddame, ze
n=1

In(n +1) < Inn

n+l1l — n

b

dostaneme po odmocnéni ekvivalentni nerovnost

1 1 1 T T
In(n +1) < =2 neboli In(n +1)V" <InnV"+ tedy (n+1)V" < nVrFL

Vn+1l = yn’
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Povysenim této nerovnosti na y/n dostaneme déle
VT n+1\" RV
(n41)" < pV™WVnHl — ™ g tedy ekvivalentné (+) < pVAFTEVE
n

Tato nerovnost je vSak splnéna pro vSechna dostatecné velka n, ponévadz

. n+1\" ) _ N
lim =e, zatimco lim nv»Fitven = 4o00.

n— 00 n n— o0

Dana tada je tedy neabsolutné konvergentni.

[e.e]
2. Rozhodnéte o konvergenci fady > a,, je-li

n=1
(a) a, = % [konverguje neabsolutné; uzijte Leibnizova kritéria |
(b) an, =22 0 e R [konverguje absolutné; uzijte odhadu |sinnal < 1]
(¢c) an, = (71);# [konverguje absolutné; uzijte d’Alembertova kritéria ]
(d) a, = W‘2§+§(n+3) [konverguje absolutné; uzijte cviceni 2.2.8b) |
(e) an, = % [ konverguje absolutné; uzijte odhadu |arctgt| < Z pro Vt € R|
) an = m(gi)::m [ konverguje neabsolutné; uzijte Leibnizova kritéria ]
_ (cyt i
(g) an = VT diverguje; ukazte, ze nh—{%o ay # 0}
(h) a, = % [ konverguje absolutné; uzijte d’Alembertova kritéria ]
(i) an = % 32"“ [ konverguje neabsolutné; uzijte Leibnizova kritéria ]
() an = % [konverguje absolutné; uzijte d’Alembertova kritéria]
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Kapitola 3

Realné funkce jedné realné
promeénné.

1. Najdéte funkéni hodnoty

W O f(a) St 1)+ 15 (3).

?%yj&hf@)zili.
b).ﬂ_4ﬁf@4%f(—;),fﬂ%f@mﬂ%f@ﬂﬂhﬂ—x%f<;>,
kde
2 — |z| pro —l<z<2
f(z) = 1 pro r< -1,
0 pro x>2
Reseni:

(a) Je zfejmé, ze

1—(-z) 14z 1—(x+1) -z
0)=1, f(-a)= - , 1) = -
O =1, foa) = T = Ty fe ) = T ~ 51
l—z 2 1 1-2 z-1 1 O
1= 1= S o - -
@)+ Tta 1+’ f(m) 1+1 o+l fa) 52 1-w
(b) Nac¢rtneme-li si graf funkce f, je okamzité vidét, ze Obrazek

2—|—z|=2—]z] pro —-1<—-x<2,
fl=z) = 1

tedy
pro
0

neboli r>1,
tedy

—x < —1,
r < —2.
Graf funkce f(—z) je na nésledujicim obrazku. Obrazek Funkéni hodnota f (1) nenf

—2<r<l1,
pro

—x > 2,
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definovéna pro z = 0. Déle plati f (1) =2 — |1| pro =1 < 1 <2, neboli

1 1 1

2—= pro 0< £ <2, tedy x> 3,

f(1> 2—&—% pro —1<%<0, tedy r<—1,
z 1 pro % < -1, neboli —1 <z <0,

0 pro % > 2, tedy 0<x§%.

Graf funkce g(x) = f (%) vypadd nédsledovné. Obrazek

2. Najdéte funéni hodnoty
(a) £(0), f(1), f(2), f(=2),f (=3).|f )], fle+2), f2) + 2, f (3) . jeli f(z) = £33
|: ’ 1 O 4 5’1’w+3’w3f1’1x+21m:|

(b) f(3), f(a) + f(=a), f(b) =1, f(b—1), je-li f(z)=(1+x)* —(1—a)*
[240,0,8b% + 8b — 1,80% — 24b + 32b — 16 ]

©
P S0 (5 ) 1007, fa =15 (5 ). e

| 2z —|z| pro x> -1,
f(z) = { 27+l pro x < —1.

Nacrtnéte si grafy funkei f(z), f(x — 1), f (%) .

pro T < —1,

P o8l

8
+
-

1 3 20c—1)—|x—1] pro x>0,
—;1; —=;1;2007; ( )~ | 2
8 2 2% pro z <0;

8

pro —1<z<0,

1
P pro x> 0.

3. Bud'te f(z) = 2® — x, g(z) = sin 2z. Najdéte hodnoty

(a) f(9(%)) =&
(b) g(f(1)); [0]
(c) 9(f(2)); [sin12]
(d) flg(@)); [ — sin 2z cos? 2z |
(e) f(f(x)); [x9—3x7+3x — 223 —|—x]
() fOFFA))); [0]
(8) 9(g(2)); [sin(2 sin 22) ]
4. Budte u =sinz,v =logyx,w =1+ x,y = l ,z = v/z. Najdéte slozené funkce
(a) uovowoyoz {sinlog21%}
(b) zoyowovou [/Hlolgm:|
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(c) woyowvozou {1—‘_103;2%}

(d) yovozouow [1:|
log,

\/sin(1+z)
5. Najdéte funkei f(z), je-li

a) f(l‘+1):x2—3x—|-2; b) f(l‘—‘y—i):xQ_;’_;’x;éO; c) f(x2)21—|x‘3.

Reseni:
(a) Ozna¢ime-li x + 1 = ¢, potom
f@)=(t—1)2?=3(t—-1)+2=1t>—5t+6, tedy f(x)=az*—5z+6.

(b) Analogicky, je-li t =z + %, potom

1
t2:x2—|—;—|—2 atedy f(z)=ax%—2.

(c) Je '
f(z?) =1—|a:|3:1—(x2)% atedy f(z)=1-x3.
6. Najdéte funkci f(z), je-li
(8) fla—2)= gy o # -1 [, 0 # 3]
(b) f(1) =2+ VI+aZ, z#0; [§+“‘;ﬁ2,x¢o}
(c)f(H%)sz,mé—l; [(1:5)2,337&1}
(d)f(ifi)::c,:c%fl- [}_;,x¢1]

7. Najdéte funkci y jako fetézec zakladnich elementarnich funkei, je-li

/ 1-3 1+29
a) y=3cts I+ o b) y=In Ve + V/3arctg 1+2ya
1+ Y+ Va2

:| arctg 2z

arcsin(sin? z)

c) y={

arccos(cos? x)

ResSeni:

(a) Vngjsi funkee je ziejmé f(u) = 3%. Dalsi funkce v poradi je g(v) = arctgv, pak
h(w) = y/w. Pod odmocninou je soucet, neboli ¢(z) = 1 + 22, kde z = Inx. Hledany
fetézec je tedy

y=3% u=arctgv,v=yw,w=1+2?,z=Inz.

(b) Dand funkce je souctem dvou elementdrnich funkci, neboli y = y; + y2, kde
y1 = Inu, yo = V3arctgv. Dile v = Tour =1—t,up = /5,5 = 14t + 2,
v:%(l—i—%),t:%.
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(c) Funkee je tvaru y = [f(2)]°", kterou vyjadiime nejdiive pomoci exponencialni funkce
ve tvaru
[f(l,)]g(z) _ eln[f(r)]g(m) — 9@ lnf(gc)’

tedy v nasem ptipadeé je
2 arcsin(sin? x)
arctg "z In arccos(cos2 x) .

Odtud plyne, ze y = e*, kde

arcsint .
t=a?,z=0%, a=sinz, 3 =cosz.

uw=v’lnw, v=arctgx, w= ,
arccos z

8. Vyjadrete funkci y jako fetézec zakladnich elementarnich funkci, je-1i

(a) y =sin (1—|—2ch\/3—tg22x) ;
[y=sinu,u=1+2chv,v=yw,w=3—1t>,t=tgz, z =21]
3

(b) y:ln(ln2 (1n3x)) ; [y=lnu,u=v*, v=Inw, w=2%, 2=Inx]

Pozndmka: Oznacime-li h(z) = In(In*(In® z)), filz) = Inz, folz) = a2,
f3(x) =23, potom je h = fio fao fiofzo fi.

() y= o+ o+ Vs y=Vi.u=c+ i, v=a+ 7]

Poznamka: Oznacime-li

h(z) =\[z+ 2+ vz, s(u,v) = utv, so(f,g)(x) = f(x)+g(z), q(z) = Vo, r(z) =z,

potomh:qoso(r,qoso(nq)).

(d) y = (sinz)*" . [y=€“,u=cosz-Inv, v=sinz]

9. VysSetfete monotonnost funkce f(x), je-li

ar+b

—— , a,b,c,d, jsou konstanty, z € R,cx+d #0;
cx+d

a) fle)=2®,2€R; b)) f(r)=

¢) f(x)=2x+sinz,zeR.

ResSeni:

(a) i Jeliz € (0,400), 1 < z2 dva libovolné body tohoto intervalu, potom je zfejmé
2?2 < 23 (ndsobeni dvou souhlasnych nerovnost{ mezi nezdpornymi éisly) a funkce
f je rostouci na intervalu (0, +00).
ii. Pro # € (—00,0) a libovolnou dvojici bodi x; < 2 tohoto intervalu plati
—r1 > —x9 a tedy 27 = (—x1)? > (—12)? = 23. Funkce f je tedy klesajici
v intervalu (—o0, 0).
(b) Je-li ¢ = 0, pak dostaneme linedrn{ funkci y = ax+ (a =5,8= %) , kterd je rostouci
pro a > 0 a klesajici pro a < 0 (grafem je piimka).
Necht ¢ # 0. Potom piepieme f(z) do tvaru

Sex+d)+b—% o  ad-be

&) = T T dmrd)

Je-li ad — bc = 0, je f konstantni a neni ryze monotonni.
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i. Bud ad —bc >0,z <z < —% dva libovolné body. Potom je
A4 ed < Pxo+ed <0
a tedy

1 1
c(ezy + d) ~ clexa +d)

Odtud
a ad — be a ad — be

¢ cexy +d) <z” c(cxe + d)

a f je rostouci v intervalu (—oo7 —%) .
Pro —% < @1 < xg plati 0 < 2x1 + cd < xo + cd a tedy

a  ad—bc <g_ ad — bc
¢ clexr+d) ¢ clexa+d)

a f je rostouci i v intervalu (—%, +oo) .
. . . -« . Y . d
ii. Pro ad — bec < 0 lze analogicky ukazat, ze f je klesajici v intervalu (—oo,—;)
a v intervalu (—g, +oo) .

Poznamka: Vyse uvedeny vypocet si muzeme usettit, jestlize si uvédomime, ze grafem
funkce f je hyperbola s asymptotou x = —%. Je-lic# 0, ad—bc > 0, pak f nenf rostouci

vD(f)=R-— {—%}!!
(c) Bud'te z1 < wo dvé libovolnd realna &isla. Ukdzeme, Ze f je rostouci, tedy

2x1 4+ sinxy < 2x9 + sin zs.

Pokud toto plati, plyne odtud, ze

To — 21 T2 + 71
0s

0.
5 ST 7

2(xg — x1) + sinxs —sinxy > 0, neboli 2(xs — 1) + 2sin

Vyuzitim nerovnosti |sint| < |t| Vi € R — {0} dostaneme, ze

. Ta— X1 T2 + 21
2 [sin 2 cos 5 < Ty — X1

a dand nerovnost plati.

Poznamka: Ovéfovani monotonie z definice je pomérné nepifjemné a budeme se
mu snazit vyhnout. Efektivni zpusob ur¢ovani intervali monotonie funkce poskytuje
diferencidlni pocet.

10. Vysetfete monotonnost funkce f(x), je-li

(a) f(z) =23,z €R; [rostouci v R ]

(b) f(x) =ax+b, a,b konstanty, x € R; [rostouci pro a > 0, klesajici pro a < 0]
(¢) f(z) =ax?+bx+c, a,b,c konstanty, x € R;

[pro a > 0 klesa v intervalu (—oo, —%) a roste v intervalu (—%, +oo) ,

b

» 7 2a

pro a < 0 roste v intervalu (foo ) a klesa v intervalu (f%, +oo) ]

(d) f(=z) = 1_;62 ;@ € (0,400). [ klesajici]
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Poznamka: Funkce f(x) = 1;””2
— {0} = (—00,0) U (0, +o0)!!

(=00,0) i v (—00,0), ale neni klesajici

11. Najdéte defini¢ni obor funkce

d)

2)

T 5z — 22

= b :10 5 C
RN ) v=yle )

y:ww; e) yzln(sinﬁ); f) y = Vsin2z + Vsin 3z.
sinz — cosx x

y = logcosz;

Reseni:

(a)
(b)

Aby dany zlomek i odmocnina byly definovény, je t¥eba, aby 2 — 3z + 2 > 0. Tato
nerovnice m4 fesen{ M = (—o0,1) U (2, +00) = D(f).

Aby dand odmocnina méla smysl, je tfeba, aby

_ p2 _
T >0, neboli T -

log

> 1.

Odtud dostaneme nerovnici #? — 5z + 4 < 0, kterd m4 feseni M = (1,4) = D(f).

Aby logaritmus byl definovan, musi platit cos z > 0. Jestlize si predstavime graf funkce
y = cosz, je cosx > 0 pro x € (*% +2km, 5 + 2k7r), kde k € Z. Hledany defini¢ni
obor je tedy

M= kLeJZ (——+2lm +2k7r)

Dana odmocnina je definovana, je-li % > 0. Tato nerovnice je vSak ekvivalentni
s nerovnici

(sinx + cosz)(sinx — cos ) = sin® x — cos? 2 = —cos 2z > 0, sinz # cos z,

neboli cos2x < 0, sinz # cosx. Z prubéhu funkei sinx a cosz plyne, ze
2x€<2+2k7r —|—2k‘>

tedy defini¢ni obor je

M = U< + km, +k7r>

keZ

Vzhledem k defini¢nimu oboru logaritmu musi platit, ze sin T > 0, tedy
— € (2km, (2k+1)m) pro k € Z.

Odtud plyne, ze 2k < 2 < 2k+1. Bud k = 0, potom je 0 < 1 < 1, neboli z € (1,400).
ProkeZ— {0} jex € (2k+1’ 2k> Shrnutim dostaneme, ze definiéni obor f je

11
M= L ) U, +oo).
U (2k+1’2k) U (1, +o0)

keZ—{0}

Jestlize defini¢ni obor nacrtneme, dostaneme nésledujici obrazek.
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(f) Uvazme zatim jen interval (0, 27). Potom musi platit sin 2z > 0 A sin 3z > 0. Tedy

2z € (0,m) U 2m,3m) A 3z € (0,m) U (2w, 3m) U (4, 5m).

re (0D u(nS) A re D u(Ea)u ().

Odtud

neboli z intervalu (0,27) patii do

definiécniho oboru dané funkce mnozina

(0,2) U {r} U (4, 3) . Definicni obor dané funkce je tedy

37 2

M= U <2k7r, 6k3+17r> U{(2k+ 1)} U <6k+47r, 4k+37r> .

keZ

12. Najdéte defini¢ni obor funkce

(a) y= 15

(b) y = Inw +3):
(c) y=+5—2a;
@) y= V3T —7;
(e) y = arcsin 122 ;
(f) y=In32=4;

(i) y = Vsinz + V16 — 22;
() y=In x?—ﬁaj+24 —Va+5;
_ r—2 1—x .

k) y= a7 T itz

(1) Y= ln(l1 x) tv I+2’
(m) y =log[l — log(z? — 5z + 16)] ;
(n) y = arcsin 12_%3 :

(o) y =3 —x + arcsin 3’5295 ;

(p) y = arccos 2_‘_5% ;

(@) y=/sinyz;

) y = log, logglog, x;

) y = lnsin(x — 3) + V36 — a2;
v 1 .

) y=+Vzx 3+ 2+ i

) y = Vcosx?;

(v) y = arccos(2sinx);
(w) y = VIntgz;
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U (2km, (2k + 1)77)}
keZ

U (—g + 2k, 2k7r) U (216717 7+ 2k:ﬂ')
kEZ

[ —

[(=4,—7)U (0,7

~

[(4,5) U (6+00)]
[0]
[(=2,0)U(0,1)]
[(2,3)]
[(-3.1)]
[{(~1,3)]
[ U (2km, (2k + 1)7r>}
kEZ
[ Ej (4k2m?, (2k + 1)27T2>:|
k=0
[ > 4]
[(3—2m,3—m)U(3,6)
[(_17 1> U <2’ 3)
7. VD5 < ol < RT3

]
]
]
[kLEJZ<—g +km, % +k7r>}
|



(x) y=logcoslnz. [ U (eéllczlﬁ,eélgﬂﬁ)}

kEZ

13. Najdéte obor hodnot funkce

a) y=V2+z-—a?; b) y=In(l-2cosx); ¢) y = arcsin (1og1%) '
Resent:

a) Proz = —1 a2 =2jey=0. Jestlize pfepideme trojélen 2 + z — 22 do tvaru
(a) jey X

1 1 9 /1 2

je vidét, ze nabyva nejvétsi hodnoty pro z = % (grafem je parabola s vrcholem V/ [%, %]
oteviend dolu). Odtud plyne, ze oborem hodnot dané funkce je interval <0, %) (% = %) .

(b) Funkce 1 — 2cosz nabyvé své nejvéts{ hodnoty napf. pro z = 7, kde y(7) = In3.
Déle je napi. 1 — 2cos § = 0 a odtud plyne, ze oborem hodnot dané funkce je interval

(—00,In3).
(c) Ponévadz je funkce log {5 rostouci s oborem hodnot (—oo, +00), plyne odtud okamzité,
ze dana funkce ma obor hodnot <—g, g> .
14. Najdéte obor hodnot funkce
(a) y=—222+x+1; [(—o0, 2)]
(b) y=lz—1]|, z€(0,5); [(0,4); v a) ab) si naértnéte grafy danych funkef]
(¢) y= 12;4 , € (—00,0); [(—oo, —4); uzijte grafu funkel y =2,y = %
a nerovnosti I2;4 < —4 pro z € (—00,0)}
(d) y= 7122i9 ; {<—%7 1) ; uzijte nerovnosti 122‘;?9 < %}
(e) y=+/xz(4—2x); [(0,2); nacrtnéte si graf funkce z(4 — z)]
(f) y = L7222 [<—2,2>; ukazte, 7e — 2 < LF2=2 < 2]
(g) y=1logs(h+ 4z — 2?); [(—00,2); nacrtnéte si graf funkce y =5+ 4z — z? |
(h) y = arccos 71_%22 . |:<O,7T>; ukazte, ze —1 < 1_?_22 < 1}
15. Najdéte inversni funkci k funkci
9 1—=x
a) y=ax°—2zx,x € (—00,1); b) y= , T #E—1; c) y=shx,zeR;
1+z
d) y=thz,zeR; e) y:251n3x,x€<—%7%>; f) y:2sin3x7x€<%,g>;

x pro z € (—o00,1);
),x;é(); h) y=< 22 pro =€ (1,4);
27 pro z € (4,+00).

™

) t (—**
=cotgr, z €
gy gL, 29
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ResSeni:

(a)

Jestlize si nacrtneme graf dané funkce (¢dst paraboly s vrcholem v bodeé [1,—1]),
zjistime, ze funkce je v daném intervalu klesajici. Inversni funkce k ni tedy existuje a je
také klesajici. Jednoduchy vypocet nynf davd y+1 = (z—1)? , nebolix —1 = —/y + 1
a hledand inversni funkce je

y=1—+vzx+1 pro z € (—1,400).

Funkce y = % neni sice ryze monotonni ve svém defini¢nim oboru, ale je prosta,
ponévadz z rovnice

11—z x—1 2

T 14z z+1 +:v+1

Y
lze jednoznacné vypocitat

2 1—y
€r = —1:
y+1 1+y

Hledand inversni funkce je tedy

pro kazdé y # —1.

_1—x
T l4x

Yy ,Z‘;é—l,

tj. funkce ptivodni. Jak poznate z grafu funkce f, ze f~! = f?

ef—e ”

5— je souctem dvou rostoucich funkcei, je sama rostouci v R

Ponévadz y = shx =

a funkce k nf inversni je také rostouci. Jestlize fesime rovnici y = ¢=*— vzhledem

k x, dostaneme kvadratickou rovnici pro e* tvaru e?* — 2ye® — 1 = 0, kterd méd dva
koteny (e”), , = y£+/1 4+ y2. Vzhledem k tomu, ze e” > 0 pro vSechna z € R, musime

vylou¢it zdporné znaménko. Odtud z = y + /1 + y? a hledand inversni funkce je tvaru

y:ln(x+ 1—|—J:2> ,r€R.

Rovnice y = gjj_ﬁif = izj—;} mé pro y € (—1,1) praveé jedno feseni e?*(1 —y) =1+ vy,
tedy z = %ln }fz ; pro y € (—oo,—1) U (1, 400) Feseni nemd. Tedy hledand inversni
funkce je
1 1+=x
=—1 —1,1).
y=imi ey
T T

Ponévadz funkce y = 2sin3z je pro # € (—%, %) rostouci (nacrtnéte si graf) a jejim
oborem hodnot je interval (—2,2), dostaneme okamzité, ze

1
% =sindzr, x = garcsin%

a hledand inversni funkce je
1 T
= —arcsin =, x € (—2,2).
y=garcsing, o ( )
Funkce y = 2sin 3z je na intervalu (%, Z) klesajici (nacrtnéte si opét jeji graf) a plati
. ™
Yy = 2sin3x = 2cos (3x — 5) .
T T

Déle pro x € (£,%) je 3z — % € (0,m), kde je inversni funkei k y = cosz funkce

y = arccos z. Odtud jednoduchym vypoctem dostaneme, ze inversni funkce ma tvar

1
y:%—i—garccosg, x € (—2,2).
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(g) Funkce y = cotgz jeproz € (—%,%) , * # 0 prostd a existuje k ni tedy funkce inversni.

Pro z € (0,%) je ekvivalentné = arccotgy a pro z € (—%,0) je
™
y = cotgr =cotg(zx +7), v+ 7€ (5,7r) ,

tedy ekvivalentné x = arccotg y — m. hledana inversni funkce je tedy tvaru

| arccotgx —m pro z € (—00,0),
- arccotg x pro x € (0,400).

(h) Nac¢rtneme-li si graf dané funkce, zjistime, Ze tato funkce je rostouci pro z € R a odtud
dostaneme, ze inversni funkce je tvaru

x pro z € (—o0,1),

Y= Ve pro z € (1,16),
logox pro =z € (16,400).

16. Najdéte inversni funkci k funkci

(a) y=2x+3,2€R; [y=4(z—-3),z€R]
(b) y=10*"! x e R; [y=1logz —1, xG(O +00) ]
(c) y=1+log(zx+2), z € (—2,4+00); [y=10""1-2,2€R]
(d) y=log,2,z>0,x#1; [ =23 x%()]
e) y=chr,r € R; mversni funkce neexistuje pro x € R, ale
h R i i funk istuj R, al
pro z € (—00,0) je y =In(z — Va2 —1) , z € (1,400)
pro z € (0,+00) je y =In(z+ Va2 —1) , z € (1,400) ]
(f) y =cthz, z #0; [y—%l il,ace(—oo,—l)u(l,—i—oo)}
(8) y =375 € R; [y—logsl%"” ze (- 11)}
Yy = 4 arcsin —x¢,rxe(—L11); mversni funkce neexistuje pro = € ale
h 4 iny/1 2 1,1 i { funk istuj —1,1), al
pro z € (—1,0) je y = —cos§, x € ( ,27?}
pro z € (0,1) je y =cos%, z € (0,27) |
i) y=3cos%, z € (0,27); y =2arccos L, x € ,
i) y=3cos 2 0,2 2 z -3,3
(j) y=3cos 5, x € (2w, 4m); [y =3r+2arcsin £ , x € (—3,3);
uzijte identity cos 5 = sin (5 37”) ]
(k) y=3cos§,x € (—m,m); [inversni funkce neexistuje pro = € (—m,7), ale
pro x € (—m,0) je y=2arcsing —m, x € (0,3)
pro z € (0,m) je y = 2arccos £, z € (0,3) ]
1) y=tge,zc(0,m), z#7; [y =]
2x pro z € (—00,0), z pro z € (—00,0),
(m)y={ 2 pro ze(01), y={ ¥T o z€(1),
32 -2 pro € (1,+00); logs(x +2) pro z € (1,400);

nacrtnéte si graf dané funkce.

()y71+2smz+1,xe( ,gf:>U<m,+oo).

[y— m#, x € (—1,3), x #1+2sinl; nacrtnéte si graf funkce y = £

1—arcsin %5~ +1
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17. Rozhodnéte, které z nésledujicich funkei jsou sudé a které liché.

y =3z —a3; [lich4]
y=at—22%; [sud4 ]
y=a*+a"*,a>1; [suda]
Yy lnﬁ_—;; [lichd ]
y=2"7" [sud4 ]
y=sinz —cosx; [ani sudé, ani lichd]
y=r%=t a>0; [sud4]
y=I(z+V1+a?); [lichd]
y = ch(x + shz); [sudd]
y=2+2", [lich ]
y=+var—-2+x+2; [ani sud&, ani lichd]
y = 1sinel [sud4]
l—cosx

18. Bud'te f,g sudé funkce, o, liché funkce. Ukaite, ze ¢ £, f - ¢, f jsou liché funkce a

v

fExg, f-g,0 ¢, 5, %jsousudéfunkce.

Navod: Uzijte definice sudé a liché funkce.

19. Urcete, které z nasledujicich funkei jsou periodické a najdéte jejich nejmensi kladné periody.

d)

a) y=4dsinnzx; b) y=AcosAx+ BsinAz, A #0; c) y=sin|z|;

y =sin’z; e) y=sinz?; f) y=tg(z+sinx); g) y=sinz+sin(v2z).

Reseni:

(a)

Bud T > 0 perioda dané funkce. Potom musf platit sin 72 = sinw(x + T') pro viechna
z € R. Ponévadz je

T T
sinm(z +T) — sinme = 2 cos (7‘(‘3’:-‘1— 7;) sin% =0 pro Vz € R,

plyne odtud, Ze sin % =0 tedy nT = 2km, T = 2k, kde k € N. Tedy nejmensi kladna
perioda dané funkce je p = 2.

Je-li A = B = 0, je dand funkce konstantni. Je-li r = A2 4+ B2 > 0, pak existuje
wo € R tak, ze

A B
—————, COS = .
VA? + B? o VA? + B?

Stejnym postupem jako v predeslém piikladu dostaneme, ze tato funkce méa nejmensi
kladnou periodu p = ‘27”'

y = Acos Az+Bsin \x = rsin(Az+pp); je sinpg =

Necht T" > 0 je perioda dané funkce. Potom sin(x + T') = sin x pro viechna z > 0. Jako
v piikladu a) odtud plyne, ze T = 2k, kde k € N. Nyni f (—g) =f (—g + 2k7r) , .

1 =sin = = sin }—I’ = sin ’—E + ka‘ = sin <—E + ka) = sin (—E) = -1,
2 2 2 2 2
coz je spor a dana funkce neni periodicka.
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(d)

(e)

Protoze sin® z = #, je zrejmé, ze nejmensi kladna perioda této funkce je p = .
Totéz plati pro funkei y = |sinz| = Vsin® z.

Bud T > 0 perida dané funkce. Potom sin7? = 0,tj. T? = kn, T = \/E\/%7 kde k € N.

Pak
0= 1 (VATD) = £ (VAFD - T) = (VAT - V)

coz je spor, ponévadz

T VT :
O<\/E( k+ *\/E):m<\/%a SIH$2>OprO$€(O,\/7>T).

Dané funkce tedy neni periodicka.
Je-li T > 0 perioda dané funkce, pak mus{ platit pro véechna z € D(f)

sin (T + sin(x + T') — sinx)

0=t T + si T)) -t i = .
g(z+T+sin(w+T)) —tg(z +sinw) cos(z+ T +sin(x +T)) cos(z + sinx)

Odtud plyne, zZe existuje k € Z tak, ze

T T
sin(z +7T) — sinz = 2 cos (x—i— 2) sin§ =kr—T,

tj. funkce 2 cos (er %) sin% je konstantni. To je mozné jen tehdy, je-li T = 2Im,
k =2l,1 € N. Tedy nejmensi kladnd perioda dané funkce je p = 2.

Bud T > 0 perioda dané funkce. Potom plati
sin(z + T') 4 sin (x\@ + T\f?) =sinzcosT + coszsin T+
+sin V2 cos V2T + cos V22 sin V2T = sin z + sin V2.
Tuto rovnost lze splnit jediné tak, ze
cosT =1,sinT =0 azdrovenn cosV2T =1, sinv/27T = 0.
To vsak znamena, ze
T =2kr a V2T =27, kde k,l € N.

Odtud plyne, ze é = /2, coz neni mozné, ponévadz podil é je racionélni ¢islo. Tedy
danda funkce neni periodicka.

Poznamky: i. V pfedchozim ptikladu jsme uzili netrividlniho faktu, ze funkce

cosz, sinx, cos \@x, sin vV2x

jsou linearné nezavislé v R.

ii. Nechf funkce f; m4 periodu 177 > 0, fo periodu T, > 0. Potom m4 funkce f = fi + f2
periodu T' > 0, kde T je spoleény nasobek period 13,75 tj. existuji m,n € N tak, ze
T = mT, = nT,. Totéz plati i pro vice s¢itancu. Tohoto vysledku muzeme vyuzit v piikladech
20 ¢c) aj).

iii. Je mozné ukdzat, ze funkce y = sin A\x + sin pz (A, u > 0) je periodickd pravé kdyz je
podil % raciondln{ ¢islo. Je-li % € Q, pak je y = sin Az + sin pyx periodickd podle pfedchozi
poznamky. Obrécené tvrzeni je vSak podstatné komplikovanéjsi a nebudeme jej zde provadét.
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20. Urcete, které z nasledujicich funkei jsou periodické a najdéte jejich nejmensi kladné periody,
je-li

(a) y = —cos ZFt; [47]
(b) y = sin 2223 [672]
(c :smx—|—2sm2x—|—3sm3x [27]
(d) y = cos 2z cos bz [g vyjadiete soucin jako rozdil smu]
(e) y=Vigz; [m
(f tgVx; [neperiodickd

)
)
)
)
) ]
) ]
)

) ]
) ]
)

S T S N R T I
||

(g) y =sin®z + cos*x; [Z, vyjadiete sin’z a cos*z pomoci cos2z a cosdz]
(h) y = sin(cosz); [27
(i) y=co (sm x); [
(j) y=8sin % + 2cos 32 . [ ]
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Kapitola 4

Limita a spojitost funkce.

1. Pomoci definice limity funkce ukazte, ze

x2—16_

Ve+1

li =2; b li =1
2) ook 22 — Ay ’ ) ) T +1
Reseni:
(a) Mé&me ukézat, ze
22— 16
Ve>03>0Vee(d—-6,4+9),z#4, je 2—2‘<5.
x? — 4z
Ponévadz vsak
2 — 16 5 x—4 <|gc—4| 59
— 2| = ro x
2 — 4x T 2 P ’

plyne odtud,ze jakmile 0 < |x — 4] < § < 2, potom staci volit 6 = min(2e, 2), aby

1)
—2 —<e.
‘<2 5

x? — 16
2 — 4

(b) Podle definice
Vz+1
vo+1

Ve>0 3L >0 Vz > L plati

1‘ <e.
Pro x > 0 je vSak

ﬁ+11‘ﬁ+1m 2\/x -
Ve+l | Vo +1 Ve T(Ve 14+ Ve 1)~

2 2
< < —.
TVrHl+Vr+1 T
Staci tedy, aby % < e. Tato nerovnost vSak plati pro z > ;%. V definici limity mazeme
tedy zvolit L = ;%.

2. Pomoci definice limity dokazte, ze

(a) 111{1 V1-a2=0; {volte napiiklad § = min (%, 2) }
(b) ilgi ﬁ =100, [Staéi polozit § = \/%}
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3. Ukazte, ze nasledujici limity neexistuji

. o] .
a) lim —; b) lim sin —; c¢) lim cosz.
rz—0 x z—0 x T——+00

ResSeni:

(a) Z grafu funkce y = 1 je vidét, ze

(ovétte toto tvrzen{ téz pomoci definice), tedy dand limita neexistuje.
(b) Zvolme

1 2
p=—, by=——"—""—, VneN.
"Tnm " (dn+ D7
Potom je lim a, = lim b, =0, ale
n—oo n—oo
1 dn+1
sin — =sinnm =0 =; sin — :sinu =1,
a’l’L n
tedy neexistuje ani lim sin <.
z—0 x
(¢c) Jestlize zvolime a,, = 2n7, b, = 2"2“77, potom plati nlgrolo ap = nhﬁn;() b, = +o0, ale

cosa, =1, cosb, =0, tedy dana limita opét neexistuje.

Poznamka: Je mozné ukézat, ze pro libovolnou periodickou funkei f, ktera neni konstantni,
neexistuji lim f(z) ani lim f(z).
r——+o0 Tr— —00

4. Ukazte, ze nésledujici limity neexistuji.

. 1 . .
a) iIL%W’HEN’ b) zhﬁm%tg:z:, c) ili%cotgx,
Va2 1
d) lim v ; e) lim arctg —.
rz—0 X z—0 xT

Navod: Ukazte, ze jednostranné limity jsou v danych bodech ruzné.

5. Vypoctéte

271 1 571 5 10072 1

a) limxi; b) lim( tao) -+ I); c) limw;

z—1222 —x — 1 z—0 $2+$5 r—1 $5O—2$+1

. 3 1 Lo =1 . 2% —4
9 iﬂ{m*w}’ © M pemneNs D ey
. Vo2 +1— V22 -1 42 + a3 + x4 . . vVt +6—x
g) lim — - ; h) 1 ;i) lim ———r.
z—too /zd 41— vt -1 z—+00 x? +4 z——oo /gt + 24 1
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2 _
Rk SN C I C ) U b SR

e—1 222 —z—1 251 (z—1)2z+4+1) 2-12z+1 3

b) Pouzitim vzorce pro (a + b)® dostaneme
p

(14 z)® — (1 + 52) 1+ 5z + 1022 + 1023 + 52* + 2° — 1 — 5z

Jim, 22 + 25 = lim 22(1 + 29) =
.10+ 10z + 522 + 23
= lim =10.
z—0 1423

(¢) Analogicky jako v predchozim piikladu plati

; 2100 _ 90 4] - 299 498 g2 +xz—1 98 49
jm &2 2 -
201 0 _2p 11 a4 48 4 a2 fg 1 48 24

(d) Je
S —
lim i_ﬁ_# — lim 3—zt—x—-1 lim 1-z)2+=x) _
a—1 | 1—23  z-1 a—1 (1—2)(1+z+22) 21 (1—2)(142z+2?)
(e) Plati
m _ _ m—1 m—2
lim T gy @ DEMT A2 g ) m

a—1 2" —1  a—1 (z—1)(a" 142" 2+ +x+1) n’
jestlize vyuzijeme vzorce pro rozklad rozdilu a® — b* , k € N.

(f) Jako u limit posloupnost{ vydélenim ¢itatele i jmenovatele nejvyssi mocninou ve jme-
novateli dostaneme

4

lim —— = lim —%
z—4o0 32 —x —2 z—+oo ] — x%

g1 |

(g) Vydélenim citatele i jmenovatele 2z dostaneme

1
i V922 +1— Va2 -1 \/9+ \/ P
1m =
a—too Yt 1Yzt —1 a:~+oo \/1 L \/1 1
xT

T 5

(h) Analogickym postupem dostaneme

1
) 4x2 + 13 + 24 ) Atz
lim = lim Y—— = /5.
r— 400 .1'2 + 4 r—+00

(i) Jestlize vydélime citatele i jmenovatele =, dostaneme

22 +6—zx Va6 _ g —/1+ 5 -1
lim ———— lim ——2—— im ——

= = lim

T— —00 ,5/334 +24x zj»IJIrloo Y a:;+2 +1 r——+00 2 + 2 1
\/ T

(Je z < 0).

44



6. Vypoctéte nasledujici limity

(a) lim 242 [9]
(b) lim 2t (1]
(c) lim =rbpemtie 2]
(d) lim =5 [—3]
() lim £=8242, 2]
() lim 252343 (1]
(s) lim =gt [4]
(h) Jiny =t 2]
(i) lim 618%5;1“; [6]
T3
(i) lim 22 [4]
(k) lim £=22=L; [3]
() Jim, 2= [ %]
(m) lim {2 + b } s [-1]
() lim {5288+ i ) s 1]
(0) mll»rfoo (w+5)5+¥54;65)§+(w+7)5 ; 13]
(p) IETOO (%1)(%2()5(?6::;)%?;74)(%5) : [5,5]
(@ lim | [4]
() lim et 8]
() lim AT, [0]
W i VL g
(W) Jim YEAZESE, [ %]
() lim {5 o) 3]
(w) Jim {52+ =) 5]

N4évod: V prikladech d) - 1) rozlozte ¢itatele i jmenovatele na soucin, v pifkladech m) a n)
sectéte prislusné zlomky, v piikladech o) - u) vydélte ¢itatele i jmenovatele nejvyssi mocninou
ve jmenovateli, ve cvidenich v) a w) seCtéte piislusné zlomky.
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7. Vypoctéte

2) lim Ve+11 -2z -1 b) lim T - V1i—-z2-3
i ; m = e
S | v—=8 24 {x

z—5 x2 —25 ’

T+ - 2T —x L V1422 -1 -2z . V32 +zr—2
d) lim ~ ; e) lim ;o ) lim ———;
z—0 T+ 2Vt z—0 T+ 2 z—0 x

W — 1 k
2) 1irn\/E ,n,k € N; h) lim noo__F ,nkeN;
r—1 \k/ifl r—1 —

D VOt A e A
i im — ;
xr— —00 ’/1‘2—2—‘1-.’17 r—-+o00 1— 5 1_5

k) lim (€/x3+3x2+4mf€/x373:c2+4); 1) lim <€/x3+3x27\/x272x).

r— 400 r— 400

ResSeni:

(a) Jestlize doplnime c¢itatele na rozdil étverct, dostaneme

lim \/x+11—2\/x—1_hm —3(x —5) _ 3
T—5 2 — 25 2=5 (z — 5)(z +5) (Vo + 11+ 2yz — 1) 80

(b) Doplnénim jmenovatele na rodil tfetich mocnin dostavdme

=3.

. (YT +a) + YTFa+1)
lim ——— = lim
220 YTtz —1 a—0 T
(c) Plati
. V1—-2-3 ) —(z+8)
lim ——— = lim
e——8 2+ Yz e—=8 (24 Yz) (VI -2 +3)

—@+ ) (VP —20m+4)

= lim = — -2,
=8 (24 ¢z) (V1—2+3) 6
jestlize vyuzijeme vzorce a® + b® = (a + b)(a® — ab + b?).

(d) Doplnénim ¢itatele na rozdil tfetich mocnin dostaneme

M- 2T —x
lim 5
z—0 T+ 2Vt

2 2

a=0 1 (1 4 2/7) (\3/(27+ 22+ 2T — a2 + (27 - x)2> 27
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(e) Danou limitu pfepiSseme do tvaru

Vita?-1+41-V1-2 m—1+1, 1-y1T-2x

li =
220 2(z+1) 20 2@+ 1) em0 z(z+1)
22
= lim +
=0 x(l—ﬁ—x){i/(l—f—x?)z—&— \3/1—|—x2—|—1}
2z 1

lim ==
%Ox(1+x){é/(1—2x)3+\/1—2x+\‘71—2x+1} 2

vyuzili jsme rozkladu vyrazu o — 33, resp. o — 8% na souéin.

(f) Doplnénim ¢itatele na rozdil a® — 3° dostaneme
L3242
lim ——————— =

x—0 x

1
= lim i ——

a0 4 { B2 a) 23/ (32 + 2P +43/(32+ )2 + 832+ + 16} 80

(g) Rozkladem vyrazu of — 8P (p € N) na soucin dostaneme

; VT —1 ; (x—l)(\k/:vk*1+\/kx’“*2+~~+\"/5+1) k
11m = l1m = —,

YRl e ) (Ve T ek Y l) T

(h) Limitu vypo¢teme nejdiive pro k = 1. Plati

n 1 . n—(l+a+---+a"1)
-2 l—-zf oo1(l-a)Q4z+---Fan-l)

lim
x—1

— lim (171’)4’(17552)4,4,(17:67171) B
el 1—z)(1+x+-+zn 1) =

I+(1+a)+-+(1+z+--+a2"?) 1+2+--+(Mn—-1) n-1

= lim =
z—1 1+z+---+an! n 2
podle vzorce pro soucet prvych n ¢lenu aritmetické posloupnosti a rozkladu vyrazu
1—2" ¢=2,...,n na soucin. Pomoci tohoto vysledku dostaneme

. n k . n 1 k 1
lim — —— = lim — — — —
z—1 |1 —2an 1—2k a—1||1—2" 1—2 1—2zF 1-—2

n—-1 k-1 n-—k

2 2 2

(i) Platf

VrZ+1d+x . 14(\/1}2—2—.%‘) . 1_9722—’_1

lim = lim =-7 lim ——— = -7,

200 iR 2tz w—eo —2(va? 1 14— x) N T

jestlize nejdiive doplnime citatele i jmenovatele na rozdil ¢tvercu a pak je vydélime —zx.
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(j) Zavedenim nové proménné % = t dostaneme

. \/ \/ Vi+4t—v1+3t . YI+4t-1
lim fl li

m Y 4
r—-+oo / =0y 1- Y1-5f  —0s1— Y15t
I

i 4t(1+\5/1—5t+€/(1—5t)2+\5/(1—5t)3+\5/(1—5t)4>

T o, 5t (/0407 + YT+ A+ 1)
ot (1 VTs 507+ Y57+ /A -507) 4 5 7
= 5t (1+\4/1+3t+ \4/(1+3t)2+\4/(1+3t)3) T34 12
jestlize piislusné rozdily dopliiujeme postupné na o — 83, a* — 5* a o® — 3°.
Poznamka: Vypocet muzeme zkratit, jestlize si predem vypocteme }gr(l) @ pro

neN, n>1,a€R, a#0. Plati totiz

V14 at—1 . at «
lim = lim — — = —
=0t SOt tat) T (1 +at) T 1] T
a odtud
i ST +4t— V143t i J1+4t—-1 J1+3t—-1 —t
1m = |1m — . —
=05 1— Y1—5L 104 t t J1—-5t—1

_ (4 3\ H_T
~\3 4) -5 127

(k) Doplnénim na rozdil tfetich mocnin dostaneme

lim (\B/x3+3:r2+4rf \3/9:373x2+4> =

r——+00

lim 622 4+ 4z — 4 _
Iﬂ+m\/x3+3x2+4x) + a3+ 322 + 4z - \/.173—3.1‘2+4+\/ — 322 + 4)?

jestlize ¢itatele i jmenovatele vydélime z2.

(1) Danou limitu pfepiseme do tvaru

xr— T—+00 T—+00

322 2z
= lim + lim —————— =2,
e—too 3/(x3 +322)2 + av/ad + 322 + 22 -t x4 Va2 — 2z

Pozndmka: Predchoz{ limitu muzeme poéitat analogicky jako ve cvicen{ j). Zavedeme-
li substituci t = %, dostaneme

3 2
lim (%3+3x2—\/x2—2x)= lim x{§/1+—\/1—}=
T—+00 T—+00 T X

V1+3t—+/1-2¢

= lim
t—04 t
a pro dalsi vypocet vyuzijeme liII(l) 7vl+t°H =
t—
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8. Vypoctéte limitu

(a) lim —£=0- a > 0; [2y/a]
(b) lim 52 [4]
(c) ili%%; [3]
(@) fim 7 s
(e) lim YEFEZAY/EEL, [~

(f) lim T+2z—x2—/1+z+z? .

T2 2x—x2 ’
. /2 o

(g) lim 2V +:L’i1 2—x : 3
z—0 z 4

L
s S
~

Nl

) o G

() fim Vo 1]
() tim =42 3]
(k) lim YERZVEZE €N, 0> 0; [Qnﬁ}
() i{l})w,m,neN,a,ﬁeR; [%_g]
(m) lim (Va? —1-Va?+1); 0]
(n) lim (VAz* + 1322 — 7 — 22?) ; [13]
(o) mgrfoo(\/ +222+1— Vot —222 1) ; (2]
() IETOO x2+ \/ﬁ—x); [1]
() EEIEW(Vx4+8x2+3—\/x4+x2); 1]
() lim a? (Vat+ a2Vt 11— Vo) ; (]

N4évod: V piikladech a) - g) doplitte rozdily odmocnin na rozdily ¢tvercu; v piikladech h) a
i) uzijte rozkladu virazii o — 32, o® — 33, o + 3% na souéin; v piikladech j) a k) vyuzijte
rozkladu o — 8% | k € N. V piikladu 1) doplitte v ¢itateli +1—1 a uzijte postupu z poznamky
k piikladu 7j); v piikladech m) - r) doplite rozdily na rozdil ¢tvercu.

9. Ukazte, ze

: I\ N
a) lim>—"=1; b) lim (1+) = lim <1+> = lim (1 +2)% =e;
- x

z—0 I T—+00 T xr— —00 x—0
In(1 v _q
¢ lim 2AED) g d) lim < =1.
x—0 €T z—0 xT
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ResSeni:

(a)

Ukéazeme nejdiive, ze Ilga % =1 (z€(0,%)).

<

Z obréazku plyne, Zze pro obsahy pravo-
thlych trojuihelnikt s vyskami sin x

a tgx a pro obsah kruhové vysece,
odpovidajici oblouku z plati

1. 1 1 sinz tgx
—sinzxcosx < —x < — - ,
2 2 2 cosx

sin x
neboli po jednoduché tpraveé

1 0 Ccos T 1 Z
- < .
sinz ~ cosx

cosT <

Ptrechodem k pfrevracenym hodnotam
dostaneme déle

1 sinx
>

cosr oz

> cosx.

Ponévadz lirg cosx = 1, plyne odtud, ze
r—U4

lim ST — 1. Funkee f(z) = ¥2£ je sudd a odtud dostaneme, ze
T—U

. sin . sin x
lim = lim
x—0_ €T z—04 X

=1

i. Bud {x,}5%, libovolnd posloupnost takovd, ze x, — +oo a oznaéme k, = [z,].

n—oo

Potom pro vSechna n € N plati
kn <xp <knp+1

a odtud pro dostatec¢né velka n

1+

1 1
<1 — <1 —_
1o o s,

k x kn+1
1 " 1 " 1\
1 <(14— <|(14— .
() =(e5) =(0+7)

(Nejmensi éislo umociiujeme na nejmensi exponent a nejvétsi ¢islo na nejvétsi exponent.
Zaklady vSech mocnin jsou pii tom vétsi nez 1.) Limitnim prechodem dostaneme, ze

1 kn 1 kn+1 1 —1
lim (1 — tim (1 | _
nLHc}o(+kn+1) nLIEo<+kn+1> <+kn+1> ¢
i (10 2) " i (12 2) (e L) =
v k. e ko ) €

1 Tn
lim (1 + ) =e.
n—oo Tn

a0

Déle

a tedy



ii. Polozme z = —t — 1. Potom plati

1 x 1 —t—1 1 t+1
lm (1+—-—) = lim (1——— = lim (14 - =e.
T— —00 €T t——+o0 t+1 t— 400 t

iii. Je

a analogicky

z—0_ t——o0

0
lim (1—|-a:)%: lim (1+t> =e.

Odtud plyne, ze 111%(1 +1)F =e.
(c) Plati

In(1 1
lim In(1 +2) = lim — - In(1 4+ ) = lim In(1 —l—x)%.
x—0 x x—0 x—0

Ponévadz je lir%(l + x)= = e, plyne odtud, ze
xTr—

In(1
lim M =lne=1.
x—0 X
(d) Polozme e® — 1 = t. Potom je
lim &L —gim =1,

e—0 & -0 In(1+1t)

10. Vypoctéte

1- i ink
a) limﬂ; b) imw,a,ﬁeR,ﬂ#O; ¢) lim S?n z,k,nEN;
-0 z—0 sin Bx z—7 Sin ne
cos 3z — cos Tz arctg © T
lim ——; li ; f) i 2 (— - ) ;
d) xli% (L‘2 ' e) zlir(l) X ' ) xl—{n% tg xtg 4 r)
33 — 1 -3 1-—
¢) lim cos. gé; ; B lim \/COSQT' ! Jcosx ; ) lim \/cosw;
=0 gin° 2z =0 sin” z z—04 1 — cos/x
i) lim tg(a + 22) — 2tgla+ ) + tga r 2k+ 17 keZ: k) lim 1 — cosz cos 2z cos 3z '
z—0 x? 2 z—0 1—cosz
Reseni:
(a) Plati
. l—cosz . 1 —cos?z . sinz\” 1 1
lim ———— = lim ———— = lim =_.
z—0 2 2—0 x2(1 4+ cosz) 2—0\ =x 14+cosz 2
(b) Je
sin ax . sinaxr fr a «
im = lim . ===,
z—0sinffxr 2+—0 ax sinfBz B S
(¢) Polozime-li x — 7w = t, dostaneme
. sinkx . sink(t+m) . sinktcoskr . (—1)Fsinkt
lim — = lim — = lim — =lim———— =
s sinnx  t—0sinn(t+7) t—0sinnt cosnm  t—0 (—1)"sinnt
T L
t—0 sinnt n

podle predchoziho prikladu.
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(d) Pouzitim vzorce pro cos « — cos 3 dostaneme

lim cos3x — cosTx ~ fim 2sin 2x sin bz ~ fim sin 2x . sin bx 90 — 20,
z—0 2 z—0 22 z—0 2x 5z

(e) Polozme y = arctg z. Potom je x = tgy a plati tedy

. arctg x . Y
lim = lim — = lim — -cosy = 1.
r—0 x y—=0tgy y—0siny
(f) Je
in2x sin(f —=
lim tg2xtg<z—x): jm 20T (4 ) =
e 4 e—% cos2x  cos (I — )
. g cosT — @ sin sin 2x V2 . sin 2x 1
= lim . = — lim =_.
z—%  cos?x —sin’ cos (3 — ) 2 a—% (cosz +sinz)cos (§ —x) 2
(g) Plati
cos3z® -1 . (22)® 1—cos3a? 9 9
im ———— = lim ————- |1 ) = "o
z—0 gin’ 2z z—0 sin° 2% (3x3) 64 128

vzhledem k tomu, ze
(22)© . 20 \° . 1—cos3z® 1
m ———— = hm e— —_— = =
z—0sin2x =—0 \ sin 2z
podle prikladu a).

(h) Danou limitu pfepiseme do tvaru

T \/cosx — J/cosx i vecosr —1+1— cosx
im-4Y—————-—— = lim =

2 2

z—0 sin“ z—0 sin“ x
1— Ycosx 1—,/cosx
=lim — - lim — =
z—01+4cosx z—0 | 1—cosz 1—coszx

1 1 1/1 1 1
2 {m—>0 14+ Ycosz + Veos2z w—0 l—i—\/cosx} 2 <3 2) 12
(i) Doplnénim ¢itatele i jmenovatele na rozdil ¢tvercu dostdvame

5 1—+/cosx y 1—cosz 1+cosyx
im ———— = lim . =
z—0; 1 —cosy/x 2—0y 1 —cos?y/x 1+ /cosx
y 1—cosz x z(1 4 cos /)
= lim . .
e—0 a2 sin?/z 14 /cosz

(j) Danou limitu pfepiseme do tvaru

=0.

iy 80+ 22) —tg(a + ) —[tg(a + ) —tga] _

. tgla+2x) —2tg(a+ ) +tga
lim 5
r—0 €T z—0 x

1 {sin(a + 2z) cos(a + z) —sin(a + z) cos(a + 2x)
cos(a + 2z) cos(a + x)

sin(a 4+ x) cosa — sina cos(a + x)
cos(a + x) cosa

i sinz sinx
= lim — — =
a—0 22 | cos(a + 2z) cos(a +x)  cos(a+ x)cosa
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sin x cosa — cos(a + 2x) . sinz 2sinz sin(a + z)

= lim . = lim . =
z—0 1z zcos(a+2zx)cos(a+x)cosa =2—0 x xcos(a+ 2x)cos(a+ x)cosa
9 1i sinz sin(a + x) 2sina
im . = .
=0\ T cosa cos(a + z)cos(a + 2x)  cos?a

Pozndmka: Az se v nésledujici kapitole sezndmime s pojmeme derivace, uvidime, ze
predchozi limita neni nic jiného nez druh& derivace funkce tgxz v bodé a, vyjadiend
pomoci definice.

(k) Protoze plati cosz cos 2z = 3(cosz + cos3z), je déle

1 1 1
cosx cos2x cos 3z = i(cosx + cos 3x) cos 3x = Z(COS 2z + cosdx) + 3 cos? 3z

a danou limitu muzeme pfepsat do tvaru

. 1—cosx cos2x cos3x .. +(1—cos2x)+ 1(1 —cosdx) + 1(1 — cos® 3z)
lim = lim =
z—0 1 —coszx z—0 1 —cosz

I x2 1 — cos2x + 1 — cos4x + sin?3z 9
= lim . R
2—01—coszx (22)2 (42)? (32)2 2

11 9
=2(=4--441-2) =14
(321+13)

11. Vypoctéte

hm sinx .
z—too T

limsm%,aER; [a]

z—0

[0, vyuzijte omezenosti funkce sinx ]

)

)

) }LIIIO aresing [1, uzijte postupu z piikladu 10e) |
)

)

)

sin &

B ey sy o [—1, uzijte vzorce pro sina — sin 3]

: COS £—Cos 3% . 533

(e :PL% COBL—208°F [4, uZijte vzorce pro cosa — cos ]
3 sinx .

(f) lim 525

TrT—T

[ 5=, zaved'te novou proménnou ¢t =7 —x a uzijte vztahu sin(m — ¢) = sint |

[—3, rozlozte ¢itatele i jmenovatele ]

tgx—sinz ,
sindxz O’

—
[

1i
(g) lim
(h) li ZSinzer\sinzfl .

sz 2sin® z—3sinz+1"
6

(i) lim 3ne=5) .

7w 1—2cosz ?

[% , preved’te na limitu v bodé 0}

T—=3
() xlirr}r ij;g%jz ; [1, prevedte na limitu v bodé 0]
%
(k) }LIIIO #—\/@ ; [% , dopliite rozdil ve jmenovateli na rozdil étvercﬁ]
(1) lim %‘/m ; [+ dopliite citatele na rozdil étverci |
(m) xlin}r W ; [i , Pprictéte a odectéte 1 v Citateli a rozdélte limitu na 2 limity]
-3
(n) 71}3}) m%gg:fm ,peR—{0}; {% , vydélte citatele 1 jmenovatele x}
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(o) liml(l — z)tg L ; [2, polozte t =1—x]

(p) TBI-POQ (sin vz + 1 — sin/x) ; [0, uZijte vzorce pro sina — sin (3]

(q) lin% 7V1I:CC§SS;2 ; [\/? , vydélte citatele i jmenovatele x2]
Tr—

(r) lir% Sin(a+2w)_2;i;(a+w)+sm = [—sina, napiste itatele ve tvaru
€r—

[sin(a + 22) — sin(a + z)] — [sin(a + z) — sina] a pouZijte vzorce pro sina — sin 3]

: tg 2x—3 arcsin4x | 10 -~ - o

(s) ili% oo Geretg 7 [ 57, vydélte citatele i jmenovatele x]
: 2 1 . 1 .

(t) Ih_)ﬂlo { sinz sin2z  sin2 ;v} ’ [ 20 sectete oba Zlomky]

12. Vypoctéte limity

2 .2 1
2\° 24+ 1\" 1+t e
a) lim Tt : b) lim (2 + ; ¢) lim ﬁ ;
z—too \ 20 — 1 z—+oo \ 22 — 2 z—0 \ 1 +sinz
d) lim (s%na:> ,aF# kn, kel e) lim <sin+cos> ;
T—a \ SIna Tr—+00 x x
Inz—1 In (2 + €** In (1 Y
f) limu7a>0; g) im M; h) im n( +ﬁ+ﬁ>;
t—a T —aq z—+oo In (3 4 €2%) z—+oo In (1 + ¢z + /x)
. . log(x+ h)+1log(xz — h) —2logx _ . . Incosazx _
i) ilzli% h2 2> 0; j) allg%)lncosbaz:’b?éo7
) % — g% ) a® — @ (.’E + a)ac+a<aj + b)x+b
k) alrl—r{tlzixﬁfaﬁ’a>07 1) lllga I —a ,a>07 m) 2 +00 (a:+a+b)2””+a+b )
_ 1 n b n n n b n
n) lim <N> ,a,b>0; 0) lim <M> , a,b>0;
n—-+oo a n—-+oo 2
o\ L
T b T\ T T b x
D) i{%(a +3+C> ,a,b,c>0; q) i@)(iwi(p) ,a,b>0.
Reseni:
(a) Ponévadz je lir}ra 242 — 1 existuje R > 0 tak, Ze pro viechna z > R plati

2 2

3 r+2\" 3\"
< < - < < |- — 0.
0sgp-1=q »tely 0<2x—1) (4) B

Odtud plyne, ze lim (Q?L_zl)L =0.

+o0
(b) Plati
22+ 1\" 3 \* 3\ =
L <x2 — 2) = A, <1 = 2) "ot <1 T 2>
Ponévadz
22—2 a?
i (14 55) e i 5 e i (B) e

o4



Poznamka: Limitovanou funkci lze také zapsat jako mocninu o zékladu e :

2 a?
(1' + 1> z21n 2241
= e 12—2_

2 —2
Protoze
2+1
lim 22In 2?41 = lim In ;72 . 3z = lim In(1 +¢) - lim 3a? =3
r— 400 x2 _—9 z—+00 % -1 72 —9 150 L e A B

2
xr
(substitucf ¢t = —*~ podle pifkladu 9c)), mdme lim (iifé) = ¢3. Tento postup

r——+00

lze pouzit i v pitkladech 12¢) - e) i jinde.
(c) Plati

1 1t tgx—sinaz
i . sine _ \ 5 z(1fsin o)
. 1 + tg T sin . thIZ —sinax tgx—sinx
lim [ ——— = lim ) = ——— .
z—0 \ 1+ sinz z—0 1+sinx

Ponévadz

sinx

tgx —sinz cose T Sinz 1—cosx _

s—0sinz(l+sinz) «—0sinz(l+sinz) 2—0cosz(l + sinx)

)

je dang limita rovna e® = 1.

(d) Plati
) sinz—sina
. ﬁ . . ﬁ (z—a)sina
. sinz\ == . sinx — sina \ ===
lim - = lim 1+ —— — 6cotga7
r—a \ SIN Q r—a sl a
ponévadz
. . . 92
. sinz —sina 1 2sin %32 cos 232
lim - = — im =
z—a (x —a)sina  sina z—a xT—a
1 . osin® r+a
= — lim — - lim cos = cotga.
sma r—a 3627@ T—a
(e) Je

. 1 \* . . 1

lim (sin—+cos— | = lim (sint+ cost)? =
r—400 x x t—04

sin t+cost—1
. . 1 t
= lim {(1+smt+cost—1)Sint+cosffl} =e,
t—04

vzhledem k tomu, ze

. sint+4cost—1 . sint . 1 —cost 1
hm —_— = hm _— hm —_— " t .
t—0, t 0y t 204 t2

(f) Jestlize polozime ¢ = x — a, dostaneme, ze

. Inz—-lna . In{t+a)—lna . In(ft+1) 1 1
lim = lim = lim ; C—= .
T—a Tr—a t—0 t t—0 a a a

%)



(g) Plati
In (2 + 63“") . In [6390 (2673z + 1)]
w—l>r-ir-loo In (3 + 621) =

B I—1>+oo In [e2® (3e—2% + 1)] -

—3z
Bv+ln(1427%) 3+ %
= m

o0 2z +In (1 + 3e—22) = g—rtoo 9 4 In(it3e7?7) — 2

| o

m+yitym . W[VE(Eritgs)]

200 In (1 4+/Z + ¥z)  a—too ln[%(%ﬁHjL%ﬁ)]

1 1 1 In %+1+%
. ana:—i-ln(ﬁ—&-l—i-ﬁ—ﬁ) L %_,_ (\ﬁlm @ﬁ) 7ii§
= lim = lim - - =1=3
z——400 %lnx—kln (3%/54_1_’_%\/5) ;v—>+00%+ 1n<%I‘1;Tﬁ) 3

(i) Dekadicky logaritmus vyjadiime nejdiive pomoci ptirozeného logaritmu. Je-li y = log z,
Inz

potom x = 10%, tedy Inz = yIn10 a odtud logz = 5. Nyni plati

. log(x 4+ h) +log(z — h) — 2logx 1 . In(z+h)+In(z—h)—2nx
lim = - lim =
h—0 h? In10 r—o0 h?

ln (IQI_zhz) ln (1 — %i) 1 1
= - i = - i -] == .
10 oo R ST — ( 3;2) 221 10
(j) Plati
Incosax .. In(1+cosax —1)
im ———— = lim =
z—0 Incosbr  =—0 In(1 + cosbxr — 1)
. In(1+4cosax—1) cosbr — 1 . l—cosax . 1—cosax
lim - lim lim ———— = lim ———— =
z—0 cosax — 1 z—01+cosbr —1 z—01—cosbr z—01— cosbx
. l—cosazx . (bx)? a2 1 a\2 a\?2
i (L (- (3
200 (ax)? #5201 —cosbr  \b 2 b b
(k) Je
) % — g ) ealnm _ e Ina ) eozlna (ea(lnx—lna) _ 1)
mllj}[}l B — af = Ihig eBlnz _ oflna = }313}1 eBlna (eﬁ(lnxflna) _ ]_) -
a(lnz—Ina) _ 1 1 -1
= a® % lim € - lim Az —Ina) R gao“_g.
s—=a a(lnz —Ina) s—aefllnz-na) 1 g3 3
(1) Plati
lim — *lima —at (@ 7a)*lim — — lim —a
T—a X —a r—a r—a T—a T —a T—a T —a
zlna alna alnz alna (x—a)lna 1
lim € — lim € = a% lim € Ina
z—a T—a z—a T—a z—a (x—a)lna
a(lnz—Ina) _ 1 1 1
—a® lim & il na~a:aalna—a“:a“(lna—lne):a“lng.
z—a a(lnz —Ina) xT—a e
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(m) Analogickym postupem jako v pifkladech b) - €) dostaneme

— 1 —_—
P (x + a + b)2etatd oo \ztatb r+a+b

r——+00
b _m+g+b _%
= lim 1-— :
z—+00 r+a+b

a(z+b)

_xzta+tb ~ zta+tb
lim [ — =eb. g7t = (0t
T—+400 T+a+b

(n) Ponévadz je

(m+a)w+a(l.+b)z+b ) < z+a )x+a< $+b >z+b_

o n(¥o-1)
n 0 a n,
, a—1+ b , Ub—1\ V! lim 2(Y5=1)
lim _ lim 1+ =en—e  °
n—-+4oo a n—-+4oo a
dostaneme déle, jestlize polozime t = %
Vb —1 1 bt—1 1 tnb _q Inb
lim M:,, lim = — . lim 67~lnb:n—:lnb%.
n—+oo a a t—04 t a t—0y tlnb a

1
Hledan4 limita je tedy e"t* = ba.
(o) Plati
n( Va+ Vb—2)
2

n—-+4oo

n [
Vb 0 Ub—2\ ver Ve
i (f—gf) . <H¢a+2f>

3 2
= en Wat Vo2
a dale

Va+ Vb—2 1 1
lim %:5 lim {n(w—1)+n(%—1)}:5(1na+1nb):1n\/%

podle predchoziho ptikladu. Tedy dand limita je rovna elnvab — \/ap.
(p) Je

. B aw+b§+c1‘—3
a® + b* + v T a® + b + -3 QT IOT T =3 z

lm ([ ——— = lim 14— =

x—0 3 z—0 3

lim & +b i +c*—3
= ex—0 3z

Vzhledem k tomu, Ze podle piikladu 13q) plat{ lirr%J % =Ina, je

Coadt+br 4+ -3 1 . a* -1 bv*—-1 -1
lim ———— = - lim + + =
z—0 3x 3 z—0 T T T

1
= g(lna—i—lnb—l—lnc) = In Vabe

’ . . . 3
a dand limita je rovna e Vob¢ = {/abc.
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(q) Protoze

lim Lo EEY In(1+“45=2) a+b" -2
z—0 2 z—0 aerngZ 2x
. a4+t -2 1 a*—1 b -1 1
iir%) o —231111%)( . ) —5(1na—|—lnb),
je také
2 2 2 2
1 ® b* 1 1 * b*
iﬂ%ﬁ -ln% = i(lna—l—lnb) a tedy ilg%); ~ln% =0.
7 téchto limit muzeme vypocitat
@ b\ ant i
lmln [ ———— =limIn{ —2— =
x—0 a® + bT xz—0 %
2 2
1 4 b” o 1
= lim - |In 2 i 2 + =——(lna+1nbd).
z—0 2 2 2 2
Tedy
ZE2 IQ %
lim a’” +b — e—%(lna—‘—lnb) — 1 )
z—0 a® + b* vab
13. Vypoctéte nésledujici limity:
1-vE
i )
(a) lirg (%i—i) ; [%, dosad'te]
z—04
1-vE
i
(b) lim1 (éi—i) ; [\/g, vypoctéte limitu exponentu}
1-vE
. T 1—x
() tim (32) 77 [0]
23
. 22— i—=z
(@ tim (3E5eH)" (0]
tg2x
(e) s [0]

lim [tg (§+)] "
e

lim [tg (5 +x)] " ;
—a_

x

limO V1 —2zx;

T
lim (&*e) .
r—a )

T— 400

lim (1 + sin 7rx)cot8m ;
r—1

lim (1 + x2)°°tg2“’ :
z—0

. = 3
hm ( Ccos T )wz . es
r—s0 \COS 2z )

lim (tgx)
T— 7

tg2x .
b

: ) tE T
JL{IlE(Slnx) 8T,
2

[1, v piikladech g)-m) vyuzijte %iH(l)(l +1)t =e

a postupu z pifklada 12c)-e) ]

a8



(n) hm z{ln(z +1) —Inz}; [1]

xr— 400

(o) lim 1281;3 [O, v tlohdch n) a o) uzijte limity hm i+ 1}
(p) IEI_POO iﬁﬁigjg ; (123 v éitateli vytknéte 3%, ve jmenovateli 27 |
(q) Jm ,a>0; [lna vyuzijte limitu hm 1}

(r) lim el % 3; [1 , v citateli vytknéte eP”

)
40 Sinaz—sin Bz

(s) lim ==2-,a > 0; [a®In(ae), postupujte jako v prikladu 121)]
(t) ilin a’— =-,a>0; [ab Ina, mocniny v ¢itateli napiste jako mocniny o zdkladu e]
(u) }llir%’w'ﬁ#,a>0; [a® In®]
(v) lir_~r_1 n(Yx—1), 2 >0; [Inz)
n—-+0o0
z2 —
(w) i%(am bz)2,ab>0 a#b. [(ln%) 1}

14. Najdéte body nespojitosti funkce f a urcete jejich charakter, je-li

2 _
O )= ) fa) = s o Sl —arerg (3 ik )
d) f(z) = Vrarctg = &) &) =cos [ fla) = 2T
B &’ o x’ o 4—x2 7
B Sl = h) f@)=1-e ) @)= —
1 1
j) f($)=m§ k) ($)2m§ ) f(z)=2—[z];

n

m) f(z)=[z] sinmx; n) f(x)=sgn (Sin g) ; o) f(x)= lim

n—+oo 1 4+ "’

1 1 xt
D) ﬂ@—tggiki;;; Q) f(x)= lm_rarctg (ncotgs).
Reseni:
(a) Funkce f neni definovéna pro z = —1. Ponévadz je

14+ . 1 1

lim —— = lim — = —|

z——11+ 23 z——11—x+ 22 3

je bod £ = —1 bodem odstranitelné nespojitosti. Definujeme-li novou funkci g vztahem
g(x) = f(z) pro z# -1,

je funkce g spojita pro x € R.

1
graf g = graf f U { {—1; —3] } ,

tikdme struc¢né, ze jsme funkci f dodefinovali spojité v bodé x = —1.

Poznamka: Protoze
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(b)

—
(@]
~

Plati
flz) = (x—1)(x+1) x+1
S (r—-1)2(z+2) (z-1D(z+2)

a tedy f ma dva body nespojitosti ;1 = 1, xo = —2. Ponévadz je déle

lim f(z) =400, lim f(z)=—-0c0, lim f(z)=40c0, lim f(z)=—00,
rz—1y r—1_ T——24 r——2_

jsou oba body body nespojitosti 2. druhu.
Funkce f mé tfi body nespojitosti 1 =0, zo = 1, x3 = 2. Jestlize ozna¢ime

1 1 1
x xz—1 -2’

plati
lim ¢(z) = lim ¢(z) = lim ¢(z) = 400,

r—04 r—1y T—24

lim ¢(z) = linll o(x) = lim p(z) = —occ.

r—0_ r—2_

Odtud plyne, ze

Jim f(o) = Jim S(@) = Jim f@) =7,
Jip flo) =t ()= g J(e)= -

a v8echny tfi body jsou body nespojitosti 2. druhu se skokem .

Poznamka: Jestlize si uvédomime, ze dale ligl f(z) = 0, mame docela slusny
Tr— o0

podklad k tomu, abychom nacrtli graf dané funkce. Tato funkce mé navic dva nulové
body 1+ ?

Funkce f je definovdna pro x € (0, +00). Plat{ vsak

<

w| 3
15
|
[}
£

1
0 < /zarctg —
x

Definujeme-li novou funkci g vztahem

g(x) = f(z) pro x#0,

je funkce g spojitd pro = € (0, +00).

Ponévadz je lim 1= oo, lim cos? L neexistuje. Bod z = 0 je tedy bod nespojitosti

2. druhu. Analogicky dostaneme, ze Hli%l cos? % neexistuje.
Funkce f je definovana pro x € (—2,2). Déle
. 1—cosmz 1., 1—cosmx 1., 1—cos(2—t)r 1 1— cosmt
lim —f+——=-lim———=-lm———— = - lim——— =0,
e—2 (2—2)2+x) 4d=—2 2—x 4t—0 t 4 t—0 t
. 1—cosmz 1 . 1—cosmz 1., 1—cos(t—2)r 1. 1—cosmwt
lim ———=-lim ————— =-lim———— = —lim = 0.
e——2(2—-2)2+2x) 42 24z 4t-0 t 4 t—0 t

Definujeme-li novou funkci g vztahem

je funkce g spojitd pro = € (—2,2).
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(2)

Body nespojitosti funkce f jsou x = 2kw pro k € Z. Polozime-li x —2kw = t, dostaneme

sine  sin(t+2km)  sint
V1—cosz /1 — cos(t+ 2km) V1—cost

Ponévadz je
sint sin t2
=1 — =2 ,

lim ——— = lim
t—04 /1 —cost t—04

t
sint sint t2
1. _— 1. —_— — D ——— = — 2
ti%lf \v/1—cost ti%l, < 1-— cost) \[’

jsou body nespojitosti dané funkce vsechny 1. druhu se skokem 2v/2.
Bod nespojitosti funkce f je x = 0. Déle plati

1 .
;lli%ﬁ:Jroo’ tedy ili%f(x):l'

Definujeme-li novou funkci g vztahem

g(z) = f(z) pro z#0,

je funkce g spojita pro x € R.
Body nespojitosti funkce f jsou x =0 a z = 1. Déle

— 04, e+ — 1, 1l—eT™—= — 0_, a lim f(z)=—o0,
]. — T z—04 z—04 z—04 z—04
x
— 0_, e — 1., 1—eT% — 04, a lim f(z)=+o0,
1—2 z—0 x—0_ x—0_ r—0_

Pro bod xz = 1 plati

Jm o =oo, tedy lim f(z) =0, lim ;= =—0c0, tedy lim f(z)=1.

Odtud dostavame, ze z = 0 je bod nespojitosti 2. druhu a bod x = 1 je bod nespojitosti

1. druhu se skokem 1. Ponévadz dale lirjrzl (z) = .=, mizeme zhruba nacrtnout
r— oo

graf dané funkce. Obrazek

2k+1
x = @kt

Dana funkce je m—periodicka s body nespojitosti pro k € Z. Ponévadz

lim tgxr = —o0, lim tgr = +00,
g kDT e Rt DT
2 + 2 —
je
lim () =1, lim  f(z) =0.

x_}(2k42»1)7r w_)(2k,#2»1)7r

+

Vsechny body nespojitosti f jsou tedy 1. druhu se skokem 1.

61



k) Body nespojitosti funkce jsou x = 3 a bod xzg, pro néjz xg + 33—1% = 0. Pro
( Y 1espoj ] pro néj

~—

x € (0,3)U (3,+00) je g(z) =z + 357 > 0. Na intervalu (—00,0) je funkce g rostouct
a spojitd, g(—2) = —2+35 <0, g(—1) = —1+33 > 0, tj. existuje pravé jeden bod z¢
tak, ze g(xp) =0, a xg € (—2,—1). Pfesnéjsi hodnota xg je xg = —1,29173. Déle

lim f(z) =40, IEI:vI}), f(z) =—o00

T—T04

a bod g je bod nespojitosti 2. druhu. Pro z = 3 plati

1 1
Jm s =700y Jim g = oo, tedy lim f(z) =3, lim f(z)=0

1
5.

Ponévadz body nespojitosti funkce g(z) = [z] jsou celd ¢isla, ma funkce f body nespo-
jitosti v bodech z,, = n pron € Z.

a bod £ = 3 je bodem nespojitosti 1. druhu se skokem

Pro z€e(n—1,n) je [z]=n—-1, tedy f(z)=z—n+1,

pro z€ (n,n+1) je [z]= tedy f(z)=z—n.

Odtud plyne, ze lim f(z) =0 a lim f(z) = 1, tedy f méd v bodech z, = n ne-
T—n4 T—N —

spojitosti 1. druhu se skokem —1. Jestlize si danou funkci nacrtneme, zjistime, ze je
periodicka s periodou 1.0Obrazek

Je-li n € Z, plati f(n) = nsinwn =0 a ponévadz pro xz € (n,n + 1) je f(z) = nsinnz,
je dand funkce spojitd pro x € R. Jeji graf vypadd nédsledovné. Obrazekpar

Funkce sgn z je definovdna nésledujicim zpusobem:
g(z) =—1 pro z <0, g(z) =0 pro z =0, g(z) =1 pro = > 0.

Ma tedy v bodé x = 0 nespojitost 1. druhu se skokem 2. Funkce f je tedy nespojita ve
véech bodech, kde sin = = 0, neboli v bodech z,, = % pron € Z — {0} a v bodé z =0,
nebot 0 ¢ D(f). Funkce f je lichd a dale

f(;) prone€ N, f(n)=1lproxz>1, f(z)=(-1)"proxe€ (n—lﬁ—l’i) ,n€N.

Graf funkce f vypada tedy nasledovné: Obrazek

Vsechny body z,, = % pro n € Z — {0} jsou body nespojitosti 1. druhu se skokem
2(—1)"*1. Ponévadz ani jedna z limit linél f(z), liI(I)l f(z) neexistuje (presvédcte

se), je bod x = 0 bodem nespojitosti 2. druhu.
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(o) Ponévadz

1
fl@)=0pro [z] <1, flz)=1pro |z|>1, —1¢D(f), f(1)=3,
jsou 1 = —1 a x5 = 1 body nespojitosti dané funkce. Je ziejmé, ze obé nespojitosti

jsou 1. druhu, skok v bodé z1 = —1 je —1, v bodé x5 =1 je 1.
(p) Je ziejmé, ze f(x) =0 pro x < 0. Je-li z > 0, potom
In(1 + e*t) In {e®*(1 + e™%)}

= lim "¢ ) _ =
f@ =t ey Mm@t e

st+ln(lte ™) . o+ In1+e"")
1 = lim ————F—— =u.
t=too t4+In(l4+et)  t=Foo 14 M

Tedy funkce f je spojitd na celém R. Nacrtnéte si obrézek!

(q) Ponévadz je
v v
f(z) = 5% pro cotgx >0, f(x)= —5 T pro cotgx <0, f(x)=0 pro cotgx =0,

jsou body nespojitosti funkce f tvaru xp = km pro k € Z (v téchto bodech neni

definovéna funkce cotgz) a zj, = M (k € Z) (nulové body funkce cotgz, kde

tato funkce méni znaménko). Déle

2 2
lim f(z)= ki, lim f(x)= _fr”

r—kmy 2 c—km_ 2’

tedy véechny body xj, jsou body nespojitosti 1. druhu se skokem km2. Tim také dostavame,
ze pro k = 0 je tato nespojitost odstranitelna. Pro body ) plati

_ @kt D)’ : 2k +1)x?
dm, @)= lm @)=
2 + 2 _
Odtud plyne, ze vSechny body z}, jsou body nespojitosti 1. druhu se skokem 7%'

Definujeme-li novou funkci g vztahem
g(x) = f(z) pro z #0,  g(0)=0,
je funkce g spojitd v bodé x = 0.

15. Najdéte body nespojitosti funkce f a urcete jejich charakter, je-li

(a) f(x) = arctg 25 ; [z =1, 1.druhu, skok — 7]
(b) flz) = g3 5 [z =—1, 2. druhu]
(c) flo) = 55=3 [z = km, (k € Z), o = 0 odstranitelnd nespojitort, f(0)=1,
ostatni 2. druhu]
(d) f(z) ==z sini; [z =0, odstranitelnd nespojitost, f(0) =0]
(e) flz) = x;;,lf‘ ; [z=0, 1.druhu, skok —1]
(f) flx)=e=; [z=0, 2.druhu]
(&) f(2) = T [ =0, 1.drubu, skok — 1]
(h) f(z) = 1+:ﬁ ; [z =1, 1. druhu, skok — 1]
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z?  pro z€(0,1),
[spojitd v intervalu (0,2) ]
2—xz pro z€(1,2);

) {cos"; pro |z| <1,

j T x = —1, 1. druhu, skok —2
O =g [ |
(k) f(x) =sgnsinz; [, =n (n € N), 1. druhu, skok 2(—1)"]
1) f(z) = z[x]; [z, =n (n€Z—{0}), 1.druhu, skok n]
(m) f(z)=+vz—[Vz]; [z, =n® (n€N), 1. druhu, skok —1]
(n) f(z) =2+ [2%]; [zn =V/n, 2, = =v/n (neN),
1. druhu, skok 1 v bodech z,, skok —1 v bodech z/, ]
_ . z2n,_1 . _
(o) f(x)= nll)lf_sl_loo el [z = +£1 1. druhu,
skok —2 v bodé = = —1, skok 2 v bodé x =1]
(p) f(x)= lir+n cos?" [zx, = km (k€ Z), odstranitelné nespojitosti,
jestlize predefinujeme f(kw) =0 (k€ Z)]
(@) flz)= ngrfoo ﬁ [z =41, 1.druhu, skok 1 v bodé = -1,
skok —1 vbodé z=1; —-1¢ D(f)]
(r) flz) = ngrfoo 2;:;13 [z =41, 1.druhu, skok —5 v bodé =z =-1,
skok 5 vbodé x =1; -1 ¢ D(f)]
(s) f(z) = lir_~r_1 V14 a2 [spojitd v celém R, f(z) = max{1,2?} |
16. Rozhodnéte o stejnomérné spojitosti funkce f, je-li
a) fl@)= = we (-1 1); b) (@)= Va, a € (0,+00);
1
¢c) fx)=Iz,ze(0,1); d) f(m):sin;,xG(O,Jroo);
i 1
o) flz)="22 ze(0,m); f) f(z)=axsin-, z € (0,4+00).
x x

ResSeni:

(a) Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (—1,1), je tedy podle obecné véty stej-
nomérné spojitd. Tuto skuteénost vsak muZeme dokizat té7z rovnou. Bud'te
x1,x2 € (—1,2) dva libovolné body. Potom plat{

- N |71 (4 — 23) — 22(4 — 23)] _
4—ax2 4—a3 (4—2%)(4 —23)
|41 — @2) + 212(71 — T2)] _ |z1 — xz2||4 + x122] _ B|T1 — 22|
(4—2?)(4—a3) (4-aPh(d—-23) = 9
Je-li tedy ¢ > 0 libovolné, pak pro § = 2e plati: jeli [z; — z2] < &, potom

|f(z1) — f(z2)| < e. Funkce f je dokonce lipsicovské.

(b) Bud & > 0 a necht z1,z5 € (0,+00) tak, ze |1 — x| < 0. Pfedpokladdejme, ze plati
r1 > xo. Potom je

6 §
VE—VE = Vs T (o1 =V <V F iV = g € =V

Jestlize polozime 6§ = €2, dostaneme, Ze f je stejnomérné spojita. Neni viak lipsicovska.
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(¢) Ukdzeme, Ze f neni stejnomérné spojitd pro x € (0,1). Mdme tedy ukdzat, ze

1 1
Je>0 Ve, = - (naptiklad) Jz),z! € (0,1), |z, —zl| < — ale |f(z))—f(zlh)| > e.

—-n "

Polozme e = 1 a bud 2/, = e™", 2!/ = e~ ?". Potom je

1 1 1 1
|z, 2| = ———- < — <= VneN, ale |f(z;,)—f(z))| = |Ine "—lne *"|=n> 1.
e esn er n

(d) Uk4Zeme opét, Ze f neni stejnomérné spojitd pro = € (0, +00). Bud € =1 a volme

1

! 12
= — = — N).
= om In 24 2mn (n€N)
Potom je
z 1 1 1
|z, — x| = 2 = — < —, ale [sin — —sin—| =1>¢.
2mn (3 +2mn)  4n (% +2mn) n " "

(e) Zvolme € > 0 libovolné. Ponévadz 111(1)1 % =1, existuje A € (0, ) tak, ze
z—04

sinx; sinxg

Z1 €2

< e, jakmile zq1,z9 € (0,A).

Bud'te z1, x5 € (0,7) libovolnd. Potom

sinxzy sinzo T, — sinxy . 1 1
+sinzy | —— — || <

1 T2 1 T x2)|

| sin x4

1 2
< —|sinz; —sinzg| + |1 — @o| < — a1 — 22|
X1 T

Je ziejmé, ze lze x1 a xo zaménit. Tedy, je-li max{x,z2} > A, pak

2 Ae
|f(z1) — fz2)| < Z|x1 — xa] < e, pokud |x; —za| < - =0.

Tedy ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze pro vSechna z1,x2 € (0,7), takova, ze
|1 — @2| < 4 plati [f(z1) — f(22)] <e.
(f) Zvolme € > 0. Protoze lim z sinl =0, existuje A > 0 tak, Ze

x—04

1
X1 Sln — — T9 Sln —
T T2

[f (1) = f(z2)] =

< e, jakmile z1,x2 € (0,A).

Bud'te z1, 22 € (0,+00) libovolnd Potom

|f(171)*f(952)\ =

1 1 1
(r1 —x9)sin — + x5 | sin — —sin — || <
T

T1 Sin — — o Sin —
z 1 € T2

1 Z2

1 1
§|w1—x2|—|——|x1—xg|: 1+ — |x1—x2|.
T Ha]
Je opét ziejmé, ze lze w1 a xo zameénit. Je-li tedy max{xi,z2} > A, potom

[SYAN

Ari

1
[f(z1) — fa2)| < (1 + A) |z1 — 22| < e, pokud |x; — 23] <
Tedy opét |f(z1) — f(z2)] < €, jakmile z1, 22 € (0,4+00) a |z1 — z2| < 9.
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17. Rozhodnéte o stejnomérné spojitosti funkce f, je-li

(a) f()=2, z€(a,+), a>0; [ stejnomérné spojitd ]
(b) f2)=1, 2€(0,a), a>0; [nen{ stejnomeérné spojita |
(c) f(x)=¢€", x €R; [nem’ stejnomérné spojitd; volte napf. z, =n + % , T = n]
(d) f(z) =z +sinz, z€R; [stejnomérné spojitéd; vyuzijte odhadu

|sint| < |¢| pro t € R]
(e) f(x) =z sinz, z € (0,+00). [nen{ stejnomérné spojitd; volte napf.

2, = (2n+ 5=) 7, 2, = 2n7 a uZijte toho, Ze
sinz > 2(z — 2wn) pro x € (2mn,2mn+ %) pro kazdé n € N |
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Kapitola 5

Diferencialni pocet funkci jedné
promeénné.

1. Uzitim definice najdéte derivaci funkce f v bodé xq, je-li

a) f(sc):i x0=1; b) f(x) =cosx,z9=x € R;

d) flz)= Va2, zg=0;

. x
e) f(z)=sgnz, x9=0; f) f(x):x—f—x—larcsm\/;,xozl;
g) f(a:)ztgzx,xoszR—{(Zk—&—l)g,kEZ}; h) f(x) =3%sinz,xzo =z €R.

Reseni:
(a) Plati
AR =) 1
/ _ PAC Rl ACY R B O
F) =i, h 20 (1 + h)?
gy LR 2Rk
= hsb h(1+h)2 =0 h(l+h)2
(b) Je
f’( ) -k COS(DU + h) —CoST 91 sin (ach %) sing
) = fim S = 2 i

h—0 h o

h sin =
— lim sin (x + > - lim 2
h—0 2

T = —sinz
h—0 5
(¢) Podle definice plati
iy — e S = FO) o [R]
R LS
Je-li h > 0, potom f/ (0) = th?(()l % =1,apro h < 0plati f/(0) = hlir(r)l _Th = —1, tedy
—04 —0_
1'(0) neexistuje.
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(d) Je

_f(h) = f(0) . Vh? 1

"0) =1 1 =1 =1 :
O = = =i =i
Tato limita vSak neexistuje, ponévadz

. 1 ) I
hlg&, T +o00, hli%l_ T —00.
(e) Plati

h—0 h—0 h

1

Pro h > 0je f/(0) = lim

Jim = oo apro h < 0 plati f’ (0) :hlirg =L = +o0. Je tedy
—04 —0_
1'(0) = 4o0.
f) Podle definice plati
(
1tk
) 1 FA+h)—F(1) ; 1+ h + harcsin ;I—h —
e h ~ a0 h
1+h 1
= }111% <1 + arcsin 2L1> =1 —&—arcsinﬁ =1+ %
(g) Plati
oy S@th) — f@) L tgi(@th) —tgfr
f(@) = }LIE% 3 = %li% A =
— lim {tg(z + h) —tgx}{tg(z + h) + tgz} _ Stz lim tg(x +h) —tgx
h—0 h h—0 h
. sin(z + h)cosz —sinxzcos(x + h)  2tgx sinh  2tgx
= 2tgx lim = im = .
h—0 h cosx cos(x + h) cos2x h—0 h cos?
(h) Je
v fl@+h)— f(x) . 3*Fhsin(z 4 h) — 3"sine
N h
3% i 3"(sinx cosh + cosx sinh) — sinx
a h—0 h
37 1 3"(sinz cosh + cosx sinh) — 3"sinz + 3" sinz — sinx
iy h
inh 1-— h
=3 {cosx }llir% SH;L -3" —sinz lim €08

3" 4 sinz li 3" -1
—_— 1n T lim

h—0 h h—0 h
=3%(cosz +1n3-sinx).

Poznamka: Piiklady g) a h) ukazuji, ze vypocet derivace pomoci definice neni nej-
vhodnéjsi cesta, a proto se v dalsim budeme opirat o sadu vzorcu pro derivovani. Tyto
vzorce jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

2. Uzitim definice vypoctéte derivaci funkce f v bodé xg, je-li

Funkece f(x) Derivace f'(x) Podminky
au + [Bu o’ + B, «, 3 konstanty u,v funkce
u-v

68



(a) f(x) =a*, xg=3; (6]
(b) @) =v2Fa, = B
(¢) fz) =/, mo = [3]
(d) f@)=1,wo=t+1,teR—0{-1} |~ |
(e) f(z) =3z +1[, zo= -2 [—3]
() f(2) = 7, 20 = [+o0]
(g) f(x)=x+cotgx, 0= F; [—1]
(h) f(z) = 2%sin(x — 2), 2o = 2; [4]
(i) f(xz) =log”x, xo = 10 (5010 )
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Zakladni vzorce pro derivovani.

Funkce f(z) Derivace f'(x) Podminky

au + pv au’ + v’ a, 3 € R konstanty, wu,v funkce
u-v u'v + v’

L % v#£0
y=f(z),r=f"1(y) [ffl(y)}/ = f,%z) f, f~! navzéjem inversni funkce
f(e(2)) f'(p(a) - ¢ (x)

C 0 C je konstanta

x 1 reR

x" nan ! reR,neN

x " —nx=" ! reR—-{0},neN

x® oot z>0,a€R

e’ e’ z€eR

a® a® Ina reR,a>0

Inx % x>0

log, x ﬁ r>0,a>0,a#1
sinx cosx reR

coszT —sinx z€eR

tgx - reR,2#Q2k+1)5,kecZ
cotgx _sinl%c zeR,z#kn, kel
arcsin x s r € (—1,1)

arccos - 11_302 z e (—1,1)

arctg x H% z€eR

arccotg x —ﬁ z€eR

shz chx zeR

chzx shz reR

the ﬁ z€eR

ctha T reR - {0}

argshx \/13_? zeR

argchz m;_l x € (1,400)

argthz _— z e (-1,1)

argcthz — x € (—o00,—1) U (-1, +00)
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3. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

(a) f(z)=a° —4a3 422 — 3; [5a* — 1222 + 2]
(b) f(z) =% +1n2; [—Z&,z#0]
(c) f(x)=3z3 —22% + 272, {2x_%—5x%—2x_3,x7§0
5
(@) f(a) = Va7 [824]
(&) f(a) = £ |2y o #1]
(0 7@) = 55 | T o
(h) f(x) = \3,/‘907 x\f’ a,b konstanty ; {313%—#@:7&0_
(i) f(x) =5sinz+ 3cosz; [5cosz — 3sinz]
(§) f(z) =tgz — cotgx; [z v # k5, ke Z]
(k) f(t) =2tsint — (t* —2)cost; [t?sint |
(1) f(z) =zarcsinz; {arcsinx—&—\/%?,xe(—l,l):
(m) f(z) = Seteoss, | es2m o A §+hm, ke Z]
(m) flz) = S s — s, TE€(-1,00U(0,1)
% ]
(0) f(z)=2aT-e"; [ (x4 7) ]
(p) f(x) =e *arctg x; {e’z (Tlxzfarctg z)
q r)==1x nx—z—s; 322Inz, x>0
(a) f(z)=2"1 3
() f@) = L+ 2o - s, (2408 2 25 0]
(s) f(z)=Inz logax —Ina log, x; 2z 15> 0]
(t) f(t) =5'tgt; [Fnssin2ted) 4ot (2% 1 1)3, k€ 2]
(u) f(u) = (u? —2u — 1)chu; [ (2u — 2)chu + (2u? — 2u — 1)shu |
(v) f(v) = 3thv —v3cthuv; {chz 2vcthv+shgv, #0}
(W) f(x): %, [sthsxh;m chx’x#o_

(X) f($) _ 3ctha . |: 3(&0 In z+shz chz) x> O_

Inz > "z In?2zshz
\/1—y2 arccos y—+/1+y2argsh y |
|: \/1 v » Y € (_17 1)

(2) f(2) = a2 [Lzzogde s e (<1,1)]

(v) f(y) = arccosy - argshy;

4. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

a) f(x)=2" a* b) f(z) = In(arcsinbz); ¢) f(z) =lnarctgv/1+ 22;

d) f(z)=sin (er2+3’”—2) o) flz) =eVR@FTHD . f) f(g) = % \/ arcsin /22 + 2z ;
g) f(x) = 4y/cotg?x + {/cotgdx; h) f(z)=In(In* (In®z)) ;
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i) flz)=\lz+\/z+ Vr; i) f($>:3arctg(wsinx+m).

Poznamka: Nez nabudeme dostateéné zrucnosti pii vypoctu derivaci, byva vhodné si
slozené funkce napsat jako fetézce zdkladnich elementarnich funkef (viz 3. kapitola, piiklady
7 a 8).

Reseni:
(a) Plat{ y = 2%, u =sinv, v = 22, tedy
Yy =2"In2-u =2“In2 cosv-v =2"In2 cosv - (2x).
Jestlize tento vysledek shrneme, dostaneme

fi(z) =2z 2502”119 cosa? = 2 2175027 N 9 cos 22,

(b) Analogicky jako v pfedchozim piikladu je y = lnu, u = arcsinv, v = bz, tedy

1 1 5
.ulzf.i./ul:77
U /1 —02 uv1 —v?

neboli

f(z) = 0 - ac(03)
arcsin bx v/1 — 2522 5

Pozndmka: Je-li urceni D(f) nebo D(f’) piili§ obtiZzné, vynechdme jej, ale pak risku-
jeme, Ze spravné spocteme f’ pro funkci takovou, ze D(f) =0, (resp. D(f')=10).

(c) Jey=Inu,u=arctgv,v=vw, w=1+a?, tedy

S T 1 1, 2

v 1rer U Tl v YT 2uya(l )

1
ylzf-’u,lz
u

Vratime-li se k puvodni proménné, dostaneme

T
(2 + 22)V/1+ 22 arctg V1 + 22

f'@) =

(d) Protoze je y = sinu, u=e", v =%+ 3x — 2, dostdvame
y =cosu-u' =cosu-e’ v =cosu-e’(2z+3),

tedy
F(x) = (22 +3)e” 3772 cos (e$2+3$’2) :

(e) Jestlize postupujeme rychleji, muzeme psét

f() = V@D ! L 2wdl
2y/In(x? + 2+ 1) 2+zx+1

_ 2$+1 .e,/ln(z2+a:+1), T ER— <_170>
2x2 4+ z+1)y/In(x? +z + 1)
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(f) Analogicky
_ 1 1 2042
B 8\4/arcsin3\/m. \/1—152—2%‘2\/332—&—237 N
_ z+1

B 822 + 221 — 20 — 22 \4/arcsin3\/ﬂm7

(g) Jey = 4ui 4+ us, kde u = cotgz, tedy

(B B w2 B ) (-
Y= 3 3 “3\Va sin?xz)

-8 1 / -8 km
/ 3 5
= + t - ) ) keZ.
J@) 3 sin’ (\3/ cotg x o8 l‘) 3 sin?z ¢cotgx z 7 2

2

f'(z)

e (-1 -v2,-2)U(0,v2—-1).

(h) Ponévadz jey =Ilnu,u=v>,v=Inw,w=1t>,t=Inxz, plati

, 1, 2, 20 , 6ut? , 6ut?
yzf-u = — 0D = — W :7-t277
U u uw uw UWT
neboli
In? z In(In® 2
f,(x):6nxn(n x): 6 _ Ces 1

I’z n*(n®z) zhnzln(n®*z) 2z n(nz)

Pro z > e lze také pocitat f(z) = In(In?(In’z)) = In(9 In’(Inz)) = In9 + 2In(In(In z))

a tedy
2

zInz In(lnz)’

flz) =
(i) Hledany fetézec zdkladnich elementdrnich funkeif md tvar y = Vu,u = = + /v,
v=ux++/z, tedy

y_ 1 /:2\1/6(1+2\1ﬁ-0'>:2\1/g<1+2\lﬁ(1+2\1/5>)

f(x) = ! <1+ ! (1+ 1)) =
o\ et rrya \ 2VEEVEN 2T

__AVrye+ Vet 2yVe 4]
8VT T+ T+ r+ T

(j) Plati y = 3", u = arctg v, v =z sinx + Jw, w = cotgx, tedy

x> 0.

1 3% 1In3 1
f(z)=3"In3 v =3" 1n31+v2 v = 1+I;2 (sinx—l—x cosx+W~w’) =
3“In3 [ . n 1
=— (sinz+2cosr — ——r—
1402 3 Vw? sin®
a odtud
garctg (xsinac—‘r W) n3 1 kr
fl(x) = sinx +x cosx — — , T # — kel
1+ (zsinz + Ycotgz)’ 3 {/cotg?z sin® x 2
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5. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

— (1432 —522)"; [30(3 = 102) (1 + 32 — 52%)™"

(b) f(x)=V1—2a?; [ we (-1
_1-¥2x . -4 _ _1 ]

(c) f(x)_1+32z’ {3?/@(&%)“ 27&9:7&0_
_ VETm, o -

(d) f(z) = ¥=—72 Lzmv z#0
. 22 . :J:(x2+2a2)_

(e) f(l‘)— Vz2taz ' a#oa |: /(£2+a2)3_

z z2

(f) f(ﬂ«“)—m? [(Hz"‘)

Vad o3 '

(@) f@) = (af —af)" . a>0; ~rei=t ) se(-a0)
(h) f(z) =cos?z; [—sin2z)
(i) f(z) =3sin®z —sin®z; [2(2 —sinz) sin2z |
(j) f(z) =tgx — stgdz + ttgda; [1+tg8z, 2 # (2k+1)3, ke Z;
vyjadiete cos?z pomoci tg:c]
(k) f(x) = sin®(cos 3z) ; [ —3sin 3z sin(2 cos3z) |
(1) f(x) =sinv1+ 22; [ . COSH;FIQ _
(m) f(z) = arcsin 25 ; |:x\/;37—1’ |m|>1_
hx . — 2y T

() fo) = 42 |13

(o) f(x):arccosQ%l; {_\/%7 re (1 V3 1+f)

(p) f(z)= %amtg% - %arCtg 5 {x4+13x2+36
(q) f(x):lnzz—ln(lnx); [211&— llw, 17>1]
(r) f(z)=en"z; {65111 T gin 2:5

(s) flx) =3t [1 0404k keZ—{0}]
(t) f(:C) = 10g2 10g3 10g5 T [ z1In21In3Inb 1})g5:c logs logs « 7 x> 5_
(n) f(z) = {/ e, [1e%, upravte f(z) pomoci definice thz |
(v) f(z) =+va?— 22+ a arcsi 2, a>0; [ Z;i, xe(fa,a)_

(w) f(z) = 1+31+ [ , z#40, 241, 2+ -8

WJ 1T T

= 1 _ 142z

(x) f(z) oL [ N ETNEIE x>0}
_ jarctg/1+In(2z+3) . erete V1tin(2e+3) 101 _

(v) f(z)=e ' [(2x+3){2+1n(2x+3)}\/1+1n(2x+3) w5 (e 3)}
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2x
(z) f(x):\/%Jrarccotg\/e%fl; f\/ﬁ, x>0

Poznamka: Nedilnou soucasti vypoctu derivace je jeji tprava. Velmi casto se stava, ze
uprava derivace je delsi a obtiznéjsi, nez jeji vlastni vypocet. Nékdy lze funkci upravit uz
ptred derivovanim. Nasledujici cviceni tyto skutecnosti ilustruji.

6. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

a) f(x):ln<x+\/x2+a2) ,a>0; b) f(z) = arctg (Jc—\/1+m2> ;

¢) f(z)=cos(3arccosz); d) f(z)= 1tg2C;Sf8(itg 27;) i

1 .
¢) flz)=- C?Sf 1 \/W; f)  f(x) = arccotg (smx—i—cosx) ;
2sin“ sinz sinz — cosx

) @) 1 1 1+ \/El 1+ 2vk
= n — n
A T e T T Ry

0<k<1;

e e b20: i) fla) = b e L VIt
_mbgb’ ’ _4m—x2gx’

l—2z 1. 1—+1—22
j z)=+v1—221n + = In +v1—22+arcsinzx.
i) f@) Vite 2 5o e

h)  f(z)

B ac+\/;v2+a2. V2 +a2  Ja?+a?

() = 1 <1+ x )_ 1 Va2 +a? 4z 1
T+ Va2 +a? Va2 +a?

1 T
/ = 1—7 —
7 z) 1+(x\/1+x2)2< v1+a?2)
1 VA a— 1 VA —

1—|—x2—2z\/1—|—x2—|—1+x2. Vita? 2(1—|—:1:2—x\/1—|—172) V1422
1 14+22 -2 1

C2VI+a2(Vitat-z) I+ o 2(14a?)

Poznamka: 7 vysledku je vidét, ze funkce ma stejnou derivaci jako funkce %arctg T.
Odtud plyne, ze

1
arctg (x — 1+ 22) = iarctg x+C,

kde C je konstanta. O tom se piesvédéite v kapitole, vénované neurcitému integralu.
Dosazenim x = 0 dostaneme

1
arctg (—1) = _T_ §arctg 04+ C, tedy C = 72,
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(c) Je

3
V1—a2

Jestlize pomoci Moivreovy véty odvodime vzorec pro sin 3a, dostaneme

f'(x) = sin(3arccos ) -

sin 3a = 3sina — 4sin® «.

3

(Je totiz cos 3a + isin3a = (cosa + isina)? a odtud sin3a = 3cos? a sina — sin® «).

Vyuzitim tohoto vzorce muzeme piepsat danou derivaci do tvaru

f(x) = \/% {3sin(arccos z) — 4sin®(arccos z) } =

— \/% {3\/1 o (arccos ) — 4 [y/1- Cosz(arccosx)r} _

:%{3 1—x2—4(1—m2)\/1—x2}:12332—3.
— X

Pozndmka: Vysledek je polynom, definovany na intervalu (—1,1) (defini¢ni obor
funkce arccosz ). Tedy dand funkce je téz polynom. Jeho tvar jsme mohli odvodit
pifmo, kdybychom vyuzili vyjddieni pro cos 3a. Polynomy T,,(x) = cos(n arccos z) pro
n=0,1,2,..., se nazyvaji Cebysevovy polynomy a hraji dalezitou roli v teorii aproxi-
maci. Snadno se ukéze, ze

To(z)=1, Ti(z)==x, To(xr)=22>—-1, Tz(z)=42>—3z, atd.

(d) Danou funkei si nejdifve upravime. Je

1 —cos(8z — 37) = 1 + cos 8z = 2cos” 4x,

.2 2
2x — 2 — 4
tg 22 — cotg 2z = e 196, oS ot _ T C.OS T —2cotg 4.

5 sindx 5 sindx

Tedy
2 cos? 4 1
flx)= %tgz”c = —sindx cosdx = ~5 sin 8z.

Odtud

f'(z) = —4cos8z, x;&k%, ke Z.

(e) Funkci f upravime nejdifve do tvaru

1 1
f(x):—%—i—iln(l—kcosx)—ilnsinx (je sinxz >0),
tedy (podil —5%°5— derivujeme jako soucin )
(@) 1 (sinz 2cos®x sin x cos T
)= - — - =
2 |sin®z  sin®z 1+cosz sinz

_l{l—cosx sin x 2c082x}_1{1—c032x—sm2:ﬁ 2cos2x}
2

sinz  1+cosz sinfz | 2 sinz(1 4 cosx) sin® x
2
=2 o we (2kr, (2k+1)7), keZ
sin” x

76



Flz) = — 1 (cosz —sinx)(sinx — cosz) — (cosx + sinx)(sinx + cos ) _
1 + (sinm+cosr)2 (Sina? — COS 3’,‘)2

sinx—cos

(sina — cosx)? + (sinz + cos z)? v
= = ].7 — k 5 k S Z
(sinx — cosx)? + (sinx + cos x)? z 7 4 T

Poznamka: Danou funkci muzeme pred derivovanim upravit. Plati

: L 1
sing +cosx ST+ 50087 cos (z— )

= = = cotg (x - 7)

: 1 : 1 . s

sinx — cosx — — = s 4
3 SInT — —5cosw sin (:r 4)

f(z) = arccot (cot (m—z))—x—z ze(Z om

Déle je f m—periodicka.

a je tedy

(g) Snadno zjistime, ze definiéni obor f je interval (—1,1) a muzeme ji tedy pfepsat do
tvaru

) = —— (1 +2) — In(1 — )] - Y& [ (1+2VE) ~n (1-2vE)].

1—k 1—k
Odtud
1 1 1 k k k
R e e o
1—-k |14z 1—=x 1—-k 1—|—x\/E l—q;\/E
1 2 k 2 2 1—ka?-k(l—-2?)
S l—k 1—22 1—-k 1—k2?2 1—-k (1—22)(1—ka?)

_ 2
(1 —22)(1 — ka?)’

|z < 1.

(h) Funkce f je zfejmé definovdma pro x € (—a,+00) a v tomto oboru ji muzeme piepsat

do tvaru 1
f(z)=In(z+a) — gln(x2 +b%) + %arctg%.
Tedy
1 T a 1 1 a—x
/ — J— —_— e =
F@) x+a x2+b2+b2 1+%§ x+a+12+b2

22 + b2 4 a? — 22 a? +b?

T @to@+ ) @ra@@ )

(i) Pro = # 0 plat{
_1\4/14—:34 —x
4 YT+t
.'Eg "ES
<W+l> (V1+at—z)— (W 1> (V1+a*+2)
(\4/1 + 74 —x)2

z* _ 4 4 4 1 _
1 1 Ta  Vitro o Vitw

f'(z)

24 4 4 _ 2t
Vo 1 VYT e

214+ Vgt 2 2 V14t — 22 +§. V14 x4+ 22

x2
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1 1 1 1
2 VM+xﬂ%#Hﬂ4—ﬂ> 2 YT e (VT2 +27)
1
_— 1+t + 2% + 1+x4—x2}:7.
25, (1+~’C4 { V14t

Poznamka: Vypocet by byl trochu kratsi, kdybychom si nejdfive rozepsali dany lo-
garitmus jako rozdil logaritmu.

(j) Je zfejmé, ze funkce f je definovéna pro z € (—1,) U (0,1) a pied derivovanim ji
prepiseme do tvaru

fla) = Q{ln(l—m)—ln(l—i—m‘)}—l—% {m(1-v1=2?) ~m (14 V1=22) }+

+4/1 — 22 4 arcsin z.

{ln(l—w)—ln(1+x)}+m{_ 1 1 }+

—X
21— 22 2 -z 14«

1 ]_w,w2 117$2 xr 1
2{1\/19:2 1+\/1z2} Vi—22 J1-—22

T 1 \/1—x V1— 22 2 N x 2 T N 1
n _ ) i -
V1= 22 1+ 2 1—22 2¢/1—22 22 V1—22 1-—22

x ! 1—x+ 1—2a2 V1—22 x ! 1—2a
= — n == - n .
V1— 22 1+2  zv1— 22 T V1— 22 14z

7. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

2
(b) fo) =1zt E=TEES
(©) 1) = srckmy + 10 e [ o #0]
(d) f(z) = 5z n2V3=2, (55, lel> /2]
(¢) fl@)=Vz+1-In(1+Vo+1); [m, x>—1}
() f@) = SV T @ + Lo (2 + V2T @) ; (Ve ¥ @]
(8) fla) = VT —a% + 3In V=2, [‘% z € (071)]
(h) f(z)=Intg (% +7); [, we (-5 +2knm 5 +2kn),keZ]
(i) f(x) = jcotg’z + Insinz; [—cotg®x, x€ (2km, (2k+1)7), ke Z]
(,]) f(x) — |p bte COb;ib\/cgi;GQ sin x ., 0<a<b; [a\/+blj;>21 ,

T € (arccos% — 7 + 2km, ™ — arccos § + 2k7r) ke Z]

(k) f(x):\/%b?arctg( g—;gtgg), 0<b<a; [# © # (2k+ D, kez]

1) flz) =35Va? —a2+ % arcsmf a>0; [Va? — a2, ,a)
(m) f(z)= %ln i(,f::i_l + ﬁarctg "f/’gl : [ P + 71}
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2

(n) f(2) = 5 In SEEVEEL _ Daretg £Y2 |, Jal #1]
(0) flz) = Sl - L aretg 5 s a2 L
12 M ezn? T o 3Me gr 1 2oL Vz |

o 1- ¥z 14297 . 1 ]

(p) f(z)=1n T + V/3arctg 7 [ G < 1_
(q) f(x):arccotgzj%, a>0; [\/ﬁ, xe(O,a)}
() f(x):&Tx\/l—Qm—x2+2arcsinl+T;; [\/%, |m—|—1\<\/§_
(5) Flx) = plgarctg 2L, — LIy VIEE2v3 [ ol #1]
z/1—x2 x ]

(t) f(z)= Hlmg — %arccotg \/%; [m, |z < 1_

8. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li
a) flx)=Vx; b)) fla)=(ne)®; o) fl@)=2"" +a*" +a%, a>0;

d) f(z)=z+a2"+a2" ; e) f(z)=2"" 42 +a* .

ResSeni:

(a) Funkei f nejdifve vyjadiime pomoci exponencidlni funkce ve tvaru

fla)=exe.
Odtud
1-1 1-1
f’(z):eélnz~ x;lz =7 - x2n:1: :x%d(l—lnx), x> 0.

Poznamka: Tento postup lze také zapsat tak, ze danou finkci nejdfive zlogaritmujeme,

tedy
Inx fl(z) 1—Inzx

1 = — =

n f(x) ) odtud (o) R
tedy

1-— lndf 1_

F(e) = (&) gt = (1 ),

Vzorec

f'(@) = f(2) [Inf(2)]", =€ D(f)n{zeD(f); f(z) >0}
(tzv. logaritmické derivovéni) lze uzit i pro vypocet derivace slozitych soucinu.
(b) Analogicky f(z) = e sine tedy
F(z) = e ST (9 Insing + 22cotg z) =
= (sin 93)1‘2(233 Insinx + xcotgx), =€ (2km,(2k+1)7) , k€ Z
(c) Je
f(z) = a2 "'4a*" Ina-az® ' +a® Ina-a®na = ez ' +az® e Inata®a® In?a.

Pro lepsi porozumeéni je vhodné si napsat fetézec zdkladnich elementdrnich funkci, ze
kterych se dang funkce f sklddd. Je f(x) = 2™ 4+ a* + a¥, kde n = a® je konstanta,
u=2x%av=a" jsou funkce.
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(d) Plati

IIDIIHJZ

f(.’E) _ x+€ajlnx +exxlnw _ l,_’_ewlnw + e

a tedy

f/(.%') =1 +€x1nx(lnx_~_ 1)—|—€6 @y, (eLlllL(lnm+1)lnx+€LlllL . x) _

, @ 1
=1+2%(lnz+1)+2" -x’(ln%ﬁ—&—lnm—&—), x> 0.
x

(e) Ponévadz je
f(.’E) — ewalna _’_eaz Inx + CLe““r‘””’
dostaneme

x

a x x Inx
f(z) =" Ina <axa_1lnx + i)—&—e“ In@ (a’” Inalnz + C;)—&—ae 1 Inae®™*(Inz+1) =

a B 1 @
=2 2" YHalnz + 1) + 2% a” <lnalnx—|— ) +a® z*lna(lnz+1), x>0.
x

9. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

(a) f(z)=am; [22™*~ . Inz, x>0]
(b) f(x)zxwz; {x1+w2(21nx+1), >0
() f(z) = (z +1)*°; [m(ﬂc +1)7 (21n(a: +1)+ ?) . r> —1}
(d) f(z) = (a2 +1)*; [+ 17 (n(@?+ 1) + 327 |
(e) f(x) = ﬁ)x, [(ﬁ)z (f}H +lnIi+1) , acG(—oo,—l)U(O,—l—oo):
(f) f(z) = (sinx)®s*; [ (sin2)°°**(cos x cotg x — sinx Insin z) ,

z € (2kn,2k+ 1)) , ke Z]
(g) f(x) = (z®+1)sinz; [(mz + 1)sine (72221“1’ +cosx In(2? + 1)) ]
(h) f(z) = (sinx)¥resine {(Sin p)aresine (1;1571_% + cotg z arcsin x) ,

€ (2km,(2k+ 1)) , k€ Z]
(i) f(x) = (Inz)*; [%(lnx)lnx(lJrlnlnx), z>1]
() f(x):%, [%(x—ﬂﬁx—i—xlnxlnln@, x>1}
®) @) =(3)" ()" (%" abe>0; (572" (2) mg+t2), a>0]
1) f(z) =22 +2°; (2722 (Inz In2+ 1) +272°" n2(lnz + 1), z>0]

10. Ukazte, ze funkce y = % vyhovuje rovnici

1—2%)y —ay=1.

Reseni: Ponévadz v = ﬁ + f/?f%%;, xz € (—1,1), je

(1_$2)y,_xy:1+xarcs1nx_ﬂcarcsmx:1’ ajE(—l,l)

V1—2z2 Vv1—22

a rovnice je splnéna.
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11.

12.

a) y=ze ", 2y =(1-2)y; b) y=uxze =

= yyha-1); d) y————
©) Y 1—|—m+lnx’xy ylylme—1); )y 3WV1I—22—-1"

Ukazte, ze funkce y vyhovuje dané rovnici

M

x

cay = (1—27)y;

1 1
(1-2?)y —ay = zy®.

Poznamka: Rovnice z piikladu ¢) je splnéna v

D(f)=A{xz>0; 1+ z+Inz # 0} = (0,20) U (20, +00).

Rozmyslete si, ze rovnice 1 + x + Inx = 0 mé jediné feSeni zy a zkuste je spocitat pfiblizné.
Rovnice z pifkladu d) mé smysl pro z takovd, ze % # |x| < 1. Az se naucite tesit dife-
rencidlnf rovnice 1. fadu, uvidite, Ze rovnice z piikladu a) a b) jsou separovatelné, rovnice
z piikladt ¢) a d) Bernoulliovy.

Bud'te f a g funkce, které maji pro € R vlastni derivaci. Najdéte derivaci néasledujicich
funkei:

(a) f(lnz); [f/(lznm), x>0}
(b) flem)e!@; [/ {e® [/(e") + /() f(e7)} ]
(c) f (sin2 z) + g (cos?z) ; [sin 2z { f’ (sin2 z)+ g (cos’z)} |

. [@)f (@) tg(x)g' () ]
(@) V@ + ) Ll ) £0 v glo) £ 0
(e) arcte J( | PR (@) £ 0]
(f) m |23 | PO @I (@) 20, g(a) £ 0]
(&) [J(@)]"; (7@ { g @) f(@) + 2EEDY - p(@) > 0]
(h) logy) /(@) |58 i — 4 A, £@) >0, g(2) > 0, g(@) # 1

[vyjddrete dany logaritmus pomoci pfirozeného logaritmu |

13. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

a) f(x) =|z* — bz +6[; b) f(z) = |sinzl; o) f(z)= Itew
pro z =0;

{ z pro x#0

z?sint pro x#0
0 pro z = 0;

b i) T pro <0 ) H@) 1+ex pro z <0
T) = , g xr) =
Vatlng pro x > 0; V14 Vat pro z > 0;

b f@) = (e} 0) f@) =zle) ) fl@)=[e]sinTe; k) f(z) = arcsin(cos ).
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Reseni:

(a) Je
f(x)=2*-52+6 pro =z € (—00,2)U (3,+00),
tedy
fl(x)=22 -5 pro z€(-00,2)U(3,400), [ (2)=-1, f.(3)=1
Dale
f(z)=—2>+52x -6 pro x¢c(2,3),
tedy

fl(x)=—-2x+5 pro z€(2,3), fL(2)=1, f.(3)=-1
(b) Pro z € (0,7) je f(z) =sinz. Tedy
f'(x) =cosz pro ze€ (0,m), fi(0)=cosO=1, [ (7)=cosm=—L1.
Protoze funkce f je m—periodickd, mame
D(f'y=R—{kr,ke€Z, f(x)=coszsgnsinz pro z € D(f'), fr(kr)==1, keZ.

Funkce f' je m—periodickd. Nacrtnére grafy funkel f a f’.
(¢) Pro z # 0 je ziejmeé
z+es(z+1)

) =
T (1 + ei*-)Q
Derivace (b — (0)
O = fimg I < iy

neexistuje, ponévadz f (0) =0, f.(0) = 1. Ukazte, ze navic plati
P00 = Jim J@)= 710, F00) = lim f) = .0)
(d) Funkce f je sudd a z € D(f) prave kdyz 22 € (2nm, (2n + 1)) , n € NU {0}, tedy

D(f) = {z eR; |s| € (Vanm,v/@n+)m) . neNU{o}}.

Je-1i
> 2
T Ccos T
x € D(f) - —vnm \/nr} |, pak f(z) = .
()= U {=vim, vamh ek 110 = 2
Dale
_ /sin h2 G 2
£1(0) = lim f(h) = f(0) _ lim sinh? _ lim \/m: 1,
h—04 h h—01 h h—0 h?
Vsin h? [sin h?2
’ o . _ . —
F-(0) = hlin([)l_ h hli%l_ h2 1,
. 2
, o sin (VA +h)” \/—sin(2y/mh + h2)
7R = iy R < gy MG

) sin(2y/mh + h?) +/—2y/mh — h? . —2/7h — h?
= lim . = — lim —_— =
h—0_ 2/mh + h? h h—0_ h?
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(i)

Ze sudosti funkce f plyne, ze f) (—/m) = 4+00. Analogicky muzeme ukdzat, ze

1 (\/W) -, fl (7 @n + 1)7r) = +o0,
Ih (\/%):Jroo, fl (f 2n7r) = —00, n € N.

Poznamka: Stejny vysledek dostaneme, jestlize vypoc¢teme piislusné jednoatranné
limity funkce f v bodech +/nm.

Pro x #0 je
1 1
f(x) = 2wsin — — cos —.
x x
Je-li x = 0, potom
oy = fim LW SO 1
PO =iy = = iy heing =0

zatimco
F(04) = Jim f(x) ani f00)= lm f(2)

neexistuji. Jak uvidime pozdéji, znamena to, ze f je spojitd v bodé x = 0, ponévadz
existuje vlastni derivace f’(0), ale f'(x) spojitd v bodé x = 0 neni.

1 pro x <0,
/ —
f(l‘)— p 4
Yz (3nz+1) pro =z >0.

Je zirejmé, ze

Déle .
Vhtinh
/ _ / 1 _
PO =1 A f(0)= lim LR =0
Plati
fx%e% pro z <0,
f'@) =
3213% pro x > O
Déle je zfejmé
/ _ / 1 f(h)—f(O)_ 1+€ﬁ_1_ . t
FO=0 0 20 = g SRS = iy G =l !

Ukazte, ze funkce f’ je spojitd v bodé xz = 0.

Ponévadz je f konstantni na kazdém intervalu (n,n + 1) pro n € Z, je f'(z) = 0 pro
r € R—7Z. Pron € Z plati

y . ftn+h)—f(n) . n-n __ , _..oon—1-n
fi(n) = hli»%l+ h N hliI& o0 f=(n) = i h = Foo

Proz € (n,n+1) (n€Z)je f(x) =nx, tedy f'(z) = n. Déle
n(n+ h) —n?

B) —
Film) = lim flnth)—f(n) _ Ji MR,

( D+ h) ) ( 0 -1 pro n=0,
, o n—1)(n -n® n— -n _
fl(n) = hli%l, - = hh_%lﬁ — +00 pro née€N,

—oo pro —n € N.
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() Proz € (n,n+1) (n€Z)je f(x)=nsinwz, tedy

f'(x) = mncos Tz = 7|x] cos wx.

Déle
. fn+h)—f(n) . nsinm(n+ h) . n(=1)"sinwh
! _ — — — 1\
+n) = hli%i h hli»I& h hli>r([)1+ h mn(=1)",
£(0) = Tim (n—1)sinm(n+ h) — lim (n—1)(=1)"sin7h —r(n-1)(-1)", nez

h—0_ h h—0_ h
Srovnejte vysledek s obrdzkem za piikladem 4.14.m).

(k) Dand funkce je definovdna pro z € R, spojitd, sudé a 2w —periodickd. Déle pro z € (0, 7)

plati
T

f(x) = arcsin(cos z) = arcsin (sin (g - x)) =572,
nebot pro z € (0,7) je 3 —x € (—%,%). Ze sudosti funkce f je f(z) = § — |z| pro
x € (—m, 7). Jestlize si namalujeme graf funkce f na intervalu (—m,7), a doplnime jej
2m—periodicky, dostaneme, ze graf funkce f vypada nasledovné. Obrézek.

Odtud
f@)= (=)™ pro ze(nmm+)r), nez

fi@nm)=fL(2n+)m)=-1, f.@2nr)=fL(2n—1)m) =1, n € Z.

14. Vypoctéte derivaci funkce f, je-li

(a) f(x)=1Inlal; (1,2 #0]
(b) f(x) = wlal; [2]z]]
(c) f(x) = arcsin 7 ; — A= pro Jg] > 1, fi(1) = —o0, ]
(@) f() = (=1 +1)°; (2 — D)+ >@If1%nx+n]
(&) f(2) = |arctg a; [ 4225 pro o £0, f2(0) =1, f4(0) = 1]
(f) f(z) = |sin’2|; [2sin2z - \sm:c\]

Poznamka: Ozna¢me g(z) = |f(x)| a necht existuje f'(zo) € R. Pokuste se formulovat
podminky, za kterych existuje ¢'(xp). Cemu se tato derivace rovnd?

(&) fla)=VI—e ", F mo 2 #0. fLO)=-1, F1(0)=

= [z] sin® 7z ; [7[z] sin 272 ]

:{ pro x <0, lf'(l‘):{ 1 pro <0 |

In(1+x) pro z>0; iz pbro z20 |
pro x<0. 2 pro x <0

In 1—|—\/ ro x>0; J') = _1Ve x>0
p = 51+ Va7) P

fL0) =2, f(0) =0]
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1—x pro T <1, -1 pro r<l1,

(k) flx)=¢ Q1—2a)2—2) pro 1<z<2 fllx)=4 2x—3 pro 1<z<2
—(2—x) pro x> 2; 1 pro T > 2
() 7(@) = (1 - 2?)sgne; [“2zsgnz pro 2 #0, (0) = too]
Z(1—2a%) pro xz#0,
m) f(z)=<{ 7l
(m) f(z) { 1 pro z=0;

[—2zsgnz pro x#0, f.(0)=+oo, fL(0)=0]

Poznamka: Necht f(z) = % (1 —2%) prox #0, f(0)=a € R. Ukaite, ze

|]

400 pro a<1, —o0 pro a< -1,
fi(0) = 0 pro a=1, 12(0) = 0 pro a=-1,
—o0 pro a>1; 400 pro a>—1.

Srovnejte vysledek s piiklady 1) a m).

arctg x pro |z| <1,

[ { o o st

L4+ T 2gony pro |z >1; pro |z|>1.

arctg 3L pro x #1,

(0) f(z) = { o

L [ e e = ) =]

(p) f(x)—{ aritégri EZ iig [—ﬁ pro x#0, fi(0)=+oo, f’+(0):—1:
15. Najdéte diferencial funkce f, je-li
(a) f(z)= 4w, neN; [z 2 #0]
(b) f(z)= e [—2106"’”2 da |
(¢) fla)=122; (352 dr, 2> 0]
(@) f(2) = 7 | %57 2 e (-LD)]
() f(x) =1In{5%; (224, v e (-11)]
(f) f(x)=In(z+v22+a),a>0; [ |
(g) f(z) =arcsin®, a #0; [\/%dx,|x|<|a|:
(h) f@) = seo5 +alnfte (3 + 5)] (ot =#@k+ 15, keZ]

16. Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné

1

a) {/1,02; b) arctg1,05; c) sin46°; d) f(1,016), jeli f(z) = ——o—".
V22t +1

Poznamka: K feseni tlohy vyuzijeme definice diferencidlu, tj. vlastnosti, ze ,hlavni ¢dst*
prirustku funkce je linedrni. Plati totiz
w(h)

f(xo+h) — f(zo) = df (z0) + w(h), kde fILiLI}JT:O'

85



Tedy plati ptiblizna formule

f(zo+h) = f(zo) + df (o).

Vyuzit{ této formule predpoklddd, ze umime vypocitat f(xg) a f'(xq).

Reseni:
(a) Bud f(z) = ¥z, 20 =1, h=0,02. Potom

1 1

f/(m):3\3/$>27 f($0)21> f/<x0):§>

tedy
1
/1,02~ 1+ 3 0,02 = 1,0067.
Ptesnéjsi hodnota je 1,00662.
(b) Polozme f(x) = arctg , xg = 1, h = 0,05. Potom plati

1

, . 1
f@)= ooy floo) =7 =0.78539, f(x0) =3

tedy
1
arctg 1,05 ~ 0, 78539 + 5 0,05 = 0,81039.

Pfesnéjsi hodnota je 0,8097835.

(c) Je - -
f(z) =sinz, m0:Z=0,78539, h:m:0,0IMSS,
Fia) = cosa, flan) = o) = L2 = 0,707,
tedy T T T T i
sin46° = sin (Z + @) ~ sin 1 + 180 - oS 1= 0, 7194,

zatimco presnéjsi hodnota je 0,7193398.
(d) Zvolme zp =1, h = 0,016. Protoze

_3
2

1
f’(m):—§(2x2+x+1) (4z +1), =z €R,
je

5, s 5 5

5 =-1 @ odtud df (zg)(h) = T -0,016 = —0, 005.

Tedy
f(1,016) = f(xo + h) = f(zo) + df (x0) = % — 0,005 = 0,495.

Presnéjsi hodnota je 0,4950427.

Pozndmky: i) Vyuzit{ diferencidlu k pfibliznému vypoétu funkénich hodnot m4
nevyhodu v tom, ze nezname chybu, které jsme se dopustili. Ma vsak tu prednost, ze
nepotiebujeme prakticky zddny aparat (pouze pojem derivace a diferencidlu). Pozdéji
se seznamime s Taylorovym vzorcem, ktery nam umozni odhadnout chybu ptiblizného
vypoctu. Ten vSak vyzaduje znalost zédkladnich vét diferencidlniho poétu (je to dusledek
zobecnéné véty o stfedni hodnoté).
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ii) Pomocf diferencidlu muzeme odvodit fadu pfibliznych formuli, jako napf.

1 1
\/1+xm1+§x,: \3/1+xm1+§x, sinz~z, tgr~x, arctgz=uw,

které vSechny plati pro dostatecné malé hodnoty x.

17. Pomoci diferencidlu vypocététe piiblizné hodnotu

sin 299 ; [0,4849]
tg46° ; [1,034906]
log 1001 ; [3,00043]
arcsin 0, 2; [0,2]
In 25,02 [3,2197, uzijte hodnoty 1n25 ~ 3,2189]
91,002, [2,0028]
V5 12,25]
V34; [5,833]

120; [10,9546]
V9; [2,083]
V80 [2,9907]
/100 ; [1,938]
V1000; [1,9954, ve cvicenich g) - m) vyuZijte pfiblizné formule

Yar+z~a+ 2+, a>0,neN]

18. Najdéte derivaci Z—Z pro parametricky zadanou funkci, je-li

3at 3at?

= y= Tt 41
a) X 1+t3 ) l/ 1 +tg 9 7& )
3 .3
cos” t sin” ¢t T
b) z= LY = ,te(—f km, — —l—kw),kEZ;
) v/ cos 2t Y v cos 2t 4
) 1 . 1
c) I = arccos , y = arcsin .
V14 t2 Y V14 t2
Reseni:
(a) Ponévadz plat{
/ dy % yg . /
yx:%:%:;éa Je pro xt#o
6at(14+t>)—9at*
dy RS otyott st 428 RV
Tr  3a(1+t3)—9at® 3 _913 1 _ 93 T st
dx W 14+t -3t 1—2t 2
(b) Je
d7y _ 3sin? ¢ cost n sin® ¢ sin 2t _ 3sin? ¢ cost cos 2t + sin® ¢ sin 2t _
dt Vcos 2t vV cos3 2t Vcos3 2t
B cost sin®t {3 (1 — 2sin? t) + 2sin? t} B cost sin®t (3 — 4sin? t)
v cos3 2t Vcos3 2t ’
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dr  3cos’tsint cos®tsin2t sint cos®t{2cos®t —3(2cos’t —1)}
dt Vcos 2t Vcos3 2t Vcos?3 2t
_sint cos?t (3 4 cos? t)
Vcos3 2t
a tedy
dy  3sint —4sin®t sin 3t
dr  3cost—4cos®t cos 3t & 7 + R + i
Podle cvi¢eni 6¢) je totiz
sin3t = 3sint — 4sin®t, cos3t = 4cos®t — 3cost.
(c) Ponévadz je
dy —t _ dx
’ 3 dt’
dt \/1714’_152 1+t ) dt
dostaneme, ze j—g = —1. Tento vysledek v8ak muzeme dostat rovnou, jestlize si uvédomime,

7e

. ™
arcsin & + arccos r = 5

Plati tedy = +y = 3.
y=75—z,z€(0,1).

pro z € (—1,1).

Danymi rovnicemi je tedy parametricky zadédna tsecka

19. Najdéte derivaci % pro parametricky zadanou funkci, je-li

z =acos’t,y =bsin’t;

(a)
(b) z=2t—1,y=13;
(¢) z=acost,y=bsint;
(d) = =acht,y=bsht;
(€ z=et,y=e;
2

(f) x_1+t7y_(%+t) )

a 42
(g x:tgj_tlay: Eé—ijl)’

)
)
(i) z=a(t—sint), y = a(l — cost);
) x=acos®t, y=asin’t;
)

k) z=Vt,y=Vt;
O z2=VE+1,y= f;
(m) z=V1-Vt,y=v1-t;

x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost);

[ a’t#k ]

[t]

[ffcotgt t#kn,keZ ]
[LZetht, t #0

[ €3t

—2t
|: 1+t -1

]
]
#-1]
E= 1,\t|¢1]

[tgt, t#0,t#(2k+1)5, ke Z]
[coth,t7é2k7r keZ]
[—Ltgt, t#kT ke Z]

]

]

[3ﬁ,t>0

1
[t&iﬂ) D

[,/ 37te (0,1)

(m) z=a(IntgL + cost —sint) , y = a(sint + cost).

[tgt,t € (2km, (2k+ )7
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20. Najdéte rovnici teény a normadly dané kiivky v bodé T, je-li

8a® 3at 3at?
- T[2a,?] ; b) x= =
4a2+x27a#0? [a7 ]7 ) Y 1+t23y 1+t2

a) y pro t=2

ResSeni:

(a) Nejdrive si doplnime y—ovou soufadnici dotykového bodu. Pro z = 2a je y = a, tedy
T [2a,a] . Déle
—16a3z 1
! = 5 a k = / 2a = —— .
V=) 1=y (20) = —5

Tecna v bodé T ma tedy rovnici

1
yfa:—i(foa), neboli z+2y—4a=0.
Normala dané kiivky je pfimka kolmd na tecnu, kterd prochazi bodem T'. Jeji rovnice
je tedy
y—a=2(x—2a), neboli 2x—y—3a=0.

(b) Pro tetny bod plati T [%2, 22¢] (dosadime ¢ = 2). Déle

6at(1+t%)—6at>

dy  —arer 2
dr  3a(l+t?)—6at2 — 1 _42°
(1+t2)2
Prot=2je ks = —% a teCna ma tvar
12 4 6
y—Ta =3 (x—5a> , neboli 4x+3y—12a=0.

12 3(x65a), neboli 3x — 4y +6a =0.

(a) y =z, T[4,2]; [t —4y+4=0,40+y—18=0]
(b) y =sinz, T [Z,1]; [6V3z —12y+6 — 73 =0, 122+ 63y — 3V3 — 27 = 0]
(c) y=¢€", T je prusecik dané kiivky s osou y; [T[0,1],z—y+1=0,z+y—1=0]
(d) y=Inz, T je prusecik dané kiivky s osou z; [T[1,0],z—y—1=0,z+y—1=0]
() y=+aZ+16, T[3,7; [T[3,5], 3% — 5y +16 =0, 5z + 3y — 30 = 0]
(f) y=+25 — 22, T je prisecik dané kiivky s pifmkou z = —3;

[Uloha nemd feSeni. Piimka y = —3 neprotind danou kfivku]
(g) y=(z+1)¥3—=z, T[-1,7]; [T[-1,0], VAdz —y+ Vi=0,2+ Viy+1=0]
(h) y = 22*, T je bod, v némz je tecna rovnobéznd s osou 2. kvadrantu ;

(ke=—-1,T[-1,1] 42 +4y+3=0,42 -4y +5=0]

23, T je bod, v némz je teéna rovnobéznd s pifmkou y = 2z — 1;
[ke=2,T1[2,5] ,62—3y—8=0,3z+6y—14=0,
Ty [-2,-3] ,62—3y+8=0,3z+6y+14=0]

—~
—
Nag

<
I
=

89



22.

(G) z=2t—t2>, y=3t—t3, pro t=0; [T]0,0], 3z —2y =0, 2z + 3y = 0]
(k) e=L1 y=3 " pro t=1; [T[2,2], 72 — 10y +6 =0, 10z + Ty — 34 = 0]
(I) # =tcost,y =tsint, pro t=0 a t=7; [T1[0,0],y =0, 2 =0;

Tg{“TZ7”T‘/§},(4+7T)m+(77—4)y_7’24\/§:0,(4—7T)a:+(4+77)y—77\/§:0}
) 2= 38 Y= B pro 120 a t=1.

Tl[(),O],y:iZ?,y:*.fC; T2 §7l 73I*y*4:O7I+3y*3:0
272

Ukazte, ze souradné osy vytinaji na tec¢né ke kiivce

E), a>0

r=acos’t,y=asin®>t, te (0, >

tsecku konstantni délky. Najdéte tuto délku.

Reseni: Nejdifve si napiseme rovnici teény ke kfivee pro libovolnou hodnotu 7 € (O7 %) .

Ponévadz je

dy 3asin?t cost ~ et
dr ~ —3acos?tsint gt
mé hledana te¢na tvar
y—asin®r = —tg7(x — acos® T)

a pro useky, které vytina na osach soufadnych, plati

3

p = asin® 7 cotg T + acos® 7 = acos7(sin® 7 + cos? 7) = acosT (osa ),

3

q=asin®7 +atgrcos® T = asin7(sin® 7 4 cos? 7) = asinT (osa y).

Pro délku hledané usecky nyni dostaneme

VP2 + ¢ =aVcosT +sin’r =a.

Poznamka: Bud z = ¢(t), y = ¥(t) parametricky zadand funkce, necht funkce ¢ a 1) maji
spojité derivace v intervalu (a,b) a bud ty € (a, b) takové, ze

o) = ¢/ (t0) =0, (1) = v/(t0) £ 0,

Potom lze v jistém okoli bodu tg z rovnic = ¢(t), y = ¥(t) vypocitat

Tedy existuje tecna ke kiivce
x=p(t),y=1u(t) vbodé [p(ty),¥(tr)] a ma rovnici = — ¢(tg) =0.

Obecné, jakmile je jedno z ¢isel ¢/ (to) , ¥’ (to) ruzné od nuly, je vektor (¢’ (to), ¥ (to)) smérovy
vektor tecny ke kiivee © = (t), y = ¥(t), t € (a,b) v bodé [p(to), ¥ (to)] .
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23. Dokazte, ze vsechny normély ke kiivce dané parametrickymi rovnicemi
x = a(cost + tsint), y = a(sint —tcost), teER,

kde a > 0 je konstanta, maji stejnou vydélenost od pocatku soustavy souradnic.
Dukaz: Tecény vektor je

dz dy
dt’ dt

) = (atcost,atsint) # (0,0)

prave kdyz t # 0.
Pro t = 0 dostaneme bod [a, 0], v némz dand kiivka nemd teénu (a tedy ani normdlu).

Pro t # 0 m4 obecnd rovnice normély v bodé [z(t),y(t)] tvar

<da: dy

) a0 i) =0,

neboli
(atcost,atsint) (x — a(cost + tsint), y — a(sint — tcost)) = 0.

Odtud plyne, ze
xcost +ysint = acost(cost + tsint) + asint(sint — tcost) = a.
Vzdélenost d bodu [xg,yo] od piimky az + by + ¢ =0 je

_ | azg + byo + ¢
va? + b2

a tedy vzdalenost bodu [0, 0] od pifmky x cost + ysint = a je rovna

d

| —a]

d= ————==a.

Vcos?t + sin®t

Poznamka: Dana kiivka je tzv. evolventa kruznice, tj. drdha, kterou opisuje bod dotyku,
jestlize se te¢na vali po kruznici o poloméru a.

Bud ¢ > 0. Dotyké-li se odvalend teéna kruznice v bodé T[acost,asint] (viz piilozeny
obrdzek), pak puvodni bod dotyku Ty piejde do bodu

X =T + at(sint, — cost) = [a(cost + tsint), a(sint — t cost)].

Pifmka XT, ktera je teéna ke kruznici v bodé T, je normala k evolventé v bodé X, nebot

—
v bodé X ma evolventa tecny vektor (‘fi—f, %) =t-0T.

24. Vypoctéte druhou derivaci funkce f, je-li

(a) f(z) =+ 725 — bz +4; [ f"(x) = 562° + 2102* |
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(b) f(z) =sin’z; [f"(z) = 2cos2x]

(©) f(x)=e; [ /7(@) = 2(20% = 1)e=" |
(d) f(z) =In(1—2); [ f'(@) =~ =<1
=1 va? 2 0; My = —— &
(e) f(x) n(x—i— a+x)7 a>0; [f (33) \/m_
— VT +a7; Wp) = 21207 |
(f) fla) =avT+a?; {f () = irremr |
(8) f(x) = arctg a*; | /() = gy |
(h) f(x) __ arcsinzx . f”((E) _ 3z + (1+4222) arcsin ve (_1 1)_
Vi—z? ' (1—-22)2 V(a=a2)s ’
25. Vypoctéte n—tou derivaci g:f{ funkece y = f(x), je-li
E 1+
a‘) f($):$ , =2 b) f(x):ﬁan:107 C) f(x)=177n€N;
—x
1
d) f(z) =sinz,n € N; o) f(z) = (2®+224+2)e ", n € N; f) f(z) = oA € N;
g) x=ua(t—sint), y=a(l —cost), n=2; h) x =e'cost,y=ec'sint,n=3.
Reseni:
(a) Ponévadz f(z) = eV® ™ plati
1 Inx 1 1
") =aV® [+ =2 ) = 22V" 3 (24 Ina).
Fla) =2 (ot o) = o 24 o)
Jestlize si prepiseme f’(z) do tvaru
1
fl(x) = ixﬁ 277 (24 Inw),
muzeme psat dale
" 1 NG 1 9 1 N Ja-1 1
f(gs):§ A (2+1nz) 52V 22+ Inz)+a o
1
= Zxﬁ—% {Vz(2+Inz)* —lnz}, 2>0.
(b) Je
)= 1 M) = — B @y — 35
f(.]f)—2\/5, f(l‘)— 22I\/E7 f ()_231'2\/57 f (l‘)— 241:3\/5
a odtud 7
10 _ s
1 )( ) 31,9 /5 x>0
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Funkci f prepiSeme do tvaru f(x) = % — 1. Odtud plyne, ze

L2 o222 w201 23 (. _2:1:2:3:4

a indukci dostaneme, ze
2-nl
(n) -
f (l‘) - (1 x)n+1 ’ € 7& 1
f'(@)=cosz, f'(z)=—sinz, ["(x)=—cosz, [P (z)=sinz.

Jestlize polozime f()(z) = f(x), je videét, ze

FA (2) =sing, fOF(2) =cosz, fHHD(2) = —sinz, fOF)(2) = —cosa

pro k € N U {0}. To je viak dosti nepiehledny zépis a pokusime se f()(x) vyjadFit
jednim predpisem. Plati

f'(z) = cosz = sin (x-i- g) , f"(x) = cos (a:—i— g) = sin (x—|—2-g> ,

" (x) = cos (w+2-g) = sin (x—i—?)- g)
Indukci odtud plyne, ze

™ (z) =sin (a:+n : g) pro n € NU{0}.

K vypoctu pouzijeme Leibnizovy formule

n

(u-v)™ = Z( )u(" Mop®) | kde u=e"",v=a>+2x+2.
k=0

Je
vV =2242,0" =2, 0" = . =0 =0; W =—eT W =", .. u=(=1)"e""

Tedy

f™(z) = <g> ()™ (22 + 22+ 2) + (T) ()" (@ + 20+ 2)/+

+ (;‘) ()" (@2 42242)" = (—1)"e " {x2 +22+2—n(2z+2)+ 271(712_1)} =

=(-D"e " {2* —22(n—1)+ (n—1)(n—2)}.

Funkci f rozlozime nejdiive na parcidlni zlomky. Plati f(x) = %2 — T a odtud
1 1 2 2
’ _ 1 _ N
TO=y e TV ey o
2-3 2-3

f///(x) = _(x—2)4 =+ (17— 1)4.

Indukci dostaneme, ze

n _ " 1 1 _ 1 1
f(“”‘”‘”7“{m2wﬂ"w1WH}‘”“{axwﬂ"@xWH}
pron e NU{0},z# 1,z #2.

93



(g) Plati

t

dy a sint 28111%0085 t
—_— = = = t = t 2k 7k E Z7
dr  a(l — cost) 2sin® £ O3 7 2km
d (dy 1
d%y d (dy dt (dz) T 2sin? L 1 1
x x \ dx g a(l — cost) 4asin” § ( — cost)

(h) Je

dy t(sint + cost)

1
cos? (t+ %)

e
dr  et(cost —sint)

&’y
dx3

—t

et(cost —sint) V2cos? (t+T) ( 1

%Sint—i—%cost B Sin(t—i—%) . (t+7r)
%cost—%sint_cos(ﬂ—g)_ & 4/
d (d
d?y _ ar (Tz> _
dx? ili—“t? B
et B et
5 cost %smt) cos? (t+£)

_ \/§co_sé(t+%) +

et(cost —sint)

e 2 (3sint + 3cost — cost + sint)

d (d
o d <d2y) a (ﬁ)
dr \ dx &
3eftsin(t+%) _QtBSin(t+§)—cos(t+%)
\/§cos4(t+%) . ¢ \/§cos4(t+%)

V2 cos (t + %)

e ?*(2sint + cost)

2+/2 cos® (t + %)

26. Vypoctéte n—tou derivaci gr

(a) f(z)=2a%,n=2;
(b) f(z)=z2z—-1)*(z+3)3,n=6,n="T;
c x)="% n=>5;

Tecosxr,n=3;

Poznamka:

(i) f(x) =e 3 neN;
(4) f(z) =In(l1+=2),neN;

(k) f(x)zlg2 7,n€N;

(1) f(z) =cos2z,n e N;

(m) f(z)=sin*z +cos’z, n € N;

T
t# —+kr,keZl.
ﬂcos5(t+§) 7&4

Y funkce y = f(z), je-li

[z” {(Inz + 1) 1} z>0]
[4-6!,0]

[5(274 —120Inz), 2 > 0]
[—2e*(cosx +sinz) ]
[220€2% (2% + 20z + 95) |
[e%(2% + 48z + 551) |

)]

[250 (=22 sin 22 + 50z cos 2z + 1225 sin 2z

Ve cvicenich e)-g) uzijte Leibnizovy formule.
(h) f(z) =sinz sin2x sin3x, n = 10;

[ —2%sin 22 — 2'8 sin 4z + 28 30 sin 6 ;
rozlozte soucin na soucet nebo rozdil]
[(_1)n3n 6—31 ]

n—1 (n=1)!
{(_1) T+a)™

[(_1)nn! { (1‘+11)"+1 + ($_11)n+1 } ;
rozlozte f na parcidln{ zlomky |
[27cos (22 +nF) |

[4”‘1 Cos (4;10 + n%) ]

x>—1]
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(n) f(z) =2%"2*,neN; [(—1)" 272 {42 —dnz +n(n — 1)} e 27|
o) f(z) =(1—=2%)cosxz,n € N; n?—n+1—-22)cos(z+nZ) —2nxsin (z +nl
2 2
x)==FE ne - I >0,n >
p L2 N; 1) e 0,n>2
Pozndmka: Ve cvicenich n)-p) uzijte Leibnizovy formule.
(@) f(z)=2Inz,neN; {W x>0, n>4}
r) x =acost,y=asint,n=2; —— L t#kn, kel
asin®t
() z=2t—t2, y=3t—t3, n=2,n=3; {4(1 5 S0 t3,t7$1}
(t) z=Int,y=t>,n=2,n=3; [9t3, 2763 ¢t > 0]
(W) z=arctgt,y=In(1+t?), n=2,n=23; [2t2 42, 4t(1 + %) |
(v) £ =acos®t, y=asin®t, n=2; (st L # kS kEZ]
(w) z =a(sint —tcost), y =a(cost+tsint), n=2. [— sy t#km, kEZ]

27. Sectéte vyrazy

a) Pu(z)=1+2r+32+---+nz"', neN,
b) Qu(z)=12+2%2+3%2* +..-+n%2"" !, neN.

Reseni:
(a) Uvazme funkci
1— xn+1
11—z
(soucet n + 1 ¢lenu geometrické posloupnosti). Ponévadz je f) (z) = P,(x), plati, ze

fn(x):1+$+$2+-~-—|—aj":

(41"l —-=z)+1 — gntl 1—(n+ 1)z™ + nantl

(b) Je
Qu(z) = Py(z) = (22 =2)2+ (32 = 3)a? +-- -+ (n? —n)a" ! =
=2{2-14+3-22+ - +n(n—1)z2""?} =2R,(x).
Ponévadz plati
Ro(z)=2-14+3-22+ - +n(n—1)2""?= f'(z) a
(@) = P () —n(n+ 1)zt +n(n+1)a” N 2 —2(n+ 1)z"™ + 2nant! .

(1—=)? (1—=)3
Pro Q,(x) tedy plat{

Qn(2) = zRp(2) + Po(z) =
—n(n+1z" +n(n+ D" +1 - (n+ 1)a™ + nz" ! N

(1—=)?
22 — 2(n + 1)t + 2npnt2
(1— )
{1+ 1% +n(n42)2" T} (1 — ) + 20— 2(n + D™t 4+ 2nam 2
B (1—x)3 N
1+z—(n+1)2%2" + (2n% + 2n — 1)z — p2pnt2
= 5 X # 1.
(1—ax)3
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Poznamka: Hodnoty P,(1) a Q,(1) lze vypocitat jako lim1 P,(x), lim1 Qn(x).

28. Vypoctéte diferencidl funkce y n—tého fadu, je-li

(a) y=cosbr,n=2; [ —25 cos 5z dx? ]
(0) y="2 n=2 [2ng-3 2]
(c) y=4""",n=2; [2 4~ 04222 4 — 1) dxﬂ
(d) y =2, n=3; [ —e (2% — 6z + 6)da? |
(e) y=x cos2x,n=10; [ —1024(z cos 2z + 5sin 2z)dz'° |
(f) y=e"cosz, n=4; [ —4e” cos x da* |
(g) y=3sin(2z+5),n € N; [3-2"sin (22 + 5+ %) da™ |
(h) y =e"“sin(zsina), a € R, n € N; [e®“sin(zsin o + na)dz™ |
(i) y=a"e”, neN; e {am nant 4 O gn2 gyt dan |
(j)y:m(llz) neN. [(—1)"n!{#—m}da@",x#0,x#1]

29. Ukazte, ze dana funkce y spliiuje ptislusnou rovnici, je-li

(a) y=1(@?+20+2), 1+y?=2yy";

(b) y=352%", y' -2 +y=e";

(c) y=e**sinbz, ¥y’ —4y +29 =0;

(d) y = Cre™® + Cre 2% | C1,Cy konstanty, " + 3y’ + 2y =0;

(e) y=Cysinkx + Cycoskxr, C1,Co,k € R, y" +k*y=0;

(f) y=e %(C} cos Bz + Cysin fz), C1, 0,0, B € R, " +2ay’ + (o + 3)y=0;

(g) y=2"(Cicoslnz + Coysinlnz), C1,Co,n € R, 2%y + (1 —2n)zy’ + (1 +n?)y =0;
(h) y=C1e® + Cre 4+ Cycosx + Cysinz, C1,Cq,C5,C4 € R, y@ —y=0.

30. Ukazte, ze plati

a) |sinz —siny| < |z —y|, z,y € R; b) %<ln(1+x),ac>0;
x

c) e>1+4+z,z€R—-{0}.

Reseni:
(a) Pro x =y nerovnost zfejmé plati.
Bud z < y. Pak podle véty o stiedni hodnoté existuje bod ¢ € (z,y) tak, ze

sinz —siny
*T—y

= cos&
a odtud plyne
|sinx — siny| = |cosé| |z — y| < |z — yl.

Analogicky provedeme dikaz pro ptipad = > y.
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(b) Uvazme interval {0, z). Podle Lagrangeovy véty existuje £ € (0, z) tak, ze

In(l1+x)—Inl  In(l14x) 1

x x :1+§'
Ponévadz je 0 < £ < z, plati
1 1 1 In(1
1>——>-——_ neboli Snre)
1+¢° 14z 1+x x

(¢) i. Necht x > 0. Podle véty o stiedni hodnoté, aplikované na interval (0, x)

et —1

T

=e& pro £€(0,x).

Protoze je € > 0, plati e¢ > 1, neboli £=L > 1 a odtud plyne dani nerovnost.

x
ii. Bud x < 0 a zvolme interval (z,0). Plat{ opét, Ze

xz
-1
c =et, £€(x,0).

x

Ponévadz £ < 0, je ef < 1, tedy € =1 < 1. Vzhledem k tomu, ze x < 0, plyne odtud, ze

x

e’ >1+z.

31. Ukazte, ze plati
a) |arctg x —arctg y| < |z —y|, z,y € R; b) € >ex,z>1,;

) py le—y)<aP—yP <paPlz-y), p>1,0<y<u.

Navod: Uzijte vétu o stfedni hodnoté, v piikladu (b) na interval (1,z).
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Kapitola 6
Uziti diferencialniho poctu.

1. Najdéte thel dvou kiivek, je-li
a) y=a2,y=2a%; b) y=sinz, y=cosz; c) z2+y* =5,y =4x;
d) (2*+9y*)?=2d%*@% —y?), 2 =y =d?, a > 0;

e) x =cost+tsint,y=sint—tcost,tc (0,4+00), x?+y?=2;

2 2
f) 22—y2=5—+L 1.
)z -y w3

Poznamka: Bud P spoleény bod dvou kiivek takovy, Ze obé kiivky maji v bodé P te¢nu.
Odchylka téchto tecen je thel dvou danych kiivek v bodé P. Jestlize dvé piimky maji

smérnice k1, k2 a kika = —1, je jejich thel ¢ roven 7 , jinak plati
kl - ]fg ™
wom Bkl (7).
¥ ’1 Fhike| YT\
Reseni:

(a) Jestlize hleddme spolecné body obou kfivek, dostaneme rovnici z? = 3, kterd ma

feseni z1 = 0 se spoleénym bodem [0,0] a x2 = 1 s pruseéikem [1,1]. Je-li
f(z)=4a*, g(x) =2, potom [f'(0)=g'(0)=0, tedy ¢=0.
Déle

-2 1 1
f(1)=2,4(1)=3, mneboli tgp= 5 =—- aodtud ¢= arctg - ~ 87,

1+ 7

(b) Rovnice sinx = cos x ma feseni x = § + km pro k € Z. Je-li f(z) =sinxz, g(x) = cosx,

potom
f’(%+2kﬂ):§7 g’(%+2’m>:—§v
i (%+(2k+1)7r) :—?, g'(%+(2’€+1)”) =§7
tedy

V2

tgp = T 2v/2 aodtud ¢ = arctg 2v2 =~ 70°31".
2
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Obé kiivky (kruznice a parabola) jsou soumérné podle osy = (naértnéte si obrézek).
Staci tedy hledat jejich pruseciky jenom v poloroviné y > 0. Z prvni rovnice dostaneme
y = Vb —x?, ze druhé y = 2/x. Jejich spoleéné feseni ddva rovnici

V5 —a2=2yx, neboli z?+4x—5=(x+5)(z—1)=0.

Resenim je z; = 1 (2o = —5 nevyhovuje) s priseéikem P[1,2]. Dile

fl@) = ————, 2 e (—V5,V5), ¢(z)=

1
N z € (0,400)
atedy k1 = f'(1) = —1, ko = ¢/(1) = 1. Odtud

=3, mneboli ¢ =arctg 3~ 71°34".

Poznamka: Vime-li, 7Ze diferencovatelna funkce y = y(z) spliiuje rovnici 22 +y?—5 = 0,
obdrzime derivovanim této rovnice

d d x

2x+2y—y =0, tedy e

dx dx Y
Postacujici podminky pro existenci diferencovatelné funkce y = y(z), kterd spliiuje
rovnici F(z,y) = 0, poskytuje véta o implicitni funkci a sezndmite se s ni ve druhém
semestru.

Protoze jsou obé kiivky (lemniskédta a hyperbola) soumérné podle obou soufadnicovych
o0s, budeme hledat jejich priise¢iky jen v prvnim kvadrantu. Dosazenim 22 — 3% = a2 do
prvni rovnice dostaneme (22 + y?)? = 2a* a odtud 22 + y? = a?v/2. ReSenim soustavy

2+1 2—-1
2:a2\[7+ 2_2VeT 2

2 ) y 2 )

. oy ST T o ., V241 V2—1
tedy v prvnim kvadrantu maji dané kiivky jediny prusecik P [a\/ 5=, ay/ 2] .

Z prvui rovnice lze vypocitat y = f(x) (bikvadratickd rovnice v proménné y), z druhé
y = g(x), kde f a g jsou diferencovatelné funkce. Derivovdnim prvni rovnice dostavdme

2(x% + %) (2x+2ygi> — 24 (235 — 2y dy> =0,

2

2?4+ 9% =a*V2, 22 —y?* = a® dostaneme zx

dx
dy dy
2 2 2 2 2 2 —
r(z® +y*) +y(z +y)fdx @’z +ay- =0,

2 2 2, 4y 2 2 2 ?
y(@® +y +a)%:*$(fﬂ +y*—a’),

dy = 22 +y?—a
de  y x224y2+a2’

o V2+1) V24l Vv2-1
k=1 |a 5 = ’/\/5—1 \/§+1_1 V2.

Vznik4 otdzka, zda neni jednodussi vypoéitat f pifmo. Proved'te a porovnejte. Z druhé
rovnice dostaneme

Odtud

d d
oo = B_Z

20 — 2 =
* ydx de y

V2+1 V2+1
5 = f—1:\/§+1'

k=g | a

Odtud k1ks = —1, t.j. o= g
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(e) Dosazenim parametrického vyjaddieni{ do rovnice kruznice dostaneme
(cost + tsint)? + (sint — tcost)? = 2,
neboli 1+¢% = 2 0 odtud ¢ = 1. Priise¢ik obou kfivek je bod Plcos1+sin 1,sin1—cos1].

Tecny vektor k prvni kiivce je

dz d
(dgtg, dth) = (tcost,tsint). V bodé P konkrétné uj = (cosl,sinl).

Teény vektor ke kruznici
22 +y*=2 vbodé P je up=(cosl—sinl,cosl+sinl).
Podle vzorce pro tihel dvou vektort je

|(ut, u3))| 1 V2

w
COSY = —7——5— = —= = a tedy p=75-

il - sl v2 2

(f) Priklad uz umime fesit (viz piiklady c¢) a d)); ukdzeme vsak jesté dalsi postup. Obé
kiivky (hyperbola a elipsa) jsou soumeérné podle obou souradnicovych os, staci tedy
urcit prusemky v 1. kvadrantu Seétenim rovnic 2 —y? =5, 4ac +1? =8, dostaneme

19‘3332 =13,22=9, y? = 4, tedy priisecik je bod P][3,2]. Parametrlzace hyperboly je

z=+b5cht,y=+5sht, te (0,400) ([z,y] leziv 1. kvadrantu),

dy _ Schi _x 3
dr  \/Bsht y’ 1=
Parametrizace elipsy je

o dy 24/2 cost 4x 2

z = 3v/2 cost, :2\/§sint,te(0,—>, G _ VIS AT g, — 2

Y 2) dx~  3V2sint 9y 2 3

Odtud k‘lk’g = —17 Y = g
2. Najdéte pruseciky a uhel dvou kiivek, je-li
(a) y=arctg z,y =0; [0,0], p=7]
(b) y=lnz,y=0; [ :%]
(¢c) y=arcsinz, y =0; [ %]
(d) y=tgz,y=0; [[lwr,O] kGZ,go—%]
(e) y=sinz, y=0; [[km, 0], keZ, p=7]
) y=2— 2%, y=bx; [[0,0], ¢ —arctg3~33041’]
(8) y=1,y=x; [[1,1]790—arctg3~71°34’]
(h) y=2%,y=; [, =]
(i) y=e2,z=2; [2,e], =% arctg§~36021']
. .2

() y=lz,y=5; [[Ve 3], 9=0;
polozte z =e' a uzijte nerovnosti €*~'>2t pro t#0]
(k) y =+2sinz, y = v2cosx; [[5+Ekm, (-1)F] , keZ,p=1]
(1) y=sinz, y = sin2z; [[QkW,O],kGZ, gozarctg%zlSO%’,

[(2k + )7, 0], [ig +2k7r,ﬁ:§} L kE€Z, p—arctg 3~ 71034'}
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(m)y:m2—4x—|—47y:—x2—|—6$—4, [[1,1},[4,4]7()0—81‘Ctg ~400361]
() y=42?+22 -8, y=a%—2+10; [[3,34], 0 =0, [-2,4], p = arctg 25 =~ 9°17’ |
(0) y =22, x=y?; [0,0], ¢=0, [1,1], ¢ = arctg 2 ~ 36°52' ]|
2
(p) y:%ﬁ;,y:7w ALy HO,%] Lp=0, [-6,3] ,cpfarctg18~300 ’]
2
() &4 ¥ —1’%+%=1- [[i%i%]vw—arctgééé'“?’lo;

v pitkladech q) a r) pouzijte postup z piikladu 1c¢) nebo 1d) nebo 1le)]

3. Pomoci ’'Héspitalova pravidla vypoctéte

xr cosx —sinx tgxr —x Insinmax
a) lim—l; b) hmgi' ¢) lim ——,m>0;
z—0 z3 r—0 r —sinx z—0, Insinx
3 .
arcsin 2z — 2 arcsi e cotgx — 1
d) lim T 2% rem e ; e) lim S - :c ; f) lim reoter — - ;
x—0 1‘3 x—0 51n6 2x r—0 {EQ
. cossinx — cosx .
g) ili% — i h) mlg?, Inz In(l —x);
. . T 1 ) 1
Do () ) tim (5 - cote’r)
Poznamka: Plat{ ndsledujici tvrzeni. Necht existuje lim £ ,( = A € RU{—00,+0}

a necht je dale bud

1) lim f(x) = lim g(z) = 0 ( prvni 'Héspitalovo pravidlo ) anebo

2) lim |g(x)| = +o0 ( druhé "'Héspitalovo pravidlo ).

Potom je lim fg ; A.

Pod znakem lim lze psat ¢ - ¢, x ¢y, 2 - c_,c€ R, x — 400,z — —00, pocho-
pitelné vsude totéz. Zapis

f'(x) f'(x)

g'(z)’ g'(z)’

znamens, ze jsme ovérili predpoklad 1) (resp. 2)). Tento pfedpoklad ovéifme tak, ze vypocteme
f'(x)
g'(z)
,,%“ a ,,22“. Neurcité vyrazy typt ,,0-00“ a 00 — 00" je tfeba napied upravit ( viz piiklady
h), i), j)). Vypocitat limitu bez pouziti ’'Héspitalova pravidla je hodnotnéjsi matematicky
vykon, ale bohuzel to vzdycky nejde.

resp. lim f) = ('H2) = lim

g()

im@: ’ = lim
1 () ('H1) =1

lim

(viz pf. 7). Pomoci 'Hospitalova pravidla poc¢itdme limity neuré¢itych vyrazu typu

Reseni:

(a) Ponévadz je llr%(x cosz —sinx) = lim 23 = 0, miZeme psat

z—0
rcosx —sinx COST — I Sinx — cosx 1 sinx 1
lim ———— = ('H1) = lim = ——lim = ——.
z—0 x3 z—0 32 3z—0 x 3
(b) Plati
1 2
lim BT (g1 = gy e Ly 1T ST g Lo,
z—0 1 — sinx 2—0 1 —cosz  z—0cos?z(l —cosxz) 2—0 cos?zx
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(¢) Je lim |Insinz| =
z—04

400, tedy podle druhého 'Hospitalova pravidla plati

. lnsir.lma: _ (PH2) = Tim W lim sinz mr_cosma
z—0, Insinzx T =04 T sinmx cosx
(d) Platf
arcsin 2x — 2 arcsinx 2 P 2 2
lim = ('H1) = lim Y=22" _VI-o®
r—0 Z‘S z—0 3.132
21 VIi—ax2—1—422 2 . 1— 22— 14422
— e — m =
3z— o 21 — 22/ 1 — 422 3 2—0 32¢/1 — 22/1 — 422 (\/1 — 22+ 1 74172)
(e) Je
3 3
T 1 3 3 2, % 3 2
lim & v ('H1) = lim re v

1
@—0 12sin® 2z cos 2z 1

3
. ev =1 (22)° 1 1
ilm . .

1
—0 3

sino 2z 2cos2r  4-32 128"

(f) Ponévadz plati

x
hm(xcotgx—l)—hm( - ~cosx—1) =0,
0 z—0 nzr
muzeme pouzit prvého ’'Hospitalova pravidla a dostdvame

. xcotgx —
li

. — (PH1) = lim cotgr — 5x; _ 1. i sinx c.osgx -
20 T2 z—0 2x 2 z—0 rsin®
1 ésin2x—x | 25in2x—x , 1 cos2z — 1
— lim 2702 — = < lim 2200 (PHI) = - lim ="
T 2. T sin“x  2az— T 2z— 3z
Ll =2 sinz 1
2 T— 0 32 N 3
(g) Je
. cos(sinxz) —cosx ("H1) = lim — sin(sinz) cosx + sinx
Ll—>rnO z n B 'lm 43
. —cos(sinx) cos? z + sin(sinz) sinx + cos x
= (I'H1) =1
(PHL) = lim 1222
lim = cos(sin x) + cos(sin x) sin® z + sin(sinx) sinz + cos x
12 x—»O x?

1 (sin’z ) sin(sinz) sin®z  cosx — cos(sinx)
= — cos(sinx) + — . +
12 | a2 sin z x?

72
_ 1 {2 4 o8z - cos(sin z) } -

12 x?
Staci tedy vypocitat

i S05% — cos(sinx)

. —sinx + sin(sinx) cosx
5 = (I'H1) = lim ( ) =
x—0 x z—0 2x
1 (sin(sinz) sinzx sin
= —q———=:—— -COST —
2 sinx x T
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Dand limita je tedy rovna z. Pfedbéznou upravou vsak muzeme vypocet zjednodusit.
Plati

cos(sinx) — cos . sin TESRT gip 2osing
=2 lim Z . 2 _ —
4 z—0 T x3

lim

x—0 T

9 1i sinw r+sinz sin =" g —sinz 1 . 14 sinz\ z —sinx
- .cli% w+sgin:v ! 2 : zfsQinw : 223 - 5 xll,%
1
6

—si 1-— 1 sin2
— lim =220 — (PHI) = lim — 20 = 2
z—0 3 z—0 322 6

lim
z— z2
4

xr— sm X

Limitu hr% jiz elementarné nevypocteme.

Danou limitu si nejdiive upravime. Je totiz

lim Inz In(l —z) = lim 77: = (’'H2) = lim =

T—1_ r—1_ |n " x r—1_ —

e _ Jim L(l;rt) =1.

Jestlize nejdiive seCteme zlomky v zavorce, dostaneme

lim
rx—1

T 1 L zlnr—xz+1 Inz+1-1
z—1 Inz

= = (I’'H1 lim —— =
frie (x—1)Inz ( )= =1 Inz + = 1

| 1 1 1
i BT gy -y BEFL L
z—lglnr+xz—1 z—1lnx + 2 2

, 1 9 , 1 cos?z . (sinz + zcosx)(sinx — z cosx)
lim [ - —cotgz ) = lim | — — = lim — =
x z— z—0 x?sin’ x

=2lim —— = —

= lim
x—0 1‘3 3

x—0

sinz + xcosz x? sinx — xcosx . sinx —xzcoszx 2
T sin” x x3

podle prikladu a).

Poznamka: Limity neurcitych vyrazi typu ,1%°¢,,00%a ,,00¢, tj. lim[f(z)]9®*) , kde je
bud lim f(z) = 1,lim|g(z)] = +oco, nebo lim f(z) = +o0,limg(z) = 0, nebo

lim f(x) = lim g(xz) = 0 (v8echny limity ve stejném bodeé), pocitdme takto:

lim[f(x)}g(z) — lig e9(@) In f (@) 7

kde exponent je neurcity vyraz typu ,,0 - co*.

(a)
(b)
()

4. Pomoci I’'Hospitalova pravidla vypoctéte

lim 1822 . (2]
r—0 T—sinz ?

Jin =505 [3]
lim 13—, [0]

Tr—00
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(d) lim In(14+z)—=x :

250 tg2x

. ln(% arccos :v) .
() lim =iy

. tgrx—x

(f) 71.11)% In3(1+z) ’
sh’z In(14x) |
tgr—x ?

(g) lim

z—0

(h) lim €= =2,

—q1 bl
r—0 T—sinz

: : Intgzx
i) lim ;
( ) z=z cotg 2z

3 sin2z—2x .
(J> il_)rno z2 arcsinz ’

L2
: zarcsinz®
(1) ili% xcosx—sinx ’
(m) lim %
T— 00
. x __sinz
(n) lim *=%—,a > 0;

z—0

(o) ili?% (cotgz — 1) ;

: 1 1

(a) lim (3= o) 5
. 1 1) .

(I’) ;LIIIO (marctg z P) ’

(S) }}i}% (% o Sil’llQQ:) )

(t) lim sinz Incotgz;
z—04

(u) lim (7 — 2arctg/x )/ ;

11 1
(v) lim 2 (m - tg7) :
5. Uzitim ’Hoéspitalova pravidla vypoctéte

a

a) lim ,a€R, e>0; b)
r—oo €

c) lirgl z*In"x,e>0,neN; d) lim (tgz
T—Ut z—Z

cotg(z—a)

. tgx T

f) lim | 2% £kl keZ;

) zg(tga) a7 2
: o B _

h) ;:Ha<1_ma1_xﬁ>va’5€1‘{0}’
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lim

r—o00 €€

)21:—71' : e)
0t (

T
—,a€R,e>0;
xT

3l

1. t ™ x
1m 5
T—00 g21‘ +1 ’

1
arcsin ) 2
b

X

(14+2)x —e

xT



ResSeni:

(a) Je-lia <0, jeziejmé, ze lim h;af = 0. Necht tedy a > 1. Potom pouzitim I'Hospitalova
r— 00
pravidla dostaneme
In® 1 a—1 — 11 a—2
fm P eH2) = dim YT _ E2) = g QO DITTE gy
r—00 I T—00 ex€ T—00 g2
—1)...(a—k+1)In**
...~ ('H2) = lim D) (“k ) L
T—00 erxe

jakmile je a — k < 0.

(b) Pro @ < 0 je opét ziejmé lim ex;T = 0. Pro @ > 0 postupujeme analogicky jako
r— 00

v piredchozim ptikladu. Tedy

a a—1 1 a—2

lim = (0H2) = lm % = (vH2) =t AO DT
xz—00 eET r—o0 E£e T—00 E2€€w
—1)...(a—k+1)z*F

C(PH2) = - = (PH2) = G MO D le kA DR

2500 ckesx

jakmile je a — k < 0.

Poznamky:

i. Substitucf t = Inz dostaneme lim 2-Z — Jim

€
T—00 t—oo

ii. Limity z pifkladu a) a b) staci vypoéitat pro a = 1. Je

1 1
lim & = ('H2) = lim —2— =0

z—oo I€ r—o0 exf—1

. In%z . Inz\“
lim = lim < =0,
r—oo ¢ r—00 \ Ia

iii. Limity z piikladu a) a b) ndm poslouz{ k tomu, abychom srovnali rychlost rustu
funkef y = Inx,y = 2,y = e* (¢ > 0) pro £ — oo. Nejpomaleji roste Inz,
pomaleji, nez jakakoliv mocnina x°. Naopak funkce e*” roste fadové rychleji, nez
jakakoliv mocnina. Dale na piiklad funkce y = x* roste fadové rychleji, nez e**.
Plati totiz

a odtud pro a > 0

nebot £>0.

lim e—m = lim — = lim e*(e—Inz) —

Existuji oviem funkce, které rostou jesté rychleji, nez z* , na piiklad y = z*".

(c) Je
1 n 1 n—1
lim 2°In"z = lim —— = (’H2) = lim % — (’'H2) =
z—04 z—04 ¢ z—04 —ex ¢
—1)In"? !
S U i ) ) T )
r—04 e“x—¢ r—04 (—1)" enx—¢
Poznamka: Limitu staci vypocitat pro n = 1. Je
1 1
lim 2° lnz = lim —— = (P’H2) = lim =0
3’)—>0+ $—>0+ xr—¢ 3?—>0+ —cx~¢
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lim z2° lInz = lim (z% lno:) =0"=0

a tedy
z—04 z—04
Substituci t = % dostaneme
In" ¢t
lim z° In" 2 = (—1)" lim - ,
z—04 t—+oo €
coz je limita z piikladu a).
(d) Plat{
111’}\_1 (tg x)QZ*TK‘ _ hr{rl 6(2x77r) Intgz _ 60 =1,
I—)E_ x—>5_
ponévadz
lim (22 —m)Intgz = lim Inter _ (P’H2) = lim ‘e o =
=% _ T—5 (21‘—7‘()_1 T—5 —2(258—71')_2
2x — )32 2(2x —
k.0 e S S P €k )
r—%Z_ sin2zx z—2Z _ 2cos2x
(e) Je
1
r Intg ;‘I
lim <tg e ) = lim e+ =el=1,
nebot
lntg e 1 ; . 7r(2z+1)—227'r:£ 9 1)-2
—TT cog2 _RT_ Sr+1 -
lim BT () - i BEO et mn @D o, (et
T x T—00 1 r—o0  Sin 2;1”1
—2(2 1)73 1
— (PHL) = 27 lim —— ( i;mll)_m — 4 lim —)
YT oS 5 T (a1 =00 (2z + 1) cos 0
(f) Plati
t cotg(z—a) (22 k
lim (gw) zlimetg“tcg*a):eﬁ7 a#—ﬁ,kez,
r—a tga, T—a 2
protoze
In (tg—z) In (tg—z) tgz 4 tgz _
lim tg _ 1 tga) tga — lim tga
itelw—a) s E2 1 tgz—a) ook tg@—a)
tgx —t ! 2
5T 8% _ (PHI) = lim <22 — =
z—a 8¢ sin 2a
tg(z—a)

= lim
z—a tga tg(r — a)

Poznamka: Danou limitu jsme jsme také mohli bez potizi vypocitat elementdrné

Plati totiz
tgxr —tga . tgx —tga 1 2
= lim tgx—tga = 1 =5 :
— ga m Sin 2a

lim
z—a tga tg(l’ - a) r=atga 1+tgztga
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(g) Je

ol

-

N
. arcsinz \ =* ) 1 | arcsine
lim = lim e=? T =

x—0 x x—0
protoze
.1 . arcsinz e - . arcsinz — x
lim — In = lim - . 5 = lim 5 =lim —— =
z—0 X xT z—( 8Iesine ] €T z—0 €T z—0 3
xr

—-1 1 1-Vi—Z 1 2 1

=('H1) = lim Y= — _lim — Y~ — " lim =

== =-1 -
a0 32 32-0 z2\/1—22 32-022y1—22(1++v1—22) 6

(h) Plat{
1—2%) - B(1 —z*
iy (5 2 =)
e—1\1—x 11—z a—1 (1 —z2)(1—2P)
= lim —afa? + afze = af lim 2t~z _
s a—l —are (1 —2f) — BrP(1 —22) a1 e (1 — af) + Baf (1 —a)
) (B—1)xP2 — (o — 1)z*~2 a—p
= (I'H1) = 1 = .
("H1) aﬁmeI ala—1)z22(1 —28) + (8 — D)af~2(1 — z) — 2aBz+F-2 2
(i) Platf
1 In(14) In(1+z)—=z
. (l4z)c—e e —e e @ ' In(l+a)—z
illr%) T - PE%) T n ei-l—>mo n(ita)—z 2 a
. In(l+42)—2 , . ﬁ_l_ : z __¢€
selim = =M =elim o — = e Ty~ o

6. Pomoci ’'Hoéspitalova pravidla vypoctéte

(a) lim a; [1]

z—04

(b) lim z¥ ; [1]

r— 00

(¢) lim z7ne ; [e*]
r—04

(d) Lim (1+e™)* , a>0; [e]

Tr—00

(e) lim (cotgw)sin®; [1]

z—04

(f) lim 2% [1]

z—04

(g) lim (1—2)%; [1]

x—1_

(h) lim 277 ; [e7!]

rz—1

(i) lim (%)tgm; [1]

3?—>0+
N o\ g EE _
() lim (%) [e™"]

(k) lim (2 — 2)%F ; [e*}

T—

(1) lim (£2)7 . et ]

z—0 z
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1
(m) lim (552)

8=

(n) lim (2 arccosz)” ;

z—0

(0) mlg{)lo (Zarctg z)” ;

3 In chx . mn
(p) lim =t mon € Num #n; [n_m
1
. e aZ
(q) lim < (0]
7. Rozhodnéte o pouzitelnosti ’'Hospitalova pravidla k vypoctu limity
. x’sind . T +tcosz
a) lim ——%; b)  lim —.
r—0 SInx r—00 T — COSXT
Reseni:
(a) Je
_ 22%sin 1 . T 1 . . o1
lim —2 = lim — xsin— | =0, ponévadz |xsin—|< |z|]—0.
z—0 sinz z—0 sin x x T z—0
e (1o % o STTA s . . 2z sin L —cos L
Jestlize formalné pouzijeme I’'Hospitalova pravidla, dostaneme lim ——=———=_ Tato
20 cos T
limita viak neexistuje, ponévadz 2zsini — 0, cosz — 0 pro z — 0, ale lim cos

x

x—0 z

neexistuje, jak jsme ukazali ve 4. kapitole. L'Hopitalova pravidla tedy pouzit nemuzeme.

(b) Plati
. T +4cosz L1 4ocese
hm —_— = hm —z
T—00 I — COS T r—o00 | —

=1

cosx
T

l—sinx

1+4sinz ?

Pii formalnim pouziti I’'Hospitalova pravidla dostaneme lim
Tr—00

ktera neexistuje

(je totiz 1 4+ sinx = 0 pro z = 37” + 2k7, k € N) a 'Hospitalova pravidla nelze pouzit.

8. Najdéte Maclaurinuv vzorec funkee f(x), je-li
a) f(z)=e"; b) f(z)=sinx; c) f(x)=cosx;
d) f(z)=In(l+2z); e) flx)=04+x)", aeR.

Reseni:

(a) Ponévadz je y(™) = e pro libovolné n € N, dostaneme, ze

y(0) =y (0)=---=y™(0) =1
Tedy
" r 2P "
e :1+i+§++ﬁ+Rn+1(fE),
kde
R,i1(x) =0(z™), © — 0, je Peanuv tvar zbytku,
Jx
Roi1(x) = ﬁx”“ (0 < ¥ < 1) je Lagrangeuv tvar zbytku a
n !
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6191

Ryyi(x) = —‘(1 — )" z" (0 <9 < 1) je Cauchylv tvar zbytku.
n!

Cisla ¥ v Lagrangeové a Cauchyové tvaru zbytku mohou byt ruzn.

Pozndmka: Nechf existuje A > 0 tak, Ze D(f) N D(g) D Pa(zo), g(z) # 0 pro

x € Pa(xo). Zépis f(z) = o(g(x)), v — zo znamend, ze lim E"L; = 0. Toto znacen{
T—xT0

zavedl E. Landau.
Podle pifkladu 5.25d) je f(™)(z) = sin (z + nZ) pro n € N U {0} a tedy

JO) =f"(0) == [EM(0) =0, [f(0)=1,["(0)=~1,["(0)=1.
Obecné f7+1)(0) = (—=1)". Odtud plyne, ze

3 5 2n—1

) T T 1z
sinz =2 — —+ — — -+ (=1)" lm—’_RQ”H(x)’

3! 5!
kde

f(QnH)(ﬁx) 2n+1

@n T 1) (0<d<1).

Ropt1(x) =
Ponévadz plati
@Y (9z) = sin (ﬁx +(2n+ 1)%) = cos vz sin(2n + 1)% = (—=1)"cos Iz,

dostavame, ze
n
(=)™ cosVx 5,

@n s 1 0<¥<1).

Rony1(x) =

Analogicky jako v pfedchozim pifkladu plati £ (x) = cos (ac + ng) pron € NU{0},
tedy
f/(o) _ f///(o) - .= f(2n+1)(0) =0,
FO) =1, f"(0) = =1, f1"(0) =1, ..., f&(0) = (-1)".

Odtud plyne,ze

x?2 ot , T2
cosx =1— 5—’—1_.”4_(_1) m-l-Ran(l‘)a
kde
Ron o) = cos (Jz + (n+1)7) 540 _ (=1)"*+! cos vz 22 (0 << 1),

2nt2)! " (2n + 2)!

Podle pifkladu 5.26j) plati f((z) = (—1)*~! ((ﬂ_;)); pron € N a tedy

f(O):O,f/(O)Zl,f//(0)2—17fm(0):1~2, ""f(n)(o):(_l)n_l(n_l)!'

Odtud dostavame, ze

x?2 a3

e T T ™
In(l4+2)=xa 5 + 3 +(-1) - + Rpi1(z),
kde
fr D ()

p (1 _ 19)"xn+1 — (_1)n(1 — ﬁ)n xn+1 (0 <9< 1)

Bnia(z) = (1 + )t

je Cauchyuv tvar zbytku.
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(e) Pro > —1 plati
F(z) = a(l+2)* ", f(z) = ala=1)z""2, ..., fP(z) = a(a—1)... (a—n+1)z"""
Odtud plyne, 7e
f0)=1, f(0)=a, f'(0)=ala=1),..., f0)=a(a—1)...(a—n+1) (neN)

a tedy

-1 -1D...(a—n+1
(1—'—1’) _1+Fx+%z2++a(a ) n!(Oé n )xn+Rn+l($)7
kde
ala—1)...(a—n)(1+dz)*! e

1) (0<v<1).

Rn+1($) =

Cislo w nazyvéme binomickym koeficientem a znacime (). Jestlize defi-
nujeme (‘3) = 1 dostaneme

1+2)*=1+ (‘f)w (‘;‘) 24t (Z) & + Rot1(z) :i (2) 2+ Ry (z),

k=0

kde
o

- 1) (1+dz)* "ttt (0< 9 <1).

Roa(a) =

Poznamka: Je-li @ € N, plati pron=0,1,...,«

(a) ala—1)...(a=n+1) ol

n) n! ~ nl(a—n)!

a dostavame znamou definici kombinaé¢niho éisla. Pro n > « plati (z) = 0. Tedy pro
f(z)=(1+2)*, a € Nje Ryy1(z) = 0.V tomto piipadé ma tedy Maclaurinuv vzorec

n
tvar (1+z)* = kz—:o (‘1’;) x* | coz je specidlni pifpad binomické véty.

9. Rozlozte dany polynom f(z) podle mocnim x — «, je-li

(a) f(x)=a3, a=1; [143(x—1)+3(x—1)%+ (z - 1)*]

(b) f(z)=2%-222+32+5, a=2; [11+7(z—2)+4(z —2)2 + (z — 2)3 ]

(c) f(x) =2* + 82> + 2422 + 322+ 17, a = —2; [1+4 (z+2)*]

(d) f(x)=1+3z+52%—223, a=—1; [5—13(z+ 1)+ 11(z + 1) = 2(z + 1) ]

(e) flx)=2*—223 +42 -3, a=1. [2(z — 1) +2(x—1)3 + (z — 1)*]

10. Najdéte Tayloruv vzorec n—tého stupné funkce f v okoli bodu a, je-li

(a) flo)=%am+2,a=0,n=3,a>0,meN;

[+ s — St 4 DBl (o ) 5 23, (0 <0< 1)

R _ .. 2 8(92) 124(92)° 43 N

(b) f(z) =arcsinz,a=0,n=3; [a:—&— 5 +—40{1_(M)2}% , (0<¥< )

(c) f(x):%,a:—l,n— (ke N);
k s 1)FH ]
{ Elamtl +(—1)k+1%, (0<9<1)
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(d) f(x):ﬁva:4’n:k (kEN);

k . . . k41
24 2t Y ()it gy g (—)h RN <y <1

= 2k+1<k+1)'{4+19<z74>}”“;
(e) f(z)=chz,a=0,n=2k (k€ N); z (21 1t ehap e, (0<9 <1
() f(x)=e2*" a=0,n=5 (bez zbytku); [142z+a%— 223 — 228 — &
(g) f(z)= ifiifﬁz ,a=0,n=4 (bez zbytku). [1+4 22+ 222 — 227

11. Odhadnéte chybu pfiblizné formule

£U3 2

~r— V ~l4+ D 0<z<
a) sinz =~z 6+1207‘| b) 1+~ 1—|—2 g ,0<2<1;
2 3 4
c) ln(1+x)%x—%+%—%, |z| <0,1.
Reseni:
(a) Ponévadz plati
3 2P cos Vx
smxfx—EJrﬁoJr}%x kde R7(x) = — o 7
(viz piiklad 8b)), je hledand chyba
1 1 1

R <z <= = ——

Re(a)] < o lol” < 2 = o
tj. je mensf nez 2-107%.

(b) Podle piikladu 8e) (a = 1) dostaneme
2

Vl—l—le—i—%—%—l—Rg(x),

kde
1 1 (_l) (_Q) 3
Rs(z) = 2)14—?93: 58 =22 2 = - (0<v<1
3() (3 ( 2 6(1 + 9z)3 (1+9z)3 ( )
a odtud 1 1
R < < — =0,0625
(¢) Podle prikladu 8d) plati
2?2 23 a2t
ln(l—i—x):;v—?—&—?—I—i—Rg,(x),
kde (1 9y
1—
R5($):mx5 0<¥<1)

a odtud

Ra(a)] < 1194|1:|5< 1—-9\* 1
SN =14 02) 1402~ \1+9z) 105(1+02)
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Snadno zjistime, ze 114:—19’993 < 1 pro uvazované hodnoty ¢ a x. Je totiz 1 — 9 < 1 + Jz,
neboli ¥(1 + z) > 0. Muzeme tedy pokracovat v odhadu a dostaneme

1 1 _

1
R < < = =1,1-107°.
Bs@) < T a2y = 105 279100

Pouzijeme-li k odhadu Lagrangeova tvaru zbytku, dostaneme, ze

_ f(s)(ﬁw) 5 _ z°
Bs(@) = —5— 2" = 50 g
tedy
1 1 1
< < = = .1076.

Lagrangeuv tvar zbytku poskytuje tedy mensi, tj. presnéjsi odhad chyby.

12. Odhadnéte chybu pfiblizné formule

(a) e~ l4a+% 4+ 2 ze(0,1); [ﬁ]
. ws T -

(b) sinz~x— 2 |z] < & [ 3500 = 2,60416- 107 ]
_ 22 2t 26 1 1 - —8

(c) cosz=1—% + 2 — &5, |of < 5. [ T555530 = 9,68812-107% ]

13. Vypoctéte hodnotu funkce f s danou presnosti J.

a) Inl,2, 6=1077; b) sin49°, §=10"9; c) N4000, 6=10"".

Reseni:
(a) Lagrangeuv tvar zbytku je

U@ (D"

Grl Y T i een 07D

Ry 41 (.%') =

a ted
Y (0,2)n+1 1 1

Rn41(0,2)| = < 105"
|Rpn41(0,2)] (n+1)(1+0,2'19)”+1 = 5"+1(n+1) < 10°

Odtud dostaneme, ze musi platit (n + 1) - 5°F1 > 10°, coz je splnéno pro n = 6
(757 = 546 875). Hledana piiblizna hodnota In 1,2 je tedy
(0,2>  (0,2)*> (0,2)*  (0,2)° (0,2)°

n1,2=0,2— - - —0,182321
nl,2=0, 2 T3 1 T g o 1s22l,

tj. In1,2 = 0,18232 & 10~°. Kalkulacka ukazuje hodnotu 0, 182 321 55. Vypocet je tedy
daleko presnéjsi, nez jsme pozadovali.

(b) Jestlize pouzijeme Maclaurinuv rozvoj, plati pro zbytek vyjadieni

—-1)" o
(—=1)" cos xx2n+1

Ranr (@) = 5, 7731

(0<¥<1).

Danou hodnotu thlu 49° musime vyjadfit pomoci obloukové miry, neboli 42, Nyni

180 °
musi platit -
497 1 497\ "
Ropir | — || < ———— [ = 1076,
‘ 2“(180)‘_(2714—1)!(180) <
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Tato nerovnost je splnéna pron = 4, nebot 4 (%)9 < 7-1077. Tedy sin 49° je piiblizné

497 1 /497\° 1 [/497\° 1 /497\”
(== —(Z2) - = () = 0,754 708899.
180 3! (180) 3 <180) 7! (180>

Vzhledem k odhadu chyby sin49° = 0, 754709 £ 10~% je dokonce

49
sin49° € (0,754709;0,754710), ponévadz Ry <1870T> >0.
Presngéjsi hodnota je 0,754 709 59. VSechny vypocty jsme provadéli na kalkulacce s chy-
bou mansf nez 10~'2. P#i ruénim vypoétu musime ddvat pozor, aby chyba pii vypoétu
na“L49J7 bvla vétsf nez 10~6
pr. = (180) nebyla veétsi nez .

Tuto dlohu mizeme fesit také pomoci Taylorova rozvoje v okoli bodu 7. Plat{

sy =snz 1(3) = s=an(er3), 1 (5=

f"(@) = sin@+7), 17 () = Y2 () = sin <x + 32”) (5= _g.

4 2 4
Obecné
f(")(x):sin (:17+ng> a odtud f(”) (g):g(fl)[%]
Tedy s
. 2 1 T 1 ™2 1 T\ 3
81”:2{”1!(9”‘4)‘2!(“4) —gle-3)
+o (_;),[g] (x— Z)n} + Ryqa (),
N £ (5 40 (- 3)) :
n+l A G N\ nFl
Ry () = n+1) (.r—z) =
- Sin{Z+19(fn—+Zl))!+(n+1)§} (x_g)nﬂ 0<v<1)

Nyni pozadujeme, aby

497 1 T\ "+l
Roi (=)< ——— (2 107,
+1(180)‘_(n+1)! (45) <
497 ™

(je =z _2=TI ) Tato nerovnost je splnéna pro n = 3; je totiz % (l)4 <0,99-1076.

180 4 15 =
Ponévadz je
V2 T - -
S\t F 57 s ) = 47 7
2 ( - 45 21452 31453 0,754708879,

vypocetli jsme znovu sin49° = 0,754 709 + 1076 .

Dany vyraz si nejdfive upravime na tvar

1
/4000 = /4096 — 96 = /212 — 962 = {/1 — 96 2(1- 3\ .
4096 128

Uzitim piikladu 8e) pro a = % dostaneme, ze

1

Ry (z) = (nf 1) (L4 92)7 " 1a™ 1 (0<v <1),
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neboli

L(L 1) (L —n) )

_ 12 \12 12 1 L-n—1_nt1 _

Ryi1(x) CE] (14 9z) x
(—1)"-11-23-35...(12n — 1)

_ L —n—1_n+1
— 12n+1(n+ 1)' (1+19,’1,‘) iz 1 xn )

Odtud

R B\|_12s..azm-1 (30 10l ERN
128 )| 120 (n + 1)) 128 128 =

11-23...(12n-1) (39 s ”+1<
120+ (4 1)! 128 128 =
11-23...(12n — 1) (3)"“_

T2 (n 4+ 1)1 (1— 35)" T 128

3nt111-23...(12n—1)  11-23-...(12n— 1)
12741 (n + 1)11257 1 (n + 1)!5007+1

Nerovnost 2 |Rn+1 (f%ﬂ < 1077 je splnéna pro n = 3

2.11-23-35-34
(je2R4< 5 )‘g 3353 51,1806-108)

128 41 1500
) 3 ) 9 5\ 27
V4000 =291 4 (2) — 4+ (2 )+ (2 ) =5 =
1)1 2 ) T3 ) 12
3 11-9 11-23-27
=2¢1— - -
12128 © 2-122-1282  6-123 1283

a tedy

} =1,99605117.

14. Vypoctéte hodnotu funkce f s danou piresnosti J.

(a) sin1%, 6 =1078%; [0,01745241; uZijte rozvoje z pifkladu 8b) a ukazte, Ze
|5 (185)| < 107°]
(b) cosb?, § =10"9; [0,996 195 ; uzijte rozvoje z pitkladu 8c) a ukazte, ze
|6 (35)] < 107°]
(c) log1l, 5 =10""; [1,04139; ukazte, ze

noo k-1 o k
IOgI:1+ﬁ > %+Rn+1(x),
k=1

—1)" (z—10)" 1 _
Ry (z) = (n+1>{(10+)19§z_1o§}n+1.1n1o 0<9¥<1 a |Rs(1)]<1075.

Vyuwzijte hodnoty In10 = 2,302 585]
(d) v/83,6=10"9. [3,01835; uzijte rozvoje z prikladu 8e) pro a = §
a metody z pifkladu 13c) (83 = 3% + 2). Ukaizte déle, ze 3|R4| < 1076 ]

15. Pomoci Taylorova rozvoje vypoctéte nasledujici limity

M

—_z= B
- cosx — ez b V1 — 22 — zcotgx
a) lim ————— im , :
=0 x* ' a0 T sinx '

¢) lim 2? (Vz+1+Vz—1-2V7).

r—00
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Reseni:

(a) Vyuzitim Maclaurinovych rozvoju funkef cost a e’ (viz pifklady 8a) a 8c)) dostaneme

- 2 4 2 4
. cosa?fe’ﬁ . 17%+%+R6($)*(1*%+%+R§($))
lim = lim =
x—0 1‘4 z—0 x4
1 1 — R 1 1 5 1 1 1
= lim 7_7+M — lim{—=——-Z xO(l‘) - =
z—0 24 8 4 z—0 |24 8 2 24 8 12

. ~ . z ~ . ~ z 4 2
V Maclaurinové vzorci pro €® musime samoziejmé misto x psat —%-.

(b) Danou limitu si nejdiive upravime

V1 — 22 — zcotgx 5 V1 —2x2sinT —x cosz
= lim

2

lim

z—0 T sinx z—0 T sin”
. x? . V1—22sinx —x cosx . V1—a2sine —x cosx
= lim — - lim = lim =
z—0gsin“x =—0 3 £—0 73
2 2
x 3 T 4 x 3
. (1—?4—0(35 )) (x—g—i-o(x )) —m(1—7+o(x ))
= lim . =
z—0 x3
3 3 3
x5 - —r 4+ 2+ o(2?)
= lim =0,
z—0 ,’L‘?’

jestlize vyuzijeme Maclaurinova vzorce pro funkci (14+2)*, (a = 3) , sinz, cos z (piiklady

8e), b) a c)).
¢) Zavedeme-li novou proménnou pfedpisem x = 1, mizeme danou limitu piepsat do

t
tvaru
: Vi+t+/1—-t—2
lim 22 (\/x—i—l—l—\/a:— —2\/5) :tli%l + +t2 =

—04

T— 00

2 2
1+ L rot)+1-L - to(t?) -2 1 1
B tl_l)r(r)1+ 2 o f1—1>%1+ 4 toll) = g
jestlize vyuzijeme Maclaurinova vzorce pro (1 + z)® (a = %) . Plati samoziejmeé, ze

o(t?) _
=

o(1) prot — 04 .
16. Pomoci Taylorova vzorce vypoctéte

e’ sinz—z(z+1) |
3 ) [

]
]

W=

i

@)

(b) lim (\G/J:6 + 25 — Vb — x5) ; [% :  zaved'te novou proménnou x =
r— 00

=

17. Najdéte lokélni extrémy funkce f, je-li

_ 3302—1—490—1—4.

a) f(x) = Pl b) f(x):cosx—i—%cost; c) f(x)=¢€"sinx.
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ResSeni:

(a) Funkce f je definovéna pro z € R. Déle plati

, (6 +4) (22 +z+1) — (22 + 1)(32% + 4z + 4) —z% - 2z
f(a) = = :
(22 + 2+ 1)2 (22 + 2+ 1)2
Polozime-li f'(x) = 0, dostaneme 2 stacionarni body 21 = —2 a x5 = 0. Ponévadz plat{
— 2
f’(x):m, je f'(z) <0 pro x < —2 apro x >0;
f'(z) >0 pro z € (—2,0).
Odtud plyne, ze v bodé z; = —2 méa f ostré lokdlni{ minimum f(z;) = % a v bodé

x2 = 0 ostré lokdlnf maximum f(0) = 4.

(b) Defini¢ni obor dané funkce je R, f je déle periodickd s periodou 27 a plati
f(r) = —sinz — sin2z = sinx(1 + 2cos x) .
Pro stacionarni body plati bud
sine =0, tedy x = knw(k € Z) nebo cosx = —% , neboli z = 12%—1—2/% (ke Z).

Ke stanoven{ extrému vyuzijeme druhé derivace. Je f’(z) = — cosx — 2 cos 2z a tedy

f(km) = —cosknr —2= (=)' —2<0

a v bodech zj, = km (k € Z) mé funkce f ostré lokdlni maximum f(km) = (—=1)% + 3.
Protoze ) ) A ) 5
f (:l:;+2k7r> = fcosg f2cos§ = §+1 =35> 0,

mé f v bodech z}, = £2F + 2k (k € Z) ostré lokdln{ minimum

f(:l:%’r+2k7r) :cos%’er%cos%”:f%

(¢) Funkce je definovana pro « € R. Déle plat{

1 1 s
/ T _ T : _ T o
f'(z) = e®(sinz 4 cosz) = V2e <ﬁsmx+\/§cosx> V2 e sin <x+4>.

Polozime-li f'(x) = 0, dostaneme, 7e sin (x—I— %) =0, tedy 2 = —§ + kn(k € Z).

Protoze f”(x) = 2e* cosx , méme

I (7% + kﬂ) = 2" %" cos (7% + kﬂ) =2 * cos (*%) cos km = (1)]6\/567%“’/671' .

Pro k sudé,tedy k = 2n (n € Z) plati f” (=5 + 2nm) > 0 a funkce f mé v téchto bodech
ostré lokalni minimum

™ 2 =
f (—% + 2n7r> = e 1T gin (—%) = —ge_f"%” .

Pro k liché, tedy k = 2n + 1(n € N) plati f” (7% +2n7r+7r) =f" (?% +2n7r) <0
a v téchto bodech ma f ostré lokalni maximum

3 7r 3 2 s
f <I + 2n7r> = T T2 gin % = ge%”m.
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18. Najdéte lokdlni extrémy funkce f, je-li

(a) f(z) =223 — 32%; [maximum f(0) =0, minimum f(1) = —1]

[maximum f(—1)

—2, minimum f(1) =2;

uvédomte si, ze f neni definovdna v bodé x = 0]

(¢) f(z)= \/%; [maximum f(8) = V205 = 43]
(d) f(z) =ze"; [ maximum f(1) = =0, 368]
(e) f(z)= %; [maximum f (e?) = 5 = 0,541, minimum f(1) =0]
(f) f(z)=arctgz —iIn(1+2?). [maximum f(1) =% —1In2=0 439]
19. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f na daném intervalu, je-li
1- 1- 2
a) fla) = arctg o w € (0.1); b) fa) = f g a € (0.1

c) f(z)=2tgx —tg’r, x € <0, g) )

Reseni:
(a) Je
1 —(I+z)-(1-2) 1

fa)= s (lﬂc)z' (1+2)2 T 1422

<0 pro z€(0,1).

Funkce f je tedy klesajici na daném intervalu a své nejvétsi hodnoty nabyva v levém
krajnim bodu, tj. f(0) = arctgl = 7. Nejmensi hodnoty nabyva f v pravém krajnim
bodu, neboli f(1) = arctg0 =0.

(b) Dan4 funkce nen{ definovana v bodech, pro néz 1 +z — 22 =0, tj. 12 = % (1 + \/5) .
Ty vsak lezi vné intervalu (0, 1) . Déle plati

22z — 1)

f'@ = G-y

, x € D(f).

Ponévadz je f'(z) < 0 pro z € < 7) af'(z) >0prozx € (%71> , je funkce f klesajici v

intarvalu <0, %> arostouci v <2 1> Odtud f (%) = %je nejmensi hodnota f na intervalu
(0,1) (funkce f mé v bodé z = % ostré lokalni minimum) a své nejvétsi hodnoty nabyva
f v nékterém z krajnich bodu intervalu (0,1). Je vsak f(0) = f(1) =1, tedy nejvétsi
hodnota f je 1.

(c) Pro z € (0,%) je f'(z) = (joqggz) tedy f'(z) > 0 pro z € (0,Z), f'(z) <O
pro x € (% g) Odtud plyne, ze f je rostouci na <0, §> a klesajici na <4, 2) . Tedy

f (%) =1 je nejvétsi hodnota f na <0, 2) (ostré lokdlni maximum). Nejmensi hodnoty

na <O, g) muze funkce f nabyvat v bodé x = 0. Nabyva ji pravé tehdy, kdyz

lim f(z) > f(0)=0. Ale lim f(z)= lim tgz(2—tgz) = —oo,

z—%

tedy funkce f neni v z € <0, g) zdola omezend a nejmensi hodnota neexistuje.
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20.

21.

Poznamka: Podle Weierstrassovy véty nabyva kazdd spojitda funkce f na uzavieném in-
tervalu (a,b) své nejvétsi i nejmens{ hodnoty. Jestlize existuje f/(z) pro x € (a,b), pak oba
extrémy mohou nastat jen v bodech mnoziny K = (a,b) — {z € (a,b); f'(x) # 0}. Je-li K
kone¢na mnozina, pak

o f(z) = max f(z), min f(z) = min f(z).

Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f na daném intervalu, je-li

(a) f(x)=+vb—4dx,z e (-1,1); [3,1]
(b) f(z) =2 —42+6, 2 € (—3,10); [66, 2]
(C) f($):v2$—$2,l‘€<0,2>; [1’0]
(d) f(z) =sin2z—z,z€(-%,%); [z, 1]
Dokazte nasledujici nerovnosti
x? 2 . T
a) x—7<ln(1+x)<m7m>0; b) fx<smx<m7m€(0,§);
T
1 T 1 x+1
c) <1+) <e<(1+) ,x>0;
x x
1 1
d) @ +y)e > @ +y%)7 ,2>0,y>0, 0<a<f.
Dtikaz:
(a) Oznatme f(z) = z — In(1 + z). Potom je f’(m)zl—ﬁ:p%m>0afunkcefje

rostouci pro x > 0. Vzhledem k tomu, ze f(0) = 0, dostdvdme platnost nerovnosti
In(l+z) <z prox>0.

Omacime=li g(z) = In(1+ 1) —z+ %, je

2

1
Jgx)=——-1+=x >0

1+ 1 +2x
a funkce g je téz rostouci pro > 0. Stejné jako v predchozim piipadu plati g(0) = 0
a tedy nerovnost x — % < In(1 + z) plati pro x > 0.

Pozndmka: Funkce f(z) = In(l + ) md Maclaurinovy polynomy T(z) = =z,
Th(z) = — ””—22 . Tedy mame ukézat, ze pro x > 0 je
Ry(z) = f(z) —Ti(z) <0 a Rs(x)= f(z)—Ta(z)>0.

Ale

x? 3

. * R -
2(14+92)2" 3(@) 3(1+93)37
(Lagrangeuv tvar zbytku).

RQ(QL‘) = kde 5,93 € (O,Qf)
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(b)

Bud f(z) =  — sinz. Potom f'(z) =1 —cosz > 0 pro # € (0,5) a f je rostouci

v <O, g> . Vzhledem k rovnosti f(0) = 0 dostaneme platnost nerovnosti sinxz < x pro

z € (0,%) . Funkce g(x) = sinx je ryze konkdvni v (0, %) , nebot ¢"(z) = —sinz <0
pro x € (07 g) . Tedy pro tato x je
. sin § —sin0 2
sing > ——— -z = —x.
5 ™
Zavedenim nové proménné xr = % muzeme danou nerovnost prepsat do tvaru

1
t

(1417 <e<(1+t)"" pro ¢t>0,

neboli mat) )
e T < el < e(i41) (14D , t>0.

Ponévad? je funkce f(t) = e’ rostouci pro t € R, je pFedchoz{ nerovnost ekvivalentni
s nerovnosti

In(1+¢ 1
n(+)<1<<t+1>ln(l+t), t>0.

Nerovnost M < 1 je ptimym dusledkem nerovnosti a).

Pro zbyvajici ¢dst dikazu oznaéme g(t) = M +In(1+1¢) — 1. Potom plat{

1 In(1 +¢) 1 1 In(l1+4+¢t) t—In(l+7%)
"(4) — _ = — — = >0 t 0
90 = a5 TR P 2 2 pro -t =

opét podle nerovnosti a). Funkce g je tedy rostouci, neboli

In(1+¢

g(t) > lim g¢(t) = lim {H(H +In(1+1¢) — 1} =0
t—04 t—04 t

pro viechna ¢ > 0. Tim je dokdzana nerovnost 1 < (+ +1)In(1+1¢).

Funkce g(t) = Int je rostouc a ryze konkdvni v (0,+00), nebot ¢'(t) = 1, ¢"(t) = — %
prot>0.

Bud'te a,b>O.PakaL_H)+aL+b:1apouZitim nerovnosti a? + b? < (a +b)?, a,b > 0
dostaneme

a b a b a® + b?

—1 Inb <1 . — by =1 1 b).
(%) na+ ;o _n{a+b a—i—aer } n—- <In(a+0b)

a+b a+

V predchozi nerovnosti plati pro a # b dokonce ostra nerovnost.

Bud'te z,y pevnd kladnd ¢isla. Ukdzeme, Ze funkce f(t) = (af —|—yt)% je klesajici na
(0, +00) . Skute¢né

ft) = (2! —i—yt)% {—Z;In (" +y") + % . ﬁyt (xtlnx—i—ytlny)} =

1
(@' +y')" a! t y t t t
= » Y Inz —|—xt+ytlny —ln(z —|—y) <0,

nebot vyraz ve slozené zdvorce je podle nerovnosti (x) pro a = zt, b = y* zdporny.
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22. Dokazte nasledujici nerovnosti

(a)
(b)
(c)

2zarctg x > In(1+22), z€R;
sinx+tgx >2x, x¢€ (0,%) ;
2 —1>alz—-1), z>1,a>1.

23. Reste nésledujici tlohy na extrém.

(a)

Najdéte rozméry kuzele, vepsaného do koule daného poloméru R tak, aby jeho oblem
byl maximalni.

Z obdélnikové ¢tvrtky o rozmeérech a,b(0 < a < b) jsou u vrcholi vyfiznuty stejné
Ctverce. Ze zbyvajici Casti je vytvorena shora oteviend krabicka. Najdéte stranu vytiznu-
tého ¢tverce tak, aby objem krabicky byl maximalni.

Dva zdroje svétla jsou od sebe vzdaleny 30m. Na jejich spojnici najdéte bod, ktery je
nejméné osvétlen, jestlize jsou intenzity zdroju v poméru 27 : 8.

Do feky o sffce a metru dst{ v pravém 1ihlu kandl o §ifce b metru (0 < b < a) . Najdéte
maximalbi délku plavidla, které muze z feky vplout do kandlu.

Zévod A je vzdalen od Zeleznice a km. Zeleznice prochazi od jihu k severu a lezi na ni
mésto B . Pod jakym dhlem ¢ k Zelezni¢ni draze je tfeba vybudovat ptijezdovou silnici,

“evs

p K¢ a po zeleznici ¢ Ké na 1 km (p > ¢) a mésto B lezi b km severné od zavodu A.

ResSeni:

(a)

Ozna¢me x vzdéalenost stiedu dané koule od roviny podstavy vepsaného kuzele; pak
x € (—R, R) a pro polomér podstavy r, vysku v a objem V tohoto kuZzele plati

viz obrazek.

1
v=R+4+z, r=+R?—2?, Vzgw(RQfo)(R+x).

Hleddme maximum funkce V na (—R, R) . Protoze je funkce V spojitd v (—R, R), toto
maximum existuje Jelikoz

T ™
V=3 {—22(R+2)+ R*— 2%} = 3 {R? — 2Rz — 327}

a kofeny kvadratické rovnice 22 + 2Rz — R? = 0 jsou x; = £, x5 = —R, miize funkce
V nabyvat na (—R, R) extrému pouze v bodech z1,29 a 3 = R (viz pozndmka za
piikladem 19). Protoze

4 2
V<R) :I.SRQ-gR—B—wR?’, V(~R)=V(R) =0,

R
3

3 3 - 81
je
R
max V(z)= max V(z)=V|—=|.
z€(—R,R) z€(—R,R) 3
Ze vsech kuzell, vepsanych do koule o poloméru R, ma nejvétsi objem kuzel, jehoz
vyska je v = 11 + R = %R a polomér podstavy r = %ﬁ Objem tohoto kuzele je
roven 28—7 objemu opsané koule, tj. 29,63% .
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Poznamka: Plati

0=V(-R)=V(R)= min V(z)= inf V
(—R) =V(R) i (z) el 2y (),

tedy ?1111%1 R V() neexistuje. Do koule o poloméru R lze vepsat kuzel libovolné malého
ze(—R,

objemu.

Oznacéme stranu vyfiznutého ¢tverce z. Potom je x € (O, 9) a pro hledany objem V

2
plat{ V = z(a — 2z)(b — 2z) . Tedy

viz obrazek.

V'(z) = (a —2z)(b—2z) — 22(b — 22) — 2x(a — 2z) = 122> — 4(a + b)x + ab.
Polozime-li V'(z) = 0, dostaneme kvadratickou rovnici 1222 — 4(a + b)z + ab = 0
s fefenfm z12 = ¢ (a+b=++va®>+b%>—ab) . Protoze je funkce V spojitd na (0%)
axy=¢(a+b+Va>+b>—ab) ¢(0,%) . je

e, V(z) = max {V(o)  V(za), V (g)} = V(xs) = s Viz),

nebot V(z3) > 0 = V(0) = V (%) . Tedy hledans krabicka ma maximaln{ objem pro
z=7¢t(a+b—Va>+b*>—ab).

Oznacime-li A silnéjsi zdroj a B slabsi zdroj, pak situace vypadé nasledovné

viz obrazek. Intenzita osvétleni je nepfimo timérna ¢tverci vzdalenosti od zdroje, tedy
intenzitu osvétleni bodu P muZzeme popsat funkci

27 8
D S k>0.
J(x) {372 + (30—35)2} , €(0,30),k>0

Protoze lim J(z) = lig% J(x) = +00 a funkce J je spojitd na (0, 30) , nabyva funkce

r—04
J svého minima na intervalu (0, 30) . Protoze J'(x) = 2k {f% + ﬁ} , 1ze rovnici

J'(x) = 0 upravit do tvaru

3
_ — 2
(30 x) :é_Odtud 30 x:7,90—3x:2x,x:18.

x 27 T 3
V tomto bodé m4 funkce J(z) své minimum a tedy hledany bod P je vzdalen 18 m od
silngjsiho zdroje.

Popiseme si situaci obrazkem

viz obrézek. Bud a € (0,%) . Pro délku f(«) tsecky AB plati f(a) = 2 + -2

» 2 sin o cos o’
Pficemz nejkratsi takova tsecka (v zdvislosti na o) uddvd maximdlni délku plavidla.

121



Existenci ¢fsla min  f(«) lze zduvodnit jako v predchozim piikladu. Déle plati

aE(O,%)
, bcosa  asina asin®a—bcos® o
fla)=——F—+—F—= 2 2
sin“a  cos?a sin“ a cos? «
Polozime-li f’(a) = 0, neboli a sin®a — b cos>a@ = 0, dostaneme tg’a = g, tedy

ap = arctg i/g. V tomto bodé nabyva funkce f minima na (O, %) , jehoz hodnota je
hledanad maximalni délka plavidla:

flag) = b +—2 :\/1+tgao<tg20+a>:{l+<2>3} (a%b%+a):

sinag  cos

~{at +b%}% .

(e) Nacrtneme si nejdiive obréazek

viz obrazek. Jestlize se silnice pripojuje k Zeleznici b — x km jizné od B, pak naklady
f(x) na piepravu jedné tuny zboz z A do B jsou rovny

f(z)=q(b—z)+pva®+a2.
Protoze je funkce f(z) spojita na (0,b), nabyvd na (0,b) svého minima. Déle je

F(w) = —g+ 2 S PEm Ve
Cl2+$2 a2+x2

a f'(z) = 0 nastane pro pr = ¢v/a? + 22, neboli p?x? = ¢*(a® + z?) . Tato rovnice ma

fesen{ z = +—2L2— | feSenim rovnice f’(x) = 0 je v8ak pouze hodnota v = —2L2— .
vV p?—q? V/p2—q?

Je-li 22— < b, pak f nabyvd minima v bodé z = —L& jinak v bodé =z = b.
Y p2—q? T ’ /p2—q2 ?
Rozmyslete si pro¢. V prvnim piipadé tedy plati

L _ 41
Va2 tz2 p’

V druhém pifpadé je ¢ = arctg 3 . Hledany thel je tedy vysledné

. q
cosp = neboli ¢ = arccos — .
p

{con, ante
(0 = max{ arccos —, arctg — o .
P b

24. Reste nésledujici tlohy na extrém funkce.

(a) Do elipsy 2—; + Zé—j = 1 vepiste obdélnik tak, aby jeho obsah byl maximadlni.
[Strany obdélnika jsou av/2, b\/i]

(b) Do polokoule o poloméru R vepiste kvadr se étvercovou podstavou tak, aby jeho objem
byl maximalni.

5 . : 2R 2 R
[Rozmery kvadru jsou VARV ERV: ]

S
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(¢) Kolem daného vélce s polomérem podstavy R a vyskou v opiste kuzel o nejmensim
objemu.
[ Polomér podstavy kuzele je r = 38| vyska kuzele h = 3v;
uzijte podobnosti trojihelnika. ]
(d) Najdéte rozmeéry vélce nejvétsiho objemu, ktery je vepsan do koule o poloméru R.

[Polomér r=R %, vyska v:%.}

(e) Z kruhu je vyfiznuta vyse¢ se stiedovym thlem «. Z vyseCe je svinut kuzel. Najdéte
thel « tak, aby objem kuzele byl maximalni.

{Stfedovy thel vyseée a je Qﬁ\/g ~ 293956 ;

pocitejte s thlem « v obloukové mite. ]

(f) Obraz o vysce 1,4 m je zavéSen na sténé tak, ze jeho spodnf okraj je ve vysce 1,8 m

nad okem pozorovatele. Urcete, v jaké vzdalenosti od stény mé pozorovatel stat, aby

obraz vidél pod nejvétsim zornym tihlem.

[ Vzdélenost od stény je 2,4 m; uzijte kosinovou vétu. |

(g) Véletna lod je zakotvena 9 km od pobiezi. Z lodi je tfeba vyslat posla do tabora, ktery

lezi na pobiezi, 15 km vzdéleny od bodu pobiezi, ktery je nejblize lodi. Jak blizko

tabora mé posel pristdt, aby se do tabora dostal v nejkratsim mozném case, je-li jeho
rychlost na moti 4km/hod a po pobfezi 5km/hod .

[3 km od tabora. |

25. Vysetiete prubéh funkce f a nacrtnéte jeji graf, je-li

W) f@=ateT b) f@)=_ 44 o) f@)=@+DitE-Di

d) f(z) =sinz + %sin?)x; e) flx)=a3e™ ", d) f(z) = arccos 11

ResSeni:

(a) Funkce f je definovana pro z € R a je nezdporné. Resenfm rovnice f(z) = 0 dostaneme
jediny nulovy bod x = 0.
Limity v krajnich bodech definiéniho oboru jsou

lim z%e " = 400, lim z%e % =0,
r——00 Tr——400

jestlize pouzijeme I’Hospitalova pravidla. Funkce f ma tedy pro x — 400 asymptotu

y = 0. Asymptota pro x — —oo neexistuje, ponévadz lim @ = lim ze ™™ = —00.
T— —00 T——00
Dale plati
fl(x) = 22 — 2%)e™™, f(x)=0pro x=0a z=2.

Spojitd funkce f’ nemuze ménit znaménko v zddném intervalu mnoziny
{x e D(f"); f(x) #0} = R —{0,2} = (—o0,0) U (0,2) U (2, +0),

tedy funkce f je rostouci v intervalu (0,2) a klesajici v kazdém z intervalu (—oo,0),
(2, +00) . (viz nésledujici schéma).

Odtud plyne, ze f md v bodé x = 0 ostré lokalni minimum f(0) = 0 a v bodé z = 2
ostré lokalni maximum f(2) = 4e=2 = 0, 541.
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Druhé derivace funkce f je
f(x) = (2® — 4z +2)e ", z € R. Odtud f’(x) =0 pro x5 =2+ V2,

f"(2) >0 pro z € (—00,2—V2)U(24+V2, +o0), f"(x) <0 pro = € (2—V?2,2+V2).

Funkce f je tedy ryze konvexni v intervalech (—o00,2 — v/2) a (2 4+ /2, +00) a ryze
konkavni v intervalu (2 — /2,2 +/2) ; oba body x1 2 = 2 + v/2 jsou tedy inflexn{ (viz
schéma).

Déle
f(2—V2) = £(0,586) = 0,191, f'(2—+/2) = 1,488 (smérnice tecny v inflexnim bodg).

F(24V2) = f(3,414) = 0,384,  f/(24V2) = —0,159.

Na zavér nakreslime graf dané funkce.
viz graf

Funkee f je definovdna pro z € R — {0} . Pro nulové body plati

1 1 1
;+4x220 = x3:—1 = r=-——~=-0,63.

V4
Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou
. 1 2 . 1 2 . 1 2
lim (—4+42*) =400, lim |—+42°)=-0c0, lim (—+442")=+x.
rx—too \ T r—0_ x z—04 xX

Funkce f ma tedy asymptotu x = 0. V bodech +oo plati

a asymptoty pro x — F00 neexistuji. Dale
/ 1 ! . . / ].
fl(x)=—— + 4z, £'(0) neexistuje, f'(x) =0 pro T=3-
x

Vysetiime-li znaménka prvni derivace, dostaneme, ze

viz schéma.

funkce f je rostouci v intervalu <%,+oo) a klesajici v intervalech (—o00,0) a (0, %)
(nenf klesajici na mnoziné (—oo,0) U (0,3)!). V bodé z = 1 m4 funkce f ostré lokdlni
minimum f (%) = 3. Stejné vysetiime druhou derivaci.

f”(x):%—i—& x#0; f(x)=0 pro z = —

-
P~
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viz schéma. Funkce f je tedy ryze konvexni v obou intervalech (—oo7 —3%/1> a (0, +00),

ryze konkavni v <—%,0); bod =z = —3%/1 je inflexnim bodem funkce f,

1 (*3%/1) = —7,56. Nyni muzeme nacrtnout graf dané funkce. viz graf.

Poznamka: Pfii nacrtnuti grafu funkce f(z) = % + 422 jsme pouzili riznych méiitek

na ose r a ose y. Tim se ovSem nase predstava o grafu deformuje. Na piiklad tec¢na

v inflexnim bodé [—3%/1, 0} je ve skutetnosti mnohem strméjsi, funkce f roste rychleji

pro x — £oo apod.

Funkce f je definovana pro z € R a je kladnd. Déle je sudd, tedy jeji graf je

symetricky podle osy y. Limity v krajnich bodech definicntho oboru jsou
£(

lim f(z) =+o0. Jesice k= lim ACI R 0, ale asymptoty pro x — £00 neexistuji,
z—+o0 r—+oco 7T

protoze _lirin (f(z) —kz) = liIil f(z) = 4+o00. Pro prvou derivaci plati

(@) = ot
C3Yr 1 3¥a 1
a f' neexistuje pro x = —1 a x = 1; déle f'(z) = 0 pro z = 0. Jestlize si nakreslime

schéma znamének prvni derivace a intervali monotonie, dostaneme. viz schéma.

Protoze je funkce f spojitd v celém R. jsou vSechny maximdlni intervaly monotonie
uzaviené; f je klesajici v intervalu (—oo,—1) a (0,1) a rostouci v intervalech (—1,0)
a (1,400). Odtud plyne, ze f ma v bodech & = =1 ostrd lokdlni minima
F(£1) =23 = {4 =1,587 a v bodé 2 = 0 ostré lokalnf maximum f(0) = 2.

Dale plati

" __2 1 1 x _f_1.
f'(z) = 9<€/(H1)4+wx_1)4)<0 VeeR—{-1;1}

a funkce f je ryze konkdvni v kazdé z intervalu (—oo, —1), (—=1,1) a (1, +00) . Ponévadz
navic

f:llz(ml): lim f/(:E)::I:oo, xi:(_l)i7i:1727

TTi

muzeme na¢rtnout graf funkce f. Funkce f neni v D(f) = R konvexni ani konkdvni.
viz obrazek.
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(d) Funkce f je definovdna pro z € R, je lichd a periodickd s periodou 27 . Budeme ji tedy
déle vysetfovat pouze na intervalu délky 27, napi. (0, 27) . Vyuzitim Moivreovy véty
(cosz + isinx)? = cos 3z + isin 3z mizeme vyjadiit

sin3z = 3cos? x sinz — sin® x = 3sinz — 4sin’

3

cos3z = cos®x — 3cosz sin?x = 4cos®z — 3cosz .

Pro nulové body f plati
. 1. . 4 . 4 . 2 4
smx—l—gsm3$:2smx—§sm r=0, sinz 1—§sm z)=0.

Rovnice sinz = 0 mé v daném intervalu feSeni 0, 7, 27, rovnice 1 — % sin?
% feSeni v redlném oboru nema.

z =0, neboli

sin?x =

Ponévadz je f riodickd a nekonstantni, neexistuji limity lir}tl f(x) a tedy neexistuji
T—1T00

ani asymptoty pro x — +oo. Déle je f/'(z) = cosx + cos 3z a polozime-li f'(z) = 0,

dostaneme rovnici

4cos®x — 2cosx = 2cosx(2cos?z — 1) = 0.

Odtud dostaneme bud cosz = 0 se staciondrnimi body 5 ?’%—” nebo cos?z = %, tedy
cosr = % se staciondrnimi body 7, %’T nebo cosx = —5 se staciondrnimi body
?jf, %’T . Prepiseme-li f/(z) do tvaru
f'(x) = 4cos <cos ! > (cos + ! )
x) = T T — — T+ —,
V2 V2
muzeme nacrtnout rozloZzeni znamének f’ a monotonie f .
viz scéma.
Odtud plyne, ze f ma v bodé
2v/2
z="1 ostré lokélnf maximum f (f) _2v2 0,943
4 4 3
™ , 1 e s 7T .
T = 5 ostré lokalni minimum f (5) = - =0,667;
3 3 2/2
=T ostré lokalni maximum f | 2% ) = 2V2 . 0,943
4 4 3
) 5 2+/2
T = % ostré lokalni minimum f (I) = —i = —0,943;
3 3 2
2= ostré lokdlni maximum f (%) = —2 = _0,667;
2 2 3
7 7 2+/2
T = Zﬂ ostré lokalni minimum  f (I = _Tf = —0,943

Pro druhou derivaci plati

5 5
f"(x) = —sinz—3sin 3z = 2sinz(6sin’ x—5) = 12sinx (sinm — \/;> (sinx + \/;> :
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Polozime-li f”(x) = 0, dostdvdme jednak sinz = 0 se staciondrnimi body 0,7, 27,

5 -
5=

stacionarni body graf funkce y = sin z.

jednak sinz = + 40,913 . Naértneme-li si graf funkce y = sin x , ziskdme zbyvajici

5
alzarcsin\/;il,lm, ay=7m—a1 =1,991,
ag =7+ a; = 4,292, ag =21 —ap = 5,133.

Nacrtneme rozlozeni znamének f” a intervaly konvexity a konk&vity.

viz schéma.

Vsechny nulové body druhé derivace jsou inflexni body funkce f a plati

FO) =2, flar) = —2—*9/6 S 0,544, flay) = S\/g_ 0,811

Zavérem nacrtneme graf funkce f. viz graf funkce.

Pozndmka: Protoze je funkce f lichd, stacilo ji vySetfovat pouze na intervalu (0, ) .
Pro vSechna x € R dale plati

1 1
f(mr—x) =sin(r — ) + gsin(?ﬂr— 3z) =sinz + gsin3a: = f(x).

Odtud plyne, ze graf funkce f je osové soumérny podle pifmky x = 7 (rozmyslete si !).
Stacilo tedy vySetfit prubéh funkce f jen na intervalu <O7 g> a pak ji prislusné rozsitit.

(e) Funkce f je definovdna pro z € R a md jediny nulovy bod x = 0. Pro z # 0 je

xT

f kladna. Uzitim "Hospitalova pravidla dostaneme, ze lim zie®=0a tedy piimka

T—+00
y = 0 je asymptotou f pro x — +o0o. Déle plati
x e *
lim z5e™® =400, lim f@) = lim — =-3 lim zie™" = —00

uzitim I’Hospitalova pravidla a asymptota pro x — —oo neexistuje. Je

2 2-3z _,
3 E '>€ :ﬁe 5 ‘T#O,

a dostdvdme dva staciondrni body: x1 = 2 (f'(z) = 0) a 22 = 0(f’ neexistuje).

Nacrtneme rozlozeni znamének f’ a intervaly monotdnie funkce f .

)
—
&

I
/‘\
&|
[

|
)
Wl

viz schéma.
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Protoze je funkce f spojitd v bodé x = 0, patif bod 0 do obou sousednich intervalu
monotonie. Odtud plyne, ze v bodé x5 = 0 mé f ostré lokdln{ minimum

F0)=0, [L0)= lim [x)=+o0, [(0)= lim [(x)=—o0

a v bodé z; = 2 ostré lokdlnf maximum f (%) = (3) e~35 = 0,392. Pro druhou

derivaci dostaneme

2 a4 2\ ., —2-—12x+92%
f"(x>_<9x T3 3“33)6 =g ¢ T#0

a polozime-li f”(z) =0, neboli 922 — 122 — 2 = 0, ziskdme dva staciondrni body
1 . 1 .
w3 = (2 - V6) = —0,150 a x4 = §(2+\/6) = 1,483.

Nacrtneme rozlozeni znamének f” a intervaly konvexity a konk&vity.

viz schéma.

Oba body z34 = (2 F V/6) jsou inflexni body funkce f,
Flas) = 0,328, f (x3) = 1,786,  f(za) =0,295, f'(z4) = —0,162.

Nyni muzeme nacrtnout graf funkce f .
viz graf

Funkce f je definovédna pro vsechna x, pro néz

1
<1, mneboli |1—2z| <|1-22x, x;é§

1—=x
1—2x

Nulové body v absolutnich hodnotéch jsou % a1, tedy

i. pro x€ (—oo7 %) plati 1—-z<1-2z, =z
ii. pro x € (%,1 plati 1—z<2z-1, =x
iii. pro x € (l,+00) plati z—-1<2x-1, =z

<0 aodtud =z € (—00,0);
2% a odtud x€<%,l> ;

>0 aodtud z € (1,+00).
Shrnutim dostaneme, ze definiéni obor funkce f je mnozina M = (—o0,0) U <§, +oo) .
Dale plati

2 1
f(0) = arccos1 =0, f (3) = arccos(—1) =, lirszl f(z) = arccos i g

Funkce f md tedy asymptotu y = % pro & — 4oo. Pro prvni derivaci plat{

Fla) = -1 —14+224+2(1—x) -1 1 B
= e \2 ' (1—2x)2 - \/(1 —2z)2 — (1 — )2 ) 1 —2x|
1_(17295)
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1
=- <0
|1 — 2z|v/322 — 2z

a funkce f je klesajici jak pro x € (—o0,0), tak pro = € <%, +oo) . Navic ma f v bodé
0 nejmensi hodnotu a v bodé % nejveétsi hodnotu. Déle je

z—0_ T3

Fo = tim 0 =1 (5) = tm £ = .

Bud z < 0. Potom

1 1222 — 9z + 1

a ted "(x) = — o Upravé).
2z — 1)v3z? — 2z y ) (2z —1)2/ (322 — 2x)3 (po iiprave)
Ponévadz je 1222 — 92+ 1 > 0 pro # < 0, je f’(z) < 0 a f je ryze konkdvni pro
x € (—00,0).

Je-li ¢ > % , pak

f'z) =

1 atedy [(x) = 1222 — 9z + 1
(1 —2x)V3z2 — 2z Y (22 — 1)2/(322 — 2)3

fiz) =

Rovnice 1222 —92+1 = 0 m4 kofeny z1 o = 9%}{@ a ponévadz % <2, je f"(z) >0
a f je ryze konxvexnf pro (Z,+00) . Graf f vypadd piiblizné nasledovné.

viz graf.

26. Vysetiete prubéh funkce f a nacrtnéte jeji graf, je-li
(&) f(z)= 15

[definovana pro x € R, lich4, nulovy bod = =0; asymptota y =0;
maximum % pro z =1, minimum -— % pro z = —1;

inflexni body [—ﬂ,—%} ,0,0] . [\/5 %} }

[definovéna pro z € R — {0}, sud4, kladn4;
asymptota z = 0; minimum 2 pro z = +1.]
(©) f(@) =2~ In(w+1);
[definovana pro = > —1, nulovy bod = =0;
asymptota = —1; minimum 0 pro z =10.]
(d) f(z) =z +sinz;
[definovdna pro z € R, lichd, nulovy bod x =0; inflexn{ body [km, kx|, k € Z.]

() fla) ="

[definovdna pro z € R, kladnd, asymptota y = 0;
maximum e pro x = 1; inflexni body z =1+ g ]

x

(f) fz) =ze™ 7 ;
[definovdna pro z € R, lich4, nulovy bod 2 =0; asymptota y =0;

maximum e~ 2 = 0,607 pro z =1, minimum —e~ 2 = —0,607 pro z = —1;
inflexni body + =0 a =z = :I:\/g]
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(&) flz)=(1+2%)e ™ ;
[definovdna pro = € R, sudd, kladnd ; asymptota y = 0;
maximum 1 pro z =0; inflexni body x = i\/g = 41,225 }
() fla) =22
[definovédna pro = > 0, nulovy bod « =1; asymptoty z =0,y =0;

maximum % = 0,736 pro x = €% =7,389; inflexni bod [eg, %e_%} }

(i) f(z) =1Incosz;
[deﬁnovéna pro x € (—% +2km, 5 + Qkﬂ') (k € Z); sud4, periodicka s periodou 27 ;

nekladnd, nulové body z = 2kx (k € Z); asymptoty = = 5 +kr (k € Z);
maximum 0 pro xz = 2kn (k € Z) .|

(G) f(z) = arcsin % ;
[definovana pro z € R, lich4, nulovy bod = =0; asymptota y =0;

maximum % pro z =1, minimum — % pro z = —1; inflexni bod [0,0].]
() f(2) = zsne
[definovdna pro x € (—1,1), lichd, nulovy bod z = 0;

asymptoty = = +1; inflexni bod [0,0].]

(1) f(z) =z — 2arctg x;
[definovana pro z € R, lichd, nulové body = =0, z = +2,331 (piiblizné);

asymptoty pro x — +oco jsou y =z F7; maximum 7 —1 pro z = -1,
Z pro x =1; inflexni bod [0,0].]

minimum 1 — 5

(m) f(x) =aarcsin 2 —va?— 22, a>0;

[definovana pro z € (—a,a); nulovy bod x = 0,67a (pfiblizné);
minimum — @ pro r = —a, maximum 5 pro r = a; konvexm’.]

() f(w) = e
[definovéna pro z € R — {1,3}, kladnd; asymptoty z =1, 2=3,y=1;
maximum 1 = 0,368 pro x = 2; nehledejte inflexni body ]

4
(0) f() = (1)
[definovdna pro z € R — {1}, nezdpornd;asymptoty x =1,y =1;
minimum 0 pro x = —1; inflexni bod [—4, %] ]
(p) f(z)=sinz + cos* x;
kladna ;

[deﬁnovéna pro x € R, sudd, periodickd s periodou 7,
pro z € <—§,%> maximum 1 pro z =0, minimum % pro r =+7;
inflexni body [i%, %] ]

(a) flz) = 2555
{deﬁnovéna pro T # W (k € Z), suda, periodickd s periodou 27,

nulové body z = (k€ Z); pro z € (—m,m) maximum —1 pro z =+,
minimum 1 pro x = 0; asymptoty x = £%, x = :I:%7r ; inflexni body [:I:g, 0] ]

24+1—+v/x2—-1.
)

(2k+1)7
2

(r) flz)=2

[definovéna pro |z| > 1, sudd, kladnd; asymptota y = 1;
maximum 2V2 = 2,665 pro © = +1 }
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() flz)=V1-e;
[definovdna pro x € R, sudd, nezdporné ; nulovy bod z =0;
asymptota y = 1; minimum 0 pro x = 0; nehledejte inflexni body . ]

(t) f(@) = 5=

[definovdna pro z € R — {—1,1}, lich4, nulovy bod z =0; asymptoty x = +1;
minimum % =1,375 pro z = /3, maximum — %‘% = —1,375 pro & = —/3;
inflexn{ body [0, 0], [3, %} , [—3,—%] ]

(u) f(z)=e *sin’x;
[definovéna pro € R, nulové body x = kn (k € Z), nezdpornd; asymptota y = 0;
minima pro x = km, maxima pro x =5 +kn (k€ Z);
inflexe pro x = 5 +kr, o =5 +kr (k€ Z).]

[definovana pro = € R, sudd, nezdpornd;
asymptota y = 0; minimum —1 pro z =0.]
(w) f(z) =sin®z + cos® z;

[definovéna pro = € R, periodickd s periodou 27 ;

pro z € (0,27) nulové body 3¢, Ir:

maximum 1 pro x=0,7 a —§£—0,707 pro x:‘%ﬂ,

minimum %i(}_?()? pro x:% a —1 pro Z‘:ﬂ',%’r;

inﬂexepro x:%",% a1‘1:a:%arcsin%50’3657l‘2:g_ai17206,

r3=m+a=3,506, x4 = —3; —a= 4,348.]
— 1 ; .
(x) f(z) =cosz + 5sin2z;

[definovéna pro = € R, periodickd s periodou 27 ;

pro z € (0,27) nulové body 7, 37” ; maximum % =1,299 pro z = %,
s 3r

_ % = 0,433 pro z = 2% ; inflexe pro z; =

minimum @

57:1;2:77_'_0573:3:77
Ty =27 —a, kde a:arcsini£0,253.]

(y) f(z) =sinz —sin®z;

[definovéna pro = € R; periodickd s periodou 27 ;

pro x € (0,27) nulové body 0, Z,7,27;

IR
maximum i pro x:%,‘%’r, minimum 0 pro x =3 a —2 pro J;:%“;
inflexe pro x7; = a; = arcsin %(1 + v/33) = arcsin 0, 843 = 1,003,
T =T — (1 :2,139,
_ _ i1 - : -
T3 =T — g =7 — arcsin g(1 — v/33) = 7 — arcsin(—0,593) = 3,776,
T4 =27+ g = 5,648 ]

(2) flx) = =H2=2es
[definovdna pro x € R — {0}, nulové body =z =1,-3;
asymptoty £ =0, y =2 + 3; maximum 4e ' = 1,472 pro z = —1;

inflexe pro 1 = =5 — /22 = —9,69 a 5C2=—5+\/2>i—0,31.]
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