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Kapitola 8.
Integraly

8.1. Neurcité integraly

Definice 8.1. ( PRIMITIVNI FUNKCE )

Necht jsou funkce f(z) a F(z) definované na intervalu (a,b).
Rekneme, e F(x) je primitivni funkci k funkci f(x) na intervalu (a,b), jestlize

F'(z) = f(z), V€ (a,b).

Véta 8.2. ( existence primitivni funkce )

Ke kazdé funkci f(z), spojité na intervalu (a,b), existuje na tomto intervalu primitivni funkce F'(x).

Véta 8.3. ( vlastnosti primitivni funkce )

Necht F'(x) je primitivni funkci k funkci f(x) na intervalu (a,b).
Potom:

1. F(z) je na intervalu (a,b) spojita. (dokonce diferencovalend ;)
2. Kazda funkce G(z) = F(z) + C, kde C je redlna konstanta, je také primitivni funkci k f(x) na (a,b).

3. KaZdou primitivni funkci k f(z) na (a,b) lze zapsat ve tvaru F(z) + C, kde C je redlna konstanta.

Definice 8.4. ( neurdity integral )

Neurtitym integralem funkce f(z) na intervalu (a,b)

nazveme mnoZinu vdech primitivnich funkci k funkci f(z) na (a,b), kterou zna&ime

/f(x) dz = {F(x) + C; C € R, F(x) je primitivni funkce k f(x)}

( proces hleddni F(x) nazgvame integrovani a pripoustime zdpis: /f(x) dz=F(x)+C, CeR )
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8.5. / TABULKA zakladnich integrali:

patl r€R, a€N,
1. /:p“d:p: 1+C’, x#0, a€Z, a# -1,
s x>0, a€eR, a#—-1,
2. / dz =In|z| + C, x #0,
5 /e dex =e" 4+ C, r € R,
4. /amdx , reER, a#1,a>0,
lna
. /smxdx-—cosx+0 r €R,
6. /cosxd:p—51nx+0 reR,
7. / de =tgz + C, r#@2k+1)%, keZ,
cos®
8. / dx = —cotgx + C, x#km, k €Z,
sin? x
9. / dr = arcsinz + C, € (—1,1),
A
10. / > dz = arctgz + C, rzeR,
11. /smhxdx—coshx—i—C r € R,
12. /Coshxdx—smhx—i—C r € R,
13. / =tghx + C, z € R,
14. / - = —cotghx +C,  z € R\{0},
sinh” x
15. dx = argcosh || + C, x € (—oo,—1) U (1, +0),
T do — argeosh o (~o0,=1) U (1, +0)
1
16. dr = argsinhx + C, x €R,
Vita? :
) : _
100. dz =In|f(z)| + C, x € R\ {z: f(x) =0},
/
101. /f’(x)dx: (x)+C, (/f(x)dx) = f(2).
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Véta 8.6. ( integrace souttu, rozdilu a nasobku )

Necht jsou funkce f(x) a g(x) spojité na intervalu (a,b).
Potom na tomto intervalu plati:

2 [(He)29@)do= [ @)t [ ga)an

b) /a flr)dr =a- /f(x) dz, kde o # 0 je redlnd konstanta.

Véta 8.7. ( metoda per partes)

Pro funkce u(z) a v(x), které maji na intervalu (a, b) spojité prvni derivace u/(z) a v'(x), plati:

/ w(z)v'(z) do = u(z)v(z) — / o (z)o(z) da.

Dissledek 8.8. ( metoda trial partes a la trial)

Pro funkce u(z) a v(z), které maji na intervalu (a,b) spojité derivace az do ¥ddu 3 (obecn& n) plati

D 1
u(x) v"(x)
+
N\

u/(x) v (z)
/u(z)v’”(x) dz = N = tu(z)v”(z)—u'(2)v'(z)+u” (x)v(x)— / v (x)v(x) dz

u”(x) v'(z)
+
\

u”’(x) » v(x)
-

metoda neni nijak objevnd nicméneé je ndzornd, vypocet jednoduse zkontrolovatelny
a umoznuje vicendsobné pouZiti per-partes v podstaté na jednom tdadku.

Véta 8.9. ( integrace substituci )

Necht a) funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b)
b) funkce ¢(t) ma spojitou prvni derivaci ¢'(t) na intervalu (o, (3)
c) H(p)C (a,b).

Potom pro = € (a,b) a t € («, 3) plati:

[1@a=| 2 2 90| = [ reeeoa
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8.10. / ... integraly typu R(-):

Formaln& uvazujme racionalni lomené funkce (podil polynomii)

kde A, B, xo, p, q jsou redlnd &isla ( p> —4q<0)ak=2,34,....

« Integraly typu /R( e’ ) de

volime substituci: ¢ = e*, dt = e* dz.

* Integraly typu/ (lnx)

volime substituci: ¢ = Inz, dt

||a\9~

d:c.

* Integraly typu /R(sinx, cosx ) dz

volime bud pracnou za to v3ak univerzdlni substituci: tg 5= t, kde nahrazujeme:

11— 2t 2
cosr=——, sinx=-——, dz= dt,
14+t 14 ¢2 14 ¢2

nebo méné pracné, ale také méné univerzalni substituce:

a) t=tgx <  R(—sinz, —cosx) = R(sinz, cosz)
b) t=cosz <=  R(—sinz, cosz) = —R(sinz, cosz)
c) t=sinx <=  R( sinz, —coszx) = —R(sinz, cosx)
b
x Integraly typu /R (x, pf 0T T ) dx
cr+d
ar+0b .. dt" — b

¢ih x =

volime substituci: " = , .
cr +d a — ct?

P(z) P(z,y)
R(x) = , resp. R(z,y) =
= 9= Q)
* Integraly typu /R(:p)dx
Funkci R(z) rozloZime na soulet parcidlnach zlomka:
A A Az + B Az + B
T—1x (z — x)F’ ?+pr+q’ (22 + px + @)%’
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8.11. / ... raciondlni lomena funkce:

P, . <
Integrujeme (z) dr — Kde P,(x) je polynom stupnevm,
Qn () Q. (z) je polynom stupné& n.

1. Pokud je m > n, délime polynom P,,(x) polynomem @,,(x)

1P Ry(x
Qn() Qn(z)
2. M(x) je polynom, ktery snadno integrujeme.
3. ProtoZe k < n, rozloZzime g’“((x)) na parcidlni zlomky.
Existuji pravé 4 typy parcidlnich zlomkd (tj. Zadné jiné)
A A Az + B Az + B
z—z  (z—z)f  Ptprtq (2 +pr+o)F

kde A, B, xq, p, q jsou redlnd &isla ( p> —4qg<0)ak=2,34,....

(a) redlny kofen x ndsobnosti jedna:

A
/ de = Aln|z —x9| +C, CeR.
T — X

(b) redlny koFen xy ndsobnosti k:
/(de: 4 1.0 cer

x — xo)* 1—k (x—xo)k!

(c) komplexn& sdruzené kofeny nasobnosti jedna:

Az + B A 2B—A 2
/de:—1n|x2+px+q|+7parctg (LW) +C, CeR

4 Ak 09 4 2 4q — p? [4q — p?

(d) komplexng& sdruzené kofeny ndsobnosti k: (s vyuzitim rekurentnich vzorci)
Az + B A 2 A 1
z+ A stp (B 3 _p) (

(22 +pr+qF 2 (2% +pz+q)F 2 ) (22 4 pz + q)"
a tedy:
2z +p 1 1
dx = +C, CelR
/(w2+px+Q)’“ 1—Fk (2% +pr + ¢!

1 1 2% + p / 1 )
dr = + (4k -6 dx
/(x2 +pz + q)F (k—1)(4q — p?) (:v2+p:v+q ( ) (22 + pr + ¢)*

symbolicky lze strukturu v?jpoétu naznacit takto ...

Dol 4y = [ M(2) + 29 dz =
- Axz+B Az+B _
= f M dl' aF f — 2?0 (m ﬂ?o)k + 22 1 prtq + (f::-l—pg-i-q)k dox = s

.. pricemz czlem bylo pmblem osvétlit a zdroven nikoho nevydésit ;)
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8.12. / ... rlizné:

* zajimava uZiti per partes
1. K hledani primitivnich funkci k funkcim typu:

a"e", a"Inz, a"coswx, z"sinwz, a"arcsinw, z"arccosw,

Lze odvodit i takové krdsné (inzenirské) vzorce jako:

e (wsin wx + o cos wx
e coswr dr = ( 5 5 )—I—C',
o+ w
. e (o sin wxr — w coS W
e sinwx dr = ( 5 > )—I—C', C eR.
o’ +w

2. Odvozeni rekurentnich formuli integrovanim per partes pro n > 1:

Jnyo = n%rzcosnﬂxsinx—f—Z—i; L, kde n:/cos":pd:p,
Y. —#2 sin”“xcosx—i—ﬁ—ié ., kde Jn:/sinnxdx,

" dz

x Integrdly typu [ cosmax cosnx dz, / sin mx cos nx dzx, / sin mz sin nx dx.

S vyuZitim zndmych souctovych vzorci:

(NN NN ORI

/cos mx cosnx dx /( cos(m + n)x + cos(m — n)z ) dz,
/( sin(m + n)x + sin(m — n)x ) dz,

/( —cos(m + n)x + cos(m — n)x ) dz.

/ sin max cos nx dx

/ sin ma sin nx dx

x Integrdly typu /COSQZL‘dI‘, /sinzxdx
Jinak nezajimavé, ale pravé zde mimoradné uZite¢né souctové vzorce:

. 9 1 cos2z 9 1 = cos2x
SN r = - — , cos“x = = + .
2 2 2 2
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8.2. Urcité integraly

Definice 8.13. ( déleni intervalu )

Délenim intervalu (a, b) nazveme konenou posloupnost bodil z tohoto intervalu, které spliiuji podminku:

Aa=Tog<T1 <Xy <+ < Tp_1<x,=0>0

Tuto posloupnost zna&ime symbolem D,, = (xg, 21, %2, ..., %y,).

Definice 8.14. ( dolni a horni integralni soucet )

Necht D,, je déleni intervalu I = (a,b) a necht f(z) je funkce omezend na tomto intervalu.
Oznatme Axy = xp — x—1 a I, = (Tp_1, Tg).

n

Dolnim integralnim sou¢tem nazveme &islo: s(f, D) = Z inlf {f(x)} - Azg
— z€l)
n

Hornim integrdlnim sou&tem nazveme &islo: S(f,D,) = Z sup{f(x)} - Az
k=1 €l

Definice 8.15. ( Riemanniiv integral )

Necht f(x) je funkce definovand a omezend na intervalu (a, b).
UvaZujme viechna déleni intervalu (a,b) a s jejich pomoci sestrojme
e mnozinu hodnot v8ech dolnich integrdlnich soudti.

e mnoZinu hodnot v8ech hornich integrdlnich sou&ti.

Jestlize se supremum mnoziny dolnich integralnich sou¢tl rovnd infimu mnoZiny hornich integralnich souctd,
fikdme jejich spole¢né hodnoté Riemanniv integral funkce f(z) na intervalu (a,b) a piseme

b
sups(f, D) = [ f(a)do = ipt S(7, D)

Dn,

Funkci f(x) nazveme Riemannovsky integrovatelnou (integrovatelnou) na (a,b) a piseme f € R({a,b)).
Cislo a nazveme dolni mez integralu.
Cislo b nazveme horni mez integralu.

b
Chceme-li zdiiraznit, Ze uvaZujeme integral ve smylu Riemannovy definice, piseme: (R)/ f(z)dx.

Definice 8.15”. ( rozsiteni definice Riemannova integralu )

Pro integrovatelnou funkci f(z) na intervalu (a, b), kde a < b, definujeme:

/aaf(x)dxzo a /baf(x)dx:—/abf(x)dx.
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Véta 8.16. ( Riemanniiv integral a obsah plochy )

Necht f(x) > 0 je spojitd funkce na (a, b). Potom je integral

/ab f(z)dz

¢iseln& roven obsahu plochy obrazce, jehoz obvod tvofi: osa z,
graf funkce y = f(x),
rovnobézky s osou y o rovnicich xt = a a © = b.

Véta 8.17. ( postatujici podminky integrovatelnosti )

Necht f(x) a g() jsou funkce definované na intervalu (a, b).
1. Jestlize f(x) je spojitad na (a,b), potom je zde integrovatelna.
2. Jestlize f(z) je omezend na (a,b) a obsahuje nejvyse koneény polet bodii nespojitosti,

potom je na (a, b) integrovatelna.

(v obou pripadech pak piseme f € R ({a,b) >>
3. Jestlize f(z) a g(x) jsou integrovatelné, potom jsou integrovatelné také funkce

af(z), |f(@)|, flz)+g(x), f[flx)g(x), kde a je redlnd konstanta,

f(x) pokud 0 < m < g(z), kde m je kladnd konstanta,
g(z)’ nebo 0> m > g(z), kde m je zdapornd konstanta.

Véta 8.18. ( Newtonova - Leibnizova véta )

Necht F(z) je primitivni funkci k funkci f(z) a necht jsou ob& funkce spojité na (a,b).
Potom

a

b b
/a f(z)dz = [F(x)} — F(b) — Fla).

(vgjpoéet nezavisi na vybéru primitioni funkce)
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Véta 8.19. ( linearita a aditivita )

Pro integrovatelné funkce f(x) a g(x) na (a,b) plati:

b b
a) /a flr)dr =« /f(x) dz, kde « je redlna konstanta,

b)j%f@%+ﬂ@)®ﬁ=jf@ﬂ®H:;M@d%

b b

o) /f(x)dx:/cf(x)dx+/f(x)dx, kde a < ¢ < b.

a c

Véta 8.20. ( per partes v urcitém integralu )

Pro funkce u(z) a v(x), které maji na (a,b) spojité prvni derivace v'(x) a v'(x), plati:

Véta 8.21. ( substituce v urtitém integralu )

Necht a) funkce ¢(t) md spojitou prvni derivaci () na intervalu (a, 3)
b) funkce f(z) je spojitd na H(y)
c) a=ep(a)ab=p(p)

Potom pro = € (a,b) a t € («, 3) plati:
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8.22. véta o stiedni hodnoté a jeji diisledky

Véta 8.22. ( véta o stfedni hodnoté )

Necht f(z) je spojitd funkce na (a,b).
Potom existuje £ € (a, b) takové, Ze plati

10 =5 [0, rep [ f@)de= Q)0 a).

Disledek 8.22.A. ( pozitivnost integrdlu )

Necht f(x) > 0 je spojita funkce na (a, b).

Potom ,

/ f(z)dz > 0.

a

Jestlize navic existuje = € (a,b) takové, Ze f(x) > 0, plati pro vy3e uvedeny integrdl ostrd nerovnost.

Diisledek 8.22.B. ( porovnani integralii )

Necht f(z) > g(x) jsou spojité funkce na (a, b).

Potom , ,
[t@ae= [g)an

Jestlize navic existuje = € (a,b) takové, Ze f(x) > g(x), plati pro vySe uvedené integrdly ostrd nerovnost.

Diisledek 8.22.C. ( integral z absolutni hodnoty )

Necht f(z) je spojitd funkce na (a,b).

Potom ,

/f(x)dx S/blf(x)| dz.

a

Jestlize navic funkce f(z) méni na {a,b) znaménko, plati pro vy3e uvedeny integral ostrd nerovnost.

Diisledek 8.22.D. ( sevieni integralu )

Necht m < f(z) < M, kde f(z) je spojitd funkce na (a, b).

Potom ,

m(b—a) < /f(x)dx < M(b—a).

a
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Véta 8.23. ( Integral s promé&nnou horni mezi )

Necht je funkce f(x) integrovatelnd na (a, b).
Potom je funkce definovana predpisem:

=fmw

spojitou funkci na intervalu (a, b).

Navic v kazdém bod& z, ve kterém je funkce f(x) spojitd, je G(z) diferencovatelnd a plati:

:%[mw:my

<Analogzc/<;y pro H(x / f(t) dt, plati:  H'(z / f(t) —f(z ))
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8.3. Nevlastni integraly

Definice 8.24. ( nevlastni integral vlivem funkce 1. )

Necht f(x) je integrovatelnd v kazdém intervalu (a, c), kde a < ¢ < b a necht f(x) neni omezend na (a,b).

[ rwas

1. konverguje (je konvergentni), jestlize existuje limita

Nevlastni interdl vlivem funkce je integral

o kterém tekneme, Ze:

Cc

G b
lim f(z)dex, a pféeme:/ f(x)dz = lim f(x)dx.

c—b= J, c—b= [,
2. diverguje (je divergentni), jestlize neexistuje limita

lim Cf(:z:) dx.

c—b @

b
Pokud je pFislusna limita +00 (resp. —oc) a piseme: / f(z)dz = 400 (resp. —o0).

Definice 8.25. ( nevlastni integral vlivem funkce 1. )

Necht f(x) neni omezend v okoli bodu ¢, kde a < ¢ < b.

b
[ #a)as,
1. konverguje (je konvergentni), jestlize konverguji oba integraly

/acf(x) dz, /cbf(x) dz.

2. diverguje (je divergentni), jestlize diverguje alespoil jeden z vy3e uvedenych integrald.

Nevlastni interal vlivem funkce je integral

o kterém tekneme, Ze:
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Definice 8.26. ( nevlastni integrdl vlivem meze |. )

Necht f(x) je integrovatelnd v kazdém intervalu (a, b).

Nevlastni interal vlivem meze je integrdl

f () da,

o kterém tekneme, Ze:

1. konverguje (je konvergentni), jestliZze existuje limita

b 400
bETm/a f(z)dx, a pi eme:/a f(z dx—bkinoo/ f(z

2. diverguje (je divergentni), jestlize neexistuje limita

Pokud je pFislusna limita +00 (resp. —oc) a piseme: f( )dx = 400 (resp. —o0).

Definice 8.27. ( nevlastni integrdl vlivem meze II. )

Necht f(x) je integrovatelnd v kazdém intervalu (a, b).

Nevlastni interal vlivem meze je integral

f () da,

—00
o kterém Fekneme, Ze:

1. konverguje (je konvergentni), jestlize pro n&jaké xy € R konverguji oba integraly

+oo xo
f() de, / f(z) dz

2. diverguje (je divergentni), jestlize diverguje alespoil jeden z vy3e uvedenych integrald.

Definice 8.28. ( valeur principale )

Necht f(x) je integrovatelnd v kaZzdém intervalu (—a, a).

Hlavni hodnotou ( valeur principale ) nevlastniho integrélu je integral:
(pokud limita ezistuje)

+oo a

V.p. f(z)dx = lim f(z) dx.

a— 100
— 00 + —a
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8.100. NAHLEDY ...

Véta 8.101. ( srovnavaci kritérium )

1. Necht b je singuldrni bod integralu f;f(x) dx
(tj. f je bud neomezend v okoli b nebo b = +0).

2. Necht f,g € N'({a,x)) pro libovolné z takové, ze (a,z) C (a,b).

3. Vte (a,z): 0< f(t) <g(t).

Potom plati:

1. Konverguje-li ffg(t) dt, konverguje také fabf(t) dt.

2. Diverguje-li [7 f(t) dt, diverguje také [* g(1) dt.

Véta 8.102. ( integralni kritérium pro fady )

Necht f(x) > 0 je klesajici funkce definovana na intervalu (1, +00).

A necht (a,)’2 je posloupnost redlnych &isel takova, Ze a, = f(n).

+o0 0o
Potom ¥ada E a, a integral / f(x) dz bud soutasn& konverguji nebo sou&asn& diverguji.
n=1
1

Véta 8.103. ( kritérium divergence )

Necht f(x) je integrovatelnd v kaZzdém intervalu (0, b).

JestliZe
lirf f(z) =400, nebo hril f(z) = —o0, a nebo lir}ra f(z) existuje, ale je rtiznd od nuly

+o0
potom nevlastni integral / f(z) dz diverguje.
0




