Kapitola 7.

Derivace

Definice 7.1. ( derivace a diferencial )

1. Rekneme, ¥e funkce f definovand na okoli U(zy) méa v bod& xy derivaci (je derivovatelnd), existuje-li
kone¢nad limita

fxo +h) = f(xo)

lim 1@ = @) _ / — F(@0) = I'(2) sy

T—X0 T — X h—0

Této limité ¥ikdme derivace funkce f v bodé& z.

Neni-li tato limita kone¢nad nebo neexistuje-li, fikdime, Ze funkce f nema v bodé& x( derivaci. V p¥ipadé
jednostranné limity hovofime o jednostranné derivaci.

2. Rekneme, e funkce f méd v bod& z; diferencial (je diferencovatelnd), existuje-li &islo A a funkce w(h) =
w(z — xq) takova, Ze plati

Flao+B) ~ flao) = A-h o), m“P _g

Cislo A je derivace funkce f v bodé =z, a linedrni funkci Ah prom&nné h ¥ikdme
diferencidl funkce f v bod& z( a piSeme

df (zo, h) = Ah = f'(zo)h .

Véta 7.2. ( derivovatelnost a diferencovatelnost )

Funkce f je v bodé& xy derivovatelnd pravé tehdy, kdyZ je v tomto bod& diferencovatelnd.

Véta 7.3. ( diferencovatelnost a spojitost )

Je-li funkce f diferencovatelna v bod& zg, je v tomto bodé spojita.




Véta 7.4. ( pravidla derivovani a diferencovani )

Necht funkce f a g jsou diferencovatelné v bod& 5. Potom jsou v tomto bod& diferencovatelné i funkce
Cf> f + g, f 9,

a pokud g(xg) # 0, pak i funkce g

Plati:
1. (ef) =cf’, ¢ je konst., d(cf) = c df,
2. (f+g9)=f"+47 d(f £ g) = df £dg,
3. (fg)'="rg+fg d(fg) = f dg+g df,
4 (5) = Lafd, d (1) — g di—fdg

g g

Véta 7.5. ( derivace sloZzené funkce )

Mg&jme sloZenou funkci F'(x) = (go f)(z) = g(f(x)) a necht existuji derivace f’(z0) a ¢'(yo), kde yo = f(x0).
Potom existuje derivace I"(z¢) = [g(f(7))],—,, a plati

F'(20) = ¢'(y0) f'(20).

Véta 7.6. ( derivace inverzni funkce )

Necht diferencovatelnd funkce f : I — H je prostd v I a necht Vo € I je f'(x) # 0. Potom inverzni funkce
f~1 je také diferencovatelnd a plati

kde

Tedy pro v&echna z € D(f~') plati

Definice 7.7. ( hladka funkce )

Rikdme, Ze funkce f je spojité diferencovatelnd v otevfeném intervalu I (tzv. hladkd funkce), je-li funkce f
spojita v I, tj. plati:

lim f'(x) = f'(xg), pro kazdé x; € I.

T—xo

Véta 7.9. ( Fermatova nutna podminka existence extrému )

Jestlize funkce f nabyvd v bod& xy svého lokdlniho extrému a existuje f’(xg), potom f'(xg) = 0.




Véta 7.10. ( Rolleova véta o stiedni hodnoté )

Predpokladame, Ze funkce f
1. je spojitd na uzavfeném intervalu (a, b),
2. je diferencovatelnd na otevreném intervalu (a,b),
3. plati f(a) = f(b).

Potom existuje aspofi jeden bod & € (a,b) takovy, Ze f'(£) = 0.

Véta 7.11. ( Lagrangeova véta o stfedni hodnoté )

Predpokldadame, Ze funkce f
1. je spojitd na uzavfeném intervalu (a, b),
2. je diferencovatelnd na otevreném intervalu (a,b).

Potom existuje aspofi jeden bod & € (a, b) takovy, Ze plati

Véta 7.12. ( Cauchyova zobecnéna véta o stiedni hodnoté )

Predpokladejme, Ze funkce f a g jsou
1. spojité na uzavieném intervalu (a, b),
2. diferencovatelné na otevfeném intervalu (a,b),
3. ¢'(z) # 0 pro v8echna z € (a,b).

Potom existuje alespoii jeden bod £ € (a, b) takovy, Ze plati




7.100. NAHLEDY ...
Definice 7.101. ( stacionarni bod )

Stacionarnim bodem funkce f(z) nazveme kazdy bod zy definigniho oboru, ve kterém plati:  f'(z) = 0.




