Kapitola 6.
Spojitost

Definice 6.1. ( spojitost v bodg )

Funkce f : D(f) — R je spojitd v bodé =y € D(f) (spojitost definujeme v bodé& defini¢niho oboru), kdyZ
existuje lim f(x) a plati
T—x0

lim f(z) = f(wo)-

Tr—T0

Je-li zy izolovany bod definiéniho oboru funkce f, povaZujeme funkci f v tomto bodé za spojitou.

Podminku spojitosti piseme také takto:

lim [£(2) — f(z0)] =0, nebo lim(f(zo+h) — f(z0)] = 0,

Tr—T0

kde h = z — x.

Je-li f(zo—) = f(x0), Yikdme, Ze f je spojitd zleva v bod& xo. Je-li f(xo+) = f(x0), ¥ikdme, Ze [ je
spojitd zprava v bodé x;.

Véta 6.2. ( kritéria spojitosti )

1. Cauchy: Funkce f je spojitd v bod& xy € D(f) pravé tehdy, kdyz

Ve>0 30(e) >0 Yo e D(f): |z —mo| <8(e) = |f(z)— f(zo)| <e.

2. Heine: Funkce f je spojitd v bod& zy € D(f) pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {z,}, =, € D(f),

Ty — T, T # Tg, posloupnost {f(x,)} konverguje k f (o).

3. topologické: Funkce f je spojitd v bod& xy € D(f) pravé tehdy, kdyz

VU (f(x0),e) AU(xo,9) Y € D(f): x € U(xg,0) = f(x) € U(f(xo),e).

4. Funkce f je spojitd ve vnitinim bod& xy € D(f) pravé tehdy, kdyZ existuji kone&né limity f(xo—), f(xo+)
a plati f(xo—) = f(zo) = f(wo+).




Definice 6.3. ( body nespojitosti )

Necht f je definovdna v n&jakém prstencovém okoli P(z) hromadného bodu z defini¢niho oboru (pfipoustime
xo & D(f), av8ak P(zo) C D(f)).

Bod z se nazyva bodem nespojitosti funkce f, jestlize bud f neni v x definovana, nebo je v ném definovana,
ale neni v ném spojita.

Specélng, bod x; je

1. bod odstranitelné nespojitosti, kdyz

f(xo+) = f(xo—) # f(20);

2. bod nespojitosti 1. druhu, kdyz

f(xo+) # f(zo—);

Cislo f(xo+) — f(xo—) se nazyva skok funkce f v bodé& zg;

3. bod nespojitosti 2. druhu, kdyZ alespoil jedna z limit f(xo+), f(xo—) neexistuje (v&etn& p¥ipadu

Véta 6.4. ( algebraické operace se spojitymi funkcemi )

Necht funkce f a g maji stejny defini¢ni obor D a jsou spojité v bod& xy, € D. Potom jsou v bod& z, spojité
také funkce

f£g, fg, |fl.

Pokud navic Vo € D plati g(x) # 0, je v bod& x spojita i funkce i
g

Véta 6.5. ( spojitost sloZzené funkce )

Necht f je spojitd v bod& x( a necht g je spojitd v bod& yy = f(x). Potom superpozice go f : z — g(f(x))
je spojitd v bodé x,.

Véta 6.6. ( lokalni omezenost spojité funkce )

Je-li funkce f spojitd v bodé& zq € D(f), potom existuje okoli U(xy) bodu xg, v némz je funkce f omezena.

Véta 6.7. ( o zachovani znaménka )

Necht funkce f je spojitd v bod& zy € D(f) a necht f(xg) # 0. Potom existuje okoli bodu z takové, Ze

sgn f(x) = sgn f (o)

pro viechna = z tohoto okoli.

Definice 6.8. ( spojitost v uzavieném intervalu )

Funkce f je spojita v uzavfeném intervalu (a, b), je-li spojitd v kazdém vnitinim bod& xy € (a,b) a v bod& a je
spojita zprava a v bodé b je spojitd zleva.




Véta 6.9. ( Cauchyova véta o nulové hodnoté )

Necht funkce f je spojitd v uzavfeném intervalu (a,b) a plati f(a)f(b) < O (tj. f(a), f(b) maji opatnd
znaménka). Potom existuje takové £ € (a,b), Ze f(§) = 0.

Véta 6.10. ( Weierstrassova véta o nabyvani minima a maxima )

Funkce spojitd na uzavfeném intervalu zde nabyva svého globdlniho minima a maxima.

Véta 6.11. ( )

1. Je-li funkce f ostfe monoténni v intervalu I a je-li f(I) (obraz intervalu I) interval, potom f je spojitd
v I. (Postaujici podminka spojitosti.)

2. Je-li f spojitd v intervalu I (nemusi byt uzav¥eny), potom mnoZina f(I) je jednobodova nebo interval.
Obracené tvrzeni ale neplati!

3. Je-li f spojitd a prostd v uzavfeném intervalu I, potom inverzni funkce f~! je také spojitd a ostte
monoténni v f(I).

4. Monoténni funkce ma v otevieném intervalu I nejvySe spoetné mnoho bodi nespojitosti a jsou to body
nespojitosti 1. druhu. (Monoténni funkce nemize mit body nespojitosti 2. druhu.)

Definice 6.12. ( spojitost na mnoziné )

Funkce f : I — R je spojitd na mnoziné& I C R, je-li spojitd v kazdém bod& x € I (v p¥ipadnych hrani¢nich
bodech jednostranng), tj.

Veel Ye>0 30(z,e) >0 Vo'el: |2 —z|<d(z,e) = |f(2)— flz)|<e.

Definice 6.13. ( stejnomérnd spojitost )

Funkce f : I — R je stejnomérné spojitd na mnoziné [ C R, kdyz

Ve>0 36(e) >0 Voeel Va'el: |2—z<de) = |f(@)—f(2)|<e.

Lemma 6.14. ( )

Je-li funkce f stejnomé&rné spojitd na mnoZiné I, pak je na mnoZiné [ spojita.

Véta 6.15. ( Cantorova )

Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu I C D(f), potom je stejnom&rné spojitd na tomto intervalu.




6.100. NAHLEDY ...



