
Kapitola 5.

Limity

Definice 4.13. ( hromadný a izolovaný bod množiny )

Bod x0 se nazývá hromadný bod množiny A, jestliže v každém jeho okoĺı

U(x0, δ) := {x ∈ R : |x − x0| < δ}

lež́ı alespoň jeden bod množiny A r̊uzný od x0.
Bod x0 ∈ A, který neńı hromadným bodem množiny A, se nazývá izolovaným bodem množiny A.

Definice 5.1. ( částečná limita )

Č́ıslo c se nazývá částečnou limitou funkce f pro x → x0, jestliže existuje posloupnost {xn}, xn ∈ D(f),
xn 6= x0, taková, že pro xn → x0 je lim

n→+∞

f(xn) = c.

Definice 5.2. ( horńı a dolńı limita )

Nejvěťśı (nejmenš́ı) částečná limita funkce f v bodě x0 se nazývá horńı (dolńı) limita funkce f a znač́ı se

lim
x→x0

f(x) = lim sup
x→x0

f(x),

respektive
lim

x→x0

f(x) = lim inf
x→x0

f(x).



Definice 5.3. ( Heineho definice limity )

Mějme funkci f : D(f) → R a necht’ x0 je hromadný bod definičńıho oboru D(f).

1. Když existuje b ∈ R takové, že pro každou posloupnost {xn}, xn ∈ D(f), xn 6= x0, konverguj́ıćı k č́ıslu
x0 posloupnost {f(xn)} konverguje k č́ıslu b, ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 limitu b a ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = b.

2. Když pro každou posloupnost {xn}, xn ∈ D(f) konverguj́ıćı k č́ıslu x0, xn 6= x0, posloupnost {f(xn)}
diverguje k +∞ (resp. −∞), ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = +∞, resp. lim
x→x0

f(x) = −∞.

3. Když existuje b ∈ R takové, že pro každou posloupnost {xn}, xn ∈ D(f) diverguj́ıćı k +∞ (resp. −∞)
posloupnost {f(xn)} konverguje k č́ıslu b, ř́ıkáme, že funkce f má v +∞ (resp. −∞) limitu b a ṕı̌seme

lim
x→+∞

f(x) = b, resp. lim
x→−∞

f(x) = b.

4. Když pro každou posloupnost {xn}, xn ∈ D(f) diverguj́ıćı k +∞ (resp. −∞) posloupnost {f(xn)}
diverguje k +∞ (resp. −∞), ṕı̌seme

lim
x→+∞

f(x) = +∞, resp. lim
x→−∞

f(x) = +∞,

lim
x→+∞

f(x) = −∞, resp. lim
x→−∞

f(x) = −∞.

Věta 5.4. ( jednoznačnost limity )

Existuje-li lim
x→x0

f(x) = b ∈ R, potom je jediná.



Věta 5.5. ( algebra limit )

Necht’ funkce f a g maj́ı společný definičńı obor D a necht’ existuj́ı limity

lim
x→x0

f(x) = b ∈ R, lim
x→x0

g(x) = c ∈ R

(včetně p̌ŕıpadu ±∞ ḿısto x0). Potom existuj́ı i limity pro x → x0 funkćı f ± g a fg a plat́ı:

1. lim
x→x0

(f(x) ± g(x)) = lim
x→x0

f(x) ± lim
x→x0

g(x) = b ± c,

2. lim
x→x0

f(x)g(x) = lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x) = bc.

Je-li nav́ıc c 6= 0, pak existuje i limita pod́ılu f

g
a plat́ı

3. lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
=

b

c
.

Věta 5.6. ( o nerovnosti limit )

Necht’ funkce f , g, h maj́ı společný definičńı obor D.

1. Když ∀x ∈ D : f(x) ≤ g(x) a existuj́ı limity lim
x→x0

f(x) a lim
x→x0

g(x), potom plat́ı

lim
x→x0

f(x) ≤ lim
x→x0

g(x).

Nerovnosti nelze zaměnit za ostré!

2. Když ∀x ∈ D : f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) a existuj́ı limity lim
x→x0

f(x), lim
x→x0

g(x) a jsou si rovny, potom existuje

také lim
x→x0

h(x) a plat́ı

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = lim
x→x0

g(x).

Věta 5.7. ( omezenost a limita )

Když existuje lim
x→x0

f(x), potom existuje prstencové okoĺı P (x0, δ) takové, že restrikce funkce f na P (x0, δ) je

omezená.



Definice 5.8. ( jednostranné limity )

Funkce f má v hromadném bodě x0 definičńıho oboru D(f) limitu zprava b ∈ R, když pro každou posloupnost
{xn}, xn ∈ D(f), xn > x0, xn → x0, je lim

n→+∞

f(xn) = b. Ṕı̌seme

b = lim
x→x0+

f(x) = f(x0+).

Funkce f má v hromadném bodě x0 definičńıho oboru D(f) limitu zleva b ∈ R, když pro každou posloupnost
{xn}, xn ∈ D(f), xn < x0, xn → x0, je lim

n→+∞

f(xn) = b. Ṕı̌seme

b = lim
x→x0−

f(x) = f(x0−).

Věta 5.9. ( nutná a postačuj́ıćı podḿınka existence limity )

Funkce f definovaná v okoĺı bodu x0 má v tomto bodě limitu právě tehdy, když existuj́ı obě jednostranné limity
a tyto limity jsou si rovny, tj. když plat́ı

f(x0−) = f(x0+).

Věta 5.10. ( limita složené funkce )

Mějme funkci h(x) = g(f(x)), x ∈ D(f), kde
f : D(f) → R, g : H → R, H(f) ⊂ H,
a necht’ existuj́ı

lim
x→x0

f(x) = y0, lim
y→y0

g(y) = b.

Je-li splněna alespoň jedna z podḿınek:

1. existuje prstencové okoĺı P (x0, δ) bodu x0 tak, že
f(x) 6= y0 pro všechna x ∈ P (x0, δ) ∩ D(f),

2. b = g(y0),

potom existuje lim
x→x0

g(f(x)) a plat́ı lim
x→x0

g(f(x)) = b.



Definice 5.11. ( funkce omezená ve srovnáńı )

Funkce f se nazývá omezená ve srovnáńı s funkćı g (g-omezená) pro x → x0, když existuje otev̌rený interval I

obsahuj́ıćı x0 a konstanta C taková, že plat́ı

|f(x)| ≤ C|g(x)|, x ∈ I, x 6= x0.

Stručně ṕı̌seme
f(x) = O(g(x)), x → x0.

Je-li g(x) = 1, pak zápis f(x) = O(1) znamená obyčejnou omezenost funkce f na okoĺı bodu x0.

Existuje-li konečná limita lim
x→x0

f(x)
g(x)

, pak f(x) = O(g(x)), x → x0.

Je-li f(x) = O(g(x)) a g(x) = O(f(x)), x → x0, ř́ıkáme, že funkce f a g jsou stejného řádu pro x → x0.

Je-li lim
x→x0

f(x)
g(x)

= 1, ř́ıkáme, že funkce f a g jsou si asymptoticky rovny v bodě x0 a ṕı̌seme

f(x) ∼ g(x), x → x0.



5.100. NÁHLEDY . . .

Definice 5.101. ( Cauchyova definice limity )

Funkce f má v hromadném bodě x0 definičńıho oboru D(f) limitu b ∈ R, když

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 ∀x ∈ D(f) : 0 < |x − x0| < δ ⇒ |f(x) − b| < ε.

Ṕı̌seme
lim

x→x0

f(x) = b.

Definice 5.102. ( Topologická definice limity )

Funkce f má v hromadném bodě x0 definičńıho oboru D(f) limitu b ∈ R, když

∀U(b, ε) ∃P (x0, δ) ∀x ∈ D(f) : x ∈ P (x0, δ) ⇒ f(x) ∈ U(b, ε),

kde

U(b, ε) = {y ∈ R : |y − b| < ε},

P (x0, δ) = {x ∈ R : 0 < |x − x0| < δ}.


