Kapitola 5.
Limity

Definice 4.13. ( hromadny a izolovany bod mnoZiny )

Bod z( se nazyvd hromadny bod mnoziny A, jestlize v kazdém jeho okoli

U(zg,0) :={x eR: |z —x¢| <}

leZi alesporfi jeden bod mnoziny A riizny od z.
Bod xg € A, ktery neni hromadnym bodem mnoZiny A, se nazyva izolovanym bodem mnoZiny A.

Definice 5.1. ( &aste¢nd limita )

Cislo ¢ se nazyva Eistetnou limitou funkce f pro & — xz, jestlize existuje posloupnost {z,}, z, € D(f),
T, # xg, takova, Ze pro z, — xq je liril f(z,) =c
n—-roo

Definice 5.2. ( horni a dolni limita )

Nejv&tsi (nejmensi) &aste€na limita funkce f v bod& xy se nazyva horni (dolni) limita funkce f a zna&i se

lm f(z) = limsup f(x),

W=l T—To

respektive
lim f(z) = liminf f(x).

Tr—T0

T—xo




Definice 5.3. ( Heineho definice limity )

Mg&jme funkci f: D(f) — R a necht xq je hromadny bod defini¢niho oboru D(f).

1. KdyZ existuje b € R takové, Ze pro kaZdou posloupnost {x,}, =, € D(f), x,, # xo, konvergujici k &islu
xq posloupnost {f(z,)} konverguje k &islu b, ¥ikdme, Ze funkce f ma v bod& x( limitu b a piseme

lim f(x)="0.

Tr—T0

2. Kdyz pro kaZdou posloupnost {z,}, =, € D(f) konvergujici k &islu x, =, # xo, posloupnost {f(z,)}
diverguje k +o0 (resp. —o0), piSeme

lim f(z) =400, resp. lim f(z) = —o0.

T—T0 T—xQ

3. Kdyz existuje b € R takové, Ze pro kazdou posloupnost {z,}, =, € D(f) divergujici k +o00 (resp. —c0)
posloupnost { f(z,)} konverguje k &islu b, ¥ikame, Ze funkce f ma v +oo (resp. —o0) limitu b a piseme

lim f(z) =0, resp. lim f(xz)=0.

T——+00 Tr— —00

4. Kdyz pro kaZdou posloupnost {z,}, =, € D(f) divergujici k +00 (resp. —oo) posloupnost {f(z,)}
diverguje k +o0 (resp. —o0), piSeme

liril f(z) = 400, resp.  lim f(z) = +oo,
lim f(z) = —o0, resp. lim f(z) = —c0.

r——+400 T——00

Véta 5.4. ( jednoznatnost limity )

Existuje-li lim f(z) = b € R, potom je jedina.
T—T0




Véta 5.5. ( algebra limit )

Necht funkce f a g maji spole¢ny defini¢ni obor D a necht existuji limity

lim f(x) =b€eR, limg(zr)=ceR

T—T0 T—x0
(v&etné pFipadu +oo misto xy). Potom existuji i limity pro x — x( funkci f + g a fg a plati:

1. :}Lrilo(f(x) +g(x)) = mllralo f(z) £ lim g(x) =b+e,

Tr—T0

2. lim f(z)g(x) = lim f(z)- lim g(z) = be.

T—To T—To T—xQ

Je-li navic ¢ # 0, pak existuje i limita podilu £ a plati

. f(z x.—mo b

3. lim = — = -

z—zo g(x)  lim g(zx) ¢
Tr—T0

Véta 5.6. ( o nerovnosti limit )

Necht funkce f, g, h maji spole¢ny defini¢ni obor D.

1. KdyzVz € D : f(x) < g(x) a existuji limity lim f(x) a lim g(z), potom plati

T—To T—x0

lim f(z) < lim g(x).

T—xo T—xo

Nerovnosti nelze zaménit za ostré!

2. KdyzVz € D: f(z) < h(x) < g(x) a existuji limity lim f(x), lim g(z) a jsou si rovny, potom existuje
T—xQ T—xQ
také lim h(z) a plati
T—T0
lim f(z) = lim h(z) = lim g(x).

T—To T—To T—To

Véta 5.7. ( omezenost a limita )

Kdy? existuje lim f(x), potom existuje prstencové okoli P(xq,d) takové, Ze restrikce funkce f na P(z,0) je
T—x0

omezend




Definice 5.8. ( jednostranné limity )

) limitu zprava b € R, kdyZ pro kazdou posloupnost
Piseme

Funkce f ma v hromadném bodé& x( defini¢niho oboru D( f
{zp}, o € D(f), T > o, T, — X0, j€ lirf f(z,) =b.

b= lim f(z)= f(zo+).

T—To+

Funkce f ma v hromadném bodé& xz( definiéniho oboru D(f) limitu zleva b € R, kdyZ pro kazdou posloupnost
{z,}, x4y € D(f), x, < To, T, — 0, j€ lir}rrl f(x,) =0b. Piseme

b= lim f(z)= f(zo—).

T—xTo—

Véta 5.9. ( nutnda a postatujici podminka existence limity )

Funkce f definovana v okoli bodu xq ma v tomto bodé limitu pravé tehdy, kdyZ existuji obé jednostranné limity
a tyto limity jsou si rovny, tj. kdyZ plati

f(wo—=) = f(zo+).

Véta 5.10. ( limita sloZené funkce )

M&jme funkci h(x) = g(f(z)), x € D(f), kde
f:D(f)y =R, g:H—R, H(f) CH,
a necht existuji

lim f(z) = yo, llll_{gog(y) =b.

T—xo

Je-li spInéna alespoii jedna z podminek:

1. existuje prstencové okoli P(zg,0) bodu xq tak, Ze
f(x) # yo pro v8echna x € P(zq,0) N D(f),

2. b=g(yo),

potom existuje lim ¢(f(z)) a plati lim g(f(z)) = 0.

T—T0 T—T0




Definice 5.11. ( funkce omezend ve srovnani )

Funkce f se nazyvd omezend ve srovnani s funkci g (g-omezend) pro x — x, kdyZ existuje otevieny interval [
obsahujici o a konstanta C' takova, Ze plati

|f@)| < Clg(z)|, z€l, z# xo.
Stru¢né piseme

f(x) = O(g(z)), = — 0.

Je-li g(z) = 1, pak zapis f(x) = O(1) znamena oby&ejnou omezenost funkce f na okoli bodu .

Existuje-li kone¢nd limita lim %, pak f(x) = O(g(x)), r — .

Tr—T0 (IE)
Je-li f(z) =0(g(z)) a g(x) = O(f(x)), © — xo, ¥ikdme, Ze funkce f a g jsou stejného ¥adu pro x — .

Je-li lim £& = 1, ¥kame, ¥e funkce f a g jsou si asymptoticky rovny v bod& z, a piSeme

Tr—T0 ((E

~

f(x) ~g(x), @ — w0




5.100. NAHLEDY ...
Definice 5.101. ( Cauchyova definice limity )

Funkce f md v hromadném bod& x defini¢niho oboru D(f) limitu b € R, kdyZ

Ve>0 39 =46(¢) >0 Vo € D(f): O<|z—z9| <0 = |f(x)—0b|<e.
Piseme
lim f(x)="0.

Definice 5.102. ( Topologicka definice limity )

Funkce f md v hromadném bod& x( defini¢niho oboru D(f) limitu b € R, kdyZ
YU (b,e) IP(xo,6) VY € D(f): x € P(xg,0) = f(z) e U(be),
kde

Ulb,e) = {yeR: [y—b| <e},
P(zp,0) = {z€R: 0<|z—x| <}




