Kapitola 4.
Funkce

Definice 4.1. ( funkce redlné proménné )

Zobrazeni f, které zobrazi mnoZinu D C R na mnoZinu H C R nazveme funkci jedné realné proménné.

(zapisujeme: f:D—R, nebo f:D—H, mnebo y=f(x),zeD )

MnoZinu D = D(f) nazyvdme definiénim oborem a = € D(f) je argumentem resp. nezavislou proménnou.

MnoZinu H = H(f) nazyvdme oborem hodnot a y € H(f) je obrazem resp. funkéni hodnotou.




Definice 4.2. ( tabulka zakladnich funkci )

1. linedrni funkce:
y=ax+b, a,beR.

2. kvadratickd funkce:
y = ax® + bz +c, a,b,c € R, a #0.

3. raciondIni lomend funkce:

ar + b
= , a,b,c,d e R, ¢ #0.
¢ cr +d 7
4. exponencidlni funkce:
y=e", (obecné: y=a",a>0,a# 1).

5. logaritmickd funkce:
y=lInz, (obecné: y=log,x, a>0,a# 1).

6. funkce goniometrické
y=sinx, y=cosx, y=tgxr, y=cotgw.

7. funkce cyklometrické

y = arcsinx, ¢y = arccosx, Yy = arctgx, y = arccotguz.

8. funkce hyperbolické
y=sinhz, y=-coshx, y=tghz, y=-cotghuz.

9. funkce hyperbolometrické

y = argsinhxz, y = argcoshz, y = argtghxz, y = argcotghux.

10. funkce celé &asti argumentu
y=[z]=max{z € Z 2z <z}.

11. funkce absolutni hodnoty
r pro x>0,
y=|z| = 0 pro z=0,
—x pro x <0.

12. funkce signum
1 pro x>0,
Y =sgnzr = 0 pro z=0,
—1 pro x<0.

13. Dirichletova funkce
1 pro x€Q,

D@):{o pro ¢ Q.




Definice 4.3. ( restrikce funkce )

Funkci g nazveme restrikci funkce f ( resp. f nazveme rozsitenim funkce g ) pokud
1. D(g) € D(f).
2. Vx e D(g): g(z)= f(z).

Definice 4.4. ( rovnost funkci )

Funkce f a g jsou si rovny jestlize

L. D(f) = D(9),

2. Yz e D(f): f(x)=g(z). (pz”s“emef:g)

Definice 4.5. ( algebraické operace s funkcemi )

Necht funkce f a g maji stejny defini¢ni obor D. Potom definujeme:
1. soutet: (f +g)(x) = f(z) +g(z), = €D
2. rozdil: (f = g)(x) := f(x) —g(x), =€ D;
3. soutin: (f - g)(z) := f(z)g(x), xe€D;

4. nésobeni &islem: (a f)(z) :=a f(z), €D, a €R.

Pokud navic Vz € D plati g(x) # 0, definujeme

5. podil: (5) (x) := %, z € D.




Definice 4.6. ( vlastnosti funkci )

Necht je ddna funkce f: D(f) — R, kde D(f) obsahuje alespoii dva body. Funkce f se nazyva

1. rostouci na I C D(f), kdyz
Vxl,:cg el: T < Ty = f(l’1> < f(l‘g);

2. klesajici na I C D(f), kdyz
Vxl,:cg el: T < Ty = f(l’1> > f(l‘g);

3. monoténni na I C D(f), kdyZ je rostouci nebo klesajici na I;

4. ostfe rostouci na I C D(f), kdyz
Vo, g € 111 < 29 = f(21) < f(22);
)
(

1
5. ostfe klesajici na I C D(f), kdyz
Vo, 9 € 111 < 29 = f(21) > f(22);

6. ostfe monotdénni na I C D(f), kdyZ je ostfe rostouci nebo ostte klesajici na I;

7. konvexni na intervalu I C D(f), kdyz
Vxl,:cg c I, Va € <O,1> :
flax: + (1 —a)zs) < af(x) + (1 — a) f(x2);

8. konkdvni na intervalu I C D(f), kdyz
Vry, 29 € I, Vo € (0,1) :
flar: + (1 —a)zz) > af(x1) + (1 — a) f(22);

9. ostfe konvexni na intervalu I C D(f), kdyz
Vi, 29 € I, 21 # 1, Ya € (0,1) :
flax: + (1 —a)zs) < af(xr) + (1 — a) f(x2);

10. ost¥e konkdvni na intervalu I C D(f), kdyz
Vi, 29 € I, 21 # T, Ya € (0,1) :
flax: + (1 —a)zs) > af(xr) + (1 — a) f(x2);

11. suda na symetrické mnozin& I C D(f), kdyz
Veel: f(—z) = f(x);

12. lichd na symetrické mnozin& I C D(f), kdyz
Veel: f(—x) = —f(x),

13. periodickd na I C D(f), kdyZ existuje T' > 0 takové, Ze

(@ Veel:z+Tel, z—-Te€l,
(b) Ve el: f(z+T)= f(z),

14. omezend na I C D(f), kdyz existuje K > 0 takové, Ze
Ve el :|f(x)] < K;
(shora omezend, kdyz f(x)

K);
(zdola omezend, kdyz f(z) > — K

<
> —K);
15. prostd na D(f), kdyz

Vxl,:cg c D(f) 5 dEq §£ To = f(l’1> % f(LUQ)




Véta 4.7. ( monoténni —> prosta )

Je-li funkce f : D(f) — R ostfe monotdénni na D(f), potom je prosta.

Definice 4.8. ( rovnice o jedné neznamé )

Méjme funkci f a redlné &islo b.

Uloha najit zo € D(f) takové, Ze f(xg) = b, se nazyva rovnice o jedné neznamé a zapisuje se

f(x)="b.

Cislo zq je FeSeni, nebo také koFen rovnice.

Véta 4.9. ( fesitelnost rovnic )

M&jme rovnici f(x) = b.
(i) Pokud je b € H(f), ma rovnice alespoii jedno FeSeni.
(ii) Pokud je funkce f prostd na D(f), ma rovnice nejvySe jedno Feseni.

(iii) Pokud je splnéno (i) a (ii), ma rovnice pravé jedno feSeni.

Definice 4.10. ( inverzni funkce )

M&jme prostou funkci f : D(f) — H(f).

Funkci, kterd kazdému y € H(f) pfitazuje to jediné = € D(f), pro které je f(z) =y,
nazyvame inverzni funkci k funkci f a zna&ime

f71H(f) = D).
(piseme y=fa) a 2=5"Ww) )

Véta 4.11. ( existence inverzni funkce )

Je-li funkce f: D(f) — H(f) ostFe rostouci (resp. ostte klesajici),
potom existuje inverzni funkce f~!' : H(f) — D(f).

Definice 4.12. ( sloZzena funkce )

M&jme funkce f(z) a g(z) takové, Ze: / .: D(fg : g(f)’ kde H(g) C D(f).
Funkce h(z) definovand predpisem

je slozena funkce funkci f a g a plati:




Definice 4.13. ( lokalni extrémy )

Funkce f md v bod& zy lokalni minimum ( resp. lokalni maximum ),
kdyZz existuje okoli U(zo) C D(f) takové, Ze pro viechna = € U(xy) je

f(xo) < f(z) (resp.  f(zo) > f(x))

Funkce f md v bod& z, ostré lokalni minimum ( resp. ostré lokalni maximum ),
kdyZ pro vdechna = # x¢ z U(xy) je

f(xo) < f(z) (resp. f(zo) > f(x))

Lokalni minima a maxima se souhrnné nazyvaji lokalni extrémy.

Definice 4.14. ( globdlni extrémy )

Funkce f md v bod& z, globalni minimum ( resp. globalni maximum ),
kdyZ pro viechna = € D(f) je

f(xo) < f(z) (resp.  f(zo) > f(x))

Funkce f md v bod& z, ostré globalni minimum ( resp. ostré globalni maximum ),
kdyZ pro viechna = # xy z D(f) je

f(xo) < f(z) (resp.  f(zo) > f(x))

Globalni minima a maxima se souhrnné nazyvaji globalni extrémy.




