
Kapitola 4.

Funkce

Definice 4.1. ( funkce reálné proměnné )

Zobrazeńı f , které zobraźı množinu D ⊂ R na množinu H ⊂ R nazveme funkćı jedné reálné proměnné.

(

zapisujeme: f : D → R, nebo f : D → H, nebo y = f(x), x ∈ D
)

Množinu D = D(f) nazýváme definičńım oborem a x ∈ D(f) je argumentem resp. nezávislou proměnnou.

Množinu H = H(f) nazýváme oborem hodnot a y ∈ H(f) je obrazem resp. funkčńı hodnotou.



Definice 4.2. ( tabulka základńıch funkćı )

1. lineárńı funkce:
y = ax + b, a, b ∈ R.

2. kvadratická funkce:
y = ax2 + bx + c, a, b, c ∈ R, a 6= 0.

3. racionálńı lomená funkce:

y =
ax + b

cx + d
, a, b, c, d ∈ R, c 6= 0.

4. exponenciálńı funkce:
y = ex,

(

obecně: y = ax, a > 0, a 6= 1
)

.

5. logaritmická funkce:
y = ln x,

(

obecně: y = log
a
x, a > 0, a 6= 1

)

.

6. funkce goniometrické
y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = cotg x.

7. funkce cyklometrické

y = arcsin x, y = arccos x, y = arctg x, y = arccotg x.

8. funkce hyperbolické
y = sinh x, y = cosh x, y = tghx, y = cotgh x.

9. funkce hyperbolometrické

y = argsinh x, y = argcosh x, y = argtghx, y = argcotghx.

10. funkce celé části argumentu
y = [x] = max {z ∈ Z, z ≤ x} .

11. funkce absolutńı hodnoty

y = |x| =







x pro x > 0,
0 pro x = 0,

−x pro x < 0.

12. funkce signum

y = sgn x =







1 pro x > 0,
0 pro x = 0,

−1 pro x < 0.

13. Dirichletova funkce

D(x) =

{

1 pro x ∈ Q,

0 pro x 6∈ Q.



Definice 4.3. ( restrikce funkce )

Funkci g nazveme restrikćı funkce f ( resp. f nazveme rozš́ı̌reńım funkce g ) pokud

1. D(g) ( D(f),

2. ∀x ∈ D(g) : g(x) = f(x).

Definice 4.4. ( rovnost funkćı )

Funkce f a g jsou si rovny jestliže

1. D(f) = D(g),

2. ∀x ∈ D(f) : f(x) = g(x).

(

ṕı̌seme f = g
)

Definice 4.5. ( algebraické operace s funkcemi )

Necht’ funkce f a g maj́ı stejný definičńı obor D. Potom definujeme:

1. součet: (f + g)(x) := f(x) + g(x), x ∈ D;

2. rozd́ıl: (f − g)(x) := f(x) − g(x), x ∈ D;

3. součin: (f · g)(x) := f(x) g(x), x ∈ D;

4. násobeńı č́ıslem: (α f)(x) := α f(x), x ∈ D, α ∈ R.

Pokud nav́ıc ∀x ∈ D plat́ı g(x) 6= 0, definujeme

5. pod́ıl:

(

f

g

)

(x) :=
f(x)

g(x)
, x ∈ D.



Definice 4.6. ( vlastnosti funkćı )

Necht’ je dána funkce f : D(f) → R, kde D(f) obsahuje alespoň dva body. Funkce f se nazývá

1. rostoućı na I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2);

2. klesaj́ıćı na I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2);

3. monotónńı na I ⊆ D(f), když je rostoućı nebo klesaj́ıćı na I;

4. osťre rostoućı na I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2);

5. osťre klesaj́ıćı na I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I : x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2);

6. osťre monotónńı na I ⊆ D(f), když je osťre rostoućı nebo osťre klesaj́ıćı na I;

7. konvexńı na intervalu I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I, ∀α ∈ 〈0, 1〉 :
f(αx1 + (1 − α)x2) ≤ αf(x1) + (1 − α)f(x2);

8. konkávńı na intervalu I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I, ∀α ∈ 〈0, 1〉 :
f(αx1 + (1 − α)x2) ≥ αf(x1) + (1 − α)f(x2);

9. osťre konvexńı na intervalu I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I, x1 6= x2, ∀α ∈ (0, 1) :
f(αx1 + (1 − α)x2) < αf(x1) + (1 − α)f(x2);

10. osťre konkávńı na intervalu I ⊆ D(f), když
∀x1, x2 ∈ I, x1 6= x2, ∀α ∈ (0, 1) :
f(αx1 + (1 − α)x2) > αf(x1) + (1 − α)f(x2);

11. sudá na symetrické množině I ⊆ D(f), když
∀x ∈ I : f(−x) = f(x);

12. lichá na symetrické množině I ⊆ D(f), když
∀x ∈ I : f(−x) = −f(x);

13. periodická na I ⊆ D(f), když existuje T > 0 takové, že

(a) ∀x ∈ I : x + T ∈ I, x − T ∈ I,

(b) ∀x ∈ I : f(x + T ) = f(x);

14. omezená na I ⊆ D(f), když existuje K > 0 takové, že
∀x ∈ I : |f(x)| ≤ K;
(shora omezená, když f(x) ≤ K);
(zdola omezená, když f(x) ≥ −K);

15. prostá na D(f), když
∀x1, x2 ∈ D(f) : x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).



Věta 4.7. ( monotónńı =⇒ prostá )

Je-li funkce f : D(f) → R osťre monotónńı na D(f), potom je prostá.

Definice 4.8. ( rovnice o jedné neznámé )

Mějme funkci f a reálné č́ıslo b.

Úloha naj́ıt x0 ∈ D(f) takové, že f(x0) = b, se nazývá rovnice o jedné neznámé a zapisuje se

f(x) = b.

Č́ıslo x0 je řešeńı, nebo také kǒren rovnice.

Věta 4.9. ( řešitelnost rovnic )

Mějme rovnici f(x) = b.

(i) Pokud je b ∈ H(f), má rovnice alespoň jedno řešeńı.

(ii) Pokud je funkce f prostá na D(f), má rovnice nejvýše jedno řešeńı.

(iii) Pokud je splněno (i) a (ii), má rovnice právě jedno řešeńı.

Definice 4.10. ( inverzńı funkce )

Mějme prostou funkci f : D(f) → H(f).

Funkci, která každému y ∈ H(f) p̌rǐrazuje to jediné x ∈ D(f), pro které je f(x) = y,
nazýváme inverzńı funkćı k funkci f a znač́ıme

f−1 : H(f) → D(f).

(

ṕı̌seme y = f(x) a x = f−1(y)
)

Věta 4.11. ( existence inverzńı funkce )

Je-li funkce f : D(f) → H(f) osťre rostoućı (resp. osťre klesaj́ıćı),
potom existuje inverzńı funkce f−1 : H(f) → D(f).

Definice 4.12. ( složená funkce )

Mějme funkce f(x) a g(x) takové, že:
f : D(f) → H(f),
g : D(g) → H(g),

kde H(g) ⊂ D(f).

Funkce h(x) definovaná p̌redpisem
h(x) = f( g(x) )

je složená funkce funkćı f a g a plat́ı:
h : D(g) → H(f).



Definice 4.13. ( lokálńı extrémy )

Funkce f má v bodě x0 lokálńı minimum ( resp. lokálńı maximum ),
když existuje okoĺı U(x0) ⊂ D(f) takové, že pro všechna x ∈ U(x0) je

f(x0) ≤ f(x) ( resp. f(x0) ≥ f(x) )

Funkce f má v bodě x0 ostré lokálńı minimum ( resp. ostré lokálńı maximum ),
když pro všechna x 6= x0 z U(x0) je

f(x0) < f(x) ( resp. f(x0) > f(x) )

Lokálńı minima a maxima se souhrnně nazývaj́ı lokálńı extrémy.

Definice 4.14. ( globálńı extrémy )

Funkce f má v bodě x0 globálńı minimum ( resp. globálńı maximum ),
když pro všechna x ∈ D(f) je

f(x0) ≤ f(x) ( resp. f(x0) ≥ f(x) )

Funkce f má v bodě x0 ostré globálńı minimum ( resp. ostré globálńı maximum ),
když pro všechna x 6= x0 z D(f) je

f(x0) < f(x) ( resp. f(x0) > f(x) )

Globálńı minima a maxima se souhrnně nazývaj́ı globálńı extrémy.


