
Kapitola 2.

Posloupnosti

Definice 2.1. ( posloupnost reálných č́ısel )

Posloupnost reálných č́ısel ( = reálná posloupnost ) je zobrazeńı, jehož definičńım oborem je množina N a
oborem hodnot je podmnožina H množiny všech reálných č́ısel R (H ⊂ R):

N → H : n 7→ an.

Budeme zapisovat: {an}, {an}
+∞

n=1, {a1, a2, a3, . . .}.
Č́ıslo an se nazývá n-tý člen posloupnosti.

Definice 2.2. ( operace s posloupnostmi )

Necht’ jsou dány poslouposti {an}, {bn}.
Součtem, rozd́ılem a součinem daných posloupnost́ı nazýváme posloupnosti

{an + bn} , {an − bn} , {anbn} .

Pokud ∀n ∈ N : bn 6= 0, pod́ılem posloupnost́ı {an} a {bn} rozuḿıme posloupnost

{

an

bn

}

.

Č́ıselný násobek: α{an} = {αan}, α ∈ R.
Nulová posloupnost: {0, 0, 0, . . .}.

Definice 2.3. ( omezená posloupnost )

Posloupnost {an} se nazývá omezená, existuje-li č́ıslo K > 0 takové, že plat́ı

∀n ∈ N : |an| ≤ K.

Posloupnost {bn} se nazývá shora (zdola) omezená, existuje-li č́ıslo M (m) takové, že plat́ı

∀n ∈ N : bn ≤ M (∀n ∈ N : bn ≥ m).



Definice 2.4. ( monotónńı posloupnost )

Posloupnost {an} se nazývá:

klesaj́ıćı, plat́ı-li ∀n ∈ N : an ≥ an+1,

rostoućı, plat́ı-li ∀n ∈ N : an ≤ an+1,

}

monotónńı,

osťre klesaj́ıćı, plat́ı-li ∀n ∈ N : an > an+1,

osťre rostoućı, plat́ı-li ∀n ∈ N : an < an+1,

}

osťre
monotónńı.

Definice 2.5. ( maximum a minimum posloupnosti )

Maximem (minimem, supremem, infimem) posloupnosti {an} se rozuḿı maximum (minimum, supremum,
infimum) oboru hodnot H této posloupnosti a znač́ı se max{an} (min{an}, sup{an}, inf{an}).

Definice 2.6. ( podposloupnosti )

Necht’ je dána posloupnost {an} a necht’ {k1, k2, k3, . . .} je osťre rostoućı posloupnost p̌rirozených č́ısel. Potom
posloupnost {akn

} se nazývá posloupnost vybraná z posloupnosti {an} nebo také podposloupnost posloupnosti
{an}.

Věta 2.7. ( monotónńı podposloupnost )

Z každé posloupnosti v R lze vybrat monotónńı podposloupnost (tj. rostoućı nebo klesaj́ıćı podposloupnost).



Definice 2.8. ( limita posloupnosti )

1. Posloupnost {an}
+∞

n=1 je konvergentńı v R, má-li tuto vlastnost:

∃a∈R ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n∈N : n > n0 ⇒ |an − a| < ε.

Č́ıslo a se nazývá limita posloupnosti {an}. Ṕı̌seme

lim
n→+∞

an = a; stručně: an → a,

a ř́ıkáme, že posloupnost {an} konverguje k č́ıslu (limitě) a.

2. Posloupnost se nazývá divergentńı, jestliže neńı konvergentńı.
Speciálně: Posloupnost {an} diverguje k +∞ (resp. k −∞), jestliže:

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ an > K (resp. an < K).

Označujeme lim
n→+∞

an = +∞ (resp. −∞), nebo an → +∞ (resp. −∞).

Věta 2.9. ( jednoznačnost limity )

Každá konvergentńı posloupnost má právě jednu limitu.

Věta 2.10. ( konvergence a omezenost )

1. Každá konvergentńı posloupnost je omezená.

2. Z každé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentńı podposloupnost.
(tzv. Bolzanova-Weierstrassova věta)



Lemma 2.11. ( o nerovnosti limit I. )

Necht’ {an}, {bn} jsou konvergentńı posloupnosti a necht’ pro skoro všechna n je an ≤ bn. Potom

lim
n→+∞

an ≤ lim
n→+∞

bn.

Věta 2.12. ( o dvou policajtech )

Mějme posloupnosti {an}, {bn}, {cn} a p̌redpokládejme:

1. an ≤ bn ≤ cn pro skoro všechna n,

2. {an}, {cn} konverguj́ı ke stejné limitě a.

Potom sev̌rená posloupnost {bn} také konverguje a plat́ı:

lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

cn = a.

Lemma 2.13. ( o nerovnosti limit II. )

Necht’ {an}, {bn} jsou konvergentńı posloupnosti a necht’ lim
n→+∞

an > lim
n→+∞

bn. Potom

an > bn pro s.v. n.



Věta 2.14. ( algebra limit )

Necht’ reálné posloupnosti {an}, {bn} jsou konvergentńı.
Označme

a := lim
n→+∞

an, b := lim
n→+∞

bn.

Potom i posloupnosti {an + bn}, {an − bn}, {anbn} jsou konvergentńı a plat́ı:

1. lim
n→+∞

αan = αa, α ∈ R,

2. lim
n→+∞

(an ± bn) = a ± b,

3. lim
n→+∞

anbn = ab.

Jestliže nav́ıc b 6= 0 a ∀n ∈ N : bn 6= 0, pak {an

bn

} je také konvergentńı a plat́ı:

4. lim
n→+∞

an

bn

=
a

b
.

Věta 2.15. ( o divegrentńıch posloupnostech )

Necht’ {an} a {bn} jsou reálné posloupnosti.

1. an → +∞, bn → +∞ ⇒ an + bn → +∞, anbn → +∞.

2. an → +∞, bn → −∞ ⇒ an − bn → +∞, anbn → −∞.

3. an → +∞, bn → b ∈ R ⇒











an + bn → +∞,

anbn → +∞, pokud b > 0,

anbn → −∞, pokud b < 0.

4. an → +∞, {bn} je omezená ⇒ an + bn → +∞. Pokud nav́ıc

∃ c > 0 : 0 < c ≤ bn

∃ c < 0 : bn ≤ c < 0

}

pro s.v. n ∈ N, potom anbn →

{

+∞,

−∞.

5. an → a ∈ R, |bn| → +∞ ⇒
an

bn

→ 0.

6. an → a 6= 0, bn → 0 ⇒
an

bn

→











+∞, pokud
an

bn

> 0 pro s.v. n ∈ N,

−∞, pokud
an

bn

< 0 pro s.v. n ∈ N.



Věta 2.16. ( konvergence monotónńı posloupnosti )

Je-li posloupnost {an} omezená a monotónńı, potom je konvergentńı a konverguje k č́ıslu:

lim
n→+∞

an =

{

sup{an} pro rostoućı posloupnost,

inf{an} pro klesaj́ıćı posloupnost.

Definice 2.17. ( Eulerovo č́ıslo )

Eulerovo č́ıslo e je definováno

e := lim
n→+∞

(

1 +
1

n

)n

.

Definice 2.18. ( horńı a dolńı limita )

Bud’ {an} omezená posloupnost. Označme

αn := inf{an, an+1, . . . }, βn := sup{an, an+1, . . . }.

Limitu posloupnosti {αn} (resp. {βn}) nazýváme dolńı (resp. horńı) limitou posloupnosti {an} a ṕı̌seme:

lim
n→+∞

αn = lim
n→+∞

an = lim inf
n→+∞

an = a,

tzv. dolńı limita (limes inferior),

lim
n→+∞

βn = lim
n→+∞

an = lim sup
n→+∞

an = a,

tzv. horńı limita (limes superior).

Věta 2.19. ( nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence )

Omezená posloupnost {an} konverguje k č́ıslu a právě tehdy, když jej́ı horńı limita je rovna jej́ı dolńı limitě, tj.
když a = a = a.



2.100. NÁHLEDY . . .

Definice 2.101. ( cauchyovská posloupnost )

Reálná posloupnost {an} se nazývá cauchyovská v R (fundamentálńı v R), jestliže:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n, m ∈ N :
n > n0 ∧ m > n0 ⇒ |an − am| < ε.

Lemma 2.102. ( cauchyovskost a omezenost )

Je-li posloupnost {an} cauchyovská v R, potom je omezená.

Věta 2.103. ( Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence )

Reálná posloupnost {an} je konvergentńı v R právě tehdy, když je cauchyovská v R.


