Kapitola 2.
Posloupnosti

Definice 2.1. ( posloupnost realnych &isel )

Posloupnost realnych &isel ( = redlnd posloupnost ) je zobrazeni, jehoZ defini¢nim oborem je mnoZina N a
oborem hodnot je podmnoZina H mnoZiny v3ech redlnych &isel R (H C R):

N—H:n— a,.

Budeme zapisovat: {a,}, {a,};'2, {a1,as,as,...}.
Cislo a,, se nazyva n-ty €len posloupnosti.

Definice 2.2. ( operace s posloupnostmi )

Necht jsou ddny poslouposti {a,}, {b.}.
Souétem, rozdilem a soulinem danych posloupnosti nazyvdme posloupnosti

{an+b,}, {an—0.}, {a.b,}.

Pokud Vn € N : b, # 0, podilem posloupnosti {a,} a {b,} rozumime posloupnost

n
b, |
Ciselny nasobek: a{a,} = {aa,}, a € R.
Nulova posloupnost: {0,0,0,...}.

Definice 2.3. ( omezend posloupnost )

Posloupnost {a,} se nazyvd omezend, existuje-li &islo K > 0 takové, Ze plati
VneN: |a,| < K.

Posloupnost {b,} se nazyvd shora (zdola) omezend, existuje-li &islo M (m) takové, Ze plati

VneN: b, <M (Vn e N: b, >m).




Definice 2.4. ( monoténni posloupnost )

Posloupnost {a,} se nazyva:

klesajici, plati-li Vn € N: a, > api1,

, . monotdnni,
rostouci, plati-li Vn € N: a, < a,41, }7

ostte klesajici, plati-li Vn € N: a, > api1, ostfe
ostfe rostouci, plati-li Vn e N: a, < a,i1, monotdénni.

Definice 2.5. ( maximum a minimum posloupnosti )

Maximem (minimem, supremem, infimem) posloupnosti {a,} se rozumi maximum (minimum, supremum,
infimum) oboru hodnot H této posloupnosti a zna&i se max{a,} (min{a,}, sup{a,}, inf{a,}).

Definice 2.6. ( podposloupnosti )

Necht je ddna posloupnost {a,} a necht {ki, ko, k3, ...} je ostFe rostouci posloupnost p¥irozenych &isel. Potom
posloupnost {ay, } se nazyva posloupnost vybrana z posloupnosti {a, } nebo také podposloupnost posloupnosti

{an}.

Véta 2.7. ( monoténni podposloupnost )

Z kazdé posloupnosti v R Ize vybrat monoténni podposloupnost (tj. rostouci nebo klesajici podposloupnost).




Definice 2.8. ( limita posloupnosti )

1. Posloupnost {a,}> je konvergentni v R, ma-li tuto vlastnost:

Ja€RVe>03IngeNVREN: n>ny=la, —al <e.

Cislo a se nazyva limita posloupnosti {a, }. Piseme

lim a, = a; stru¢né: a,, — a,
n—-400

a Yikdme, Ze posloupnost {a,} konverguje k &islu (limit&) a.

2. Posloupnost se nazyva divergentni, jestlize neni konvergentni.
Specialné: Posloupnost {a,} diverguje k +00 (resp. k —o0), jestlize:

VK eRIngeNVReN: n>ng=a, > K (resp. a, < K).

Oznatujeme lim a, = 400 (resp. —c0), nebo a, — +oo (resp. —o0).

n—-—+o0o

Véta 2.9. ( jednoznatnost limity )

Kazda konvergentni posloupnost ma pravé jednu limitu.

Véta 2.10. ( konvergence a omezenost )

1. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

2. Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni podposloupnost.
(tzv. Bolzanova-Weierstrassova véta)




Lemma 2.11. ( o nerovnosti limit I. )

Necht {a,}, {b.} jsou konvergentni posloupnosti a necht pro skoro véechna n je a,, < b,. Potom

lim a, < lim b,.

n—-+00 n—-+o0o

Véta 2.12. ( o dvou policajtech )

M&jme posloupnosti {a,}, {b.}, {¢.} a pfedpokladejme:
1. a, <b, < ¢, pro skoro véechna n,
2. {a,}, {c,} konverguji ke stejné limit& a.

Potom sevFend posloupnost {b,} také konverguje a plati:

lim b, = lim a, = lim ¢, = a.
n—-+00 n—-—+o0o n—-+00

Lemma 2.13. ( o nerovnosti limit 1. )

Necht {a,}, {b,} jsou konvergentni posloupnosti a necht lim a, > lim b,. Potom

n—-400 n—-4o00

a, > b, pros.v. n.




Véta 2.14. ( algebra limit )

Necht redlné posloupnosti {a,}, {b,} jsou konvergentni.
Oznatme
a:= lim a,, b:= lim b,.

n—-+4oo n—-+4oo

Potom i posloupnosti {a,, + b,}, {a, — b,}, {a,b,} jsou konvergentni a plati:

1. lim «a, =aa, «o€R,
n—-+o0o

2. lim (a,xb,) =a=xb,

n—-+4oo
3. lim a,b, = ab.
n—-+4oo

Jestlize navic b # 0 a Vn € N : b, # 0, pak {*} je také konvergentni a plati:

a a
4. i ==
n—lgloo by, b

Véta 2.15. ( o divegrentnich posloupnostech )

Necht {a,} a {b,} jsou redlné posloupnosti.
1. a, —» 4+, b, — +00 = a, + b, — +0, a,b, — +00.
2. a, — 400, b, » —0 = a, — b, —» +0, a,b, — —o0.

an + by — +00,
3. a, = 400, b, = beR = < a,b, — +o0, pokud b > 0,
an,b, — —00, pokud b < 0.

4. a, — +oo, {b,} je omezend = a, + b, — +00. Pokud navic

de>0:0<c<b,
de<0:0,<e¢c<0

+00,
} pros.v. n € N, potom a,b, — {

—OQ.

n

5. a, — a €R, |bn|—>+oo:>Z—H0.

n

400, pokud tn > (0 prosv.n €N,

6.anﬁa7é0,bnﬁ0:>2—"ﬁ bn

n —o0, pokud Z—n <0 prosv.néeN.




Véta 2.16. ( konvergence monotdnni posloupnosti )

Je-li posloupnost {a, } omezend a monotdnni, potom je konvergentni a konverguje k &islu:

lim a, =
n—-+4oo

sup{a,} pro rostouci posloupnost,
inf{a,} pro klesajici posloupnost.

Definice 2.17. ( Eulerovo ¢&islo )

Eulerovo &islo e je definovano

Definice 2.18. ( horni a dolni limita )

Bud {a,} omezend posloupnost. Oznatme

o, = inf{a,, ans1, ...}, Pni=sup{an, ani1, ...}

Limitu posloupnosti {c,} (resp. {/3,}) nazyvame dolni (resp. horni) limitou posloupnosti {a,} a piseme:

lim «, = lim a, = liminfa, = a,
n—-+4o0o n—-+o00 n—-+00
tzv. dolni limita (limes inferior),
lim ¢, = lim a, =limsupa, = a,
n—-+00 n—-+00 n—-+00

tzv. horni limita (limes superior).

Véta 2.19. ( nutna a postatujici podminka konvergence )

Omezena posloupnost {a,} konverguje k &islu a pravé tehdy, kdyZ jeji horni limita je rovna jeji dolni limitg, tj.
kdyZ? a =a = a.




2.100. NAHLEDY ...

Definice 2.101. ( cauchyovska posloupnost )

Redlna posloupnost {a,} se nazyva cauchyovskd v R (fundamentalni v R), jestliZe:

Ve >0dng e NVn,m € N :
n>ng A m>ny = |a, —an| <e.

Lemma 2.102. ( cauchyovskost a omezenost )

Je-li posloupnost {a,} cauchyovskd v R, potom je omezena.

Véta 2.103. ( Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence )

Redlna posloupnost {a,} je konvergentni v R pravé tehdy, kdyZ je cauchyovskd v R.




