Kapitola 1.
Mnoziny

1.1. / co je to mnoZzina:

MnoZina M je soubor libovolnych navzdjem riiznych objekti m, o kterych Ize jednoznaéné rozhodnout, zda do
mnoZiny pat¥i, &i nikoli. Kazdy z objektd m, ktery patii do mnoZiny M, se nazyvd prvek mnoziny M (piseme
m e M).

Prdzdnd mnoZina neobsahuje Zddny prvek a znadi se ().

1.2. / mnoZinové operace:

Vztahy mezi dvéma mnoZinami A, B:
ACB & NVr:x€A=x€B) ,A jepodmnozina B",

A¢B & (dz:xe€ANx ¢ B) A neni podmnoZina B",
A=B & NVMr:x€AsxeB) L, Ajerovno BY,
& (ACBABCA),
A ; B < (ACBAA#B), »A je vlastni podmnoZina B".
MnoZinové operace pro mnoziny A, B:
ANB ={Vx:z€ ANz € B} »A prinik B,
pokud AN B = (), ¥ikdme, 2e , A a B jsou disjunktni",
AUB ={Vzx:x€ AVz € B} +A sjednoceno s B",
A ={Vz:z ¢ A} ,doplngk mnoziny A" (také A°),
A-—B ={Vz:x€ ANz ¢ B} A minus B (také A\B).

1.3. / tiselné mnoziny:

Ciselné mnoZiny oznatujeme:
N  obor (mnoZina vech) pfirozenych &isel, N = {1,2,3,...},
Nyp mnoZina pfirozenych &isel a nuly, Ny = {0} UN,
Z  obor celych &isel, Z ={...,—2,—-1,0,1,2,...},
Q  obor racionélnich &isel, Q = {%;p € Z,q € N},
R obor redlnych &isel, R = (—o0, o0)
Q' obor iraciondlnich &isel, Q' = R\Q,
C  obor komplexnich &isel, C=R xR = {a+ib;a,b e R, i? = —1}.
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Definice 1.4. ( mohutnost mnoZiny )

MnoZiny A a B se nazyvaji ekvivalentni (znatime A ~ B), jestlize existuje bijektivni (vzdjemn& jednozna&né)
zobrazeni f : A — B takové, ze A = D(f), B= H(f).
Rikame také, Ze mnoZiny A a B maji stejnou mohutnost (téZ kardinalitu) a piseme

m(A) =m(B) nebo |A|l=|B].

Definice 1.5 ( spotetna a nespotetna mnozina )

MnoZina A se nazyva
e konetnd, je-li A~ {1,2,....n—1,n}, n €N, tj. m(A) =n,
— specialné definujeme m(() := 0,
e nekoneénd, neni-li kone¢na a dale pak

— spoletna, je-li A ~ N, tj. m(A) = m(N),

— nespoletnd, neni-li ani kone&na ani spocetna, tj. A # N a m(A) > m(N).




Definice 1.6. ( operace v R )

Algebraické operace v R:
s¢itani: a+ b,
odd¢itani:  a — b,
nasobeni: a-b,
delent:  a:b=7.b#0

Vlastnosti operaci s¢itani a ndsobeni:

komutativnost: a+b=0>b+a, a-b=>-a,
asociativnost:  a+ (b+c)=(a+b)+¢c, a-(b-c)=(a-b)-c
neutralita: a+0=a, a-1=a,
distributivnost: a-(b+c)=a-b+a-c.
Usporadani:
vzdy plati pravé jedna z relaci: a<b, a=0b a>b
a déle pak: a<bAb<c = a<c
a>0ANb>0 = a-b>0
a<b = at+c<b+ec
Definice 1.7. ( intervaly )
Intervaly - specidlni podmnoziny R:
(a, b) ={reR:a<x<b} - uzavfeny interval,
(a,b) ={reR:a<xz<b} - otevfeny interval,
(a,b) ={reR:a<z<b} - polouzavieny interval,
(a,b) ={reR:a<z<b} - polouzavieny interval,
(a,400) ={reR:a<zx},
(a,+0) ={rxeR:a<uzx},
(—o0,b) ={xeR:z <b},
(—o00,b) ={reR:x <b}.

Definice 1.8 ( definice absolutni hodnoty )

Absolutni hodnota redlného &isla x € R je vétsi z Cisel x a —uz, tj.

T, x>0,
=7 x < 0.

|z| := max {z, —x} = {




Lemma 1.9 ( vlastnosti absolutni hodnoty )

1. VaeR: |a| > a, | —a| =|al,
2. Ya,b e R: |a+0b| < |a|] +|b| (trojihelnikova nerovnost),
3. Va,b e R: ||a] —|b]| < |a—0b] < |a| + |b| (Cislo |a — b| se nazyva vzdélenost a a b),

4. Ya,b e R : |ab| = |a| - |b],

al ld
 Va,beR, b£0: H:—,
5. Va,b € #0 2 0]

6. Va € R: |a|* = a?,

7. Va eR: Va2 = |al.

Definice 1.10. ( omezena mnoZina )

Rikdme, ¥e mno%ina A C R je omezena zdola, jestlize 3d €e RVx € A: x > d.
Rikdme, ¥e mnoZina A C R je omezena shora, jestlize dce RVz € A:z <c.

Mnozina A C R je omezend, je-li omezena zdola i shora.

Definice 1.11. ( minimum a maximum mnoZiny )

Cislo a € A se nazyva minimem mnoZiny A C R, plati-liVx € A:a < z.

Cislo b € A se nazyvd maximem mnoziny A C R, plati-li Vo € A : z < b.

Znaéime a = min A, b = max A.




Definice 1.12. ( infimum a supremum mnoZiny )

Necht A je neprazdnd podmnoZina mnoZiny R.

1. Cislo a € R se nazyvd supremem mnoZziny A, jestlize

(a) Ve € A: z <aq,
(b) Vz; eR: 1 <a = Jxs € A: 29 > 17.

Piseme a = sup A. JestliZe A neni shora omezena, nemd (v R) supremum a piSeme sup A = +oc.

2. Cislo b € R se nazyva infimem mnoZiny A, jestlize

(a) Ve e A: x>,
(b) Vi €eR: z; >b = drg € A: 29 < 14,

Pigeme b = inf A. Jestlize A nenf zdola omezend, nemd (v R) infimum a piSeme inf A = —o0.

Pro prazdnou mnoZinu () definujeme sup () := —oo a inf ) := +o0.

Lemma 1.13. ( postatujici podminka existence infima a suprema )

Necht existuje max A (resp. min A) mnoZiny A C R.
Potom max A = sup A (resp. min A = inf A).

Véta 1.14. ( véta o existenci a jednoznacnosti infima a suprema )

1. Kazda neprazdna shora omezend podmnoZina mnoziny R ma pravé jedno supremum.

2. Kazda neprazdna zdola omezend podmnoZina mnoZiny R ma pravé jedno infimum.




1.15. / dodefinovani suprema a infima:

MnoZina A C R, kterd neni shora omezend, nema (v R) supremum, piseme
sup A = +o0.

MnoZina A C R, kterd neni zdola omezend, nema (v R) infimum, pieme
inf A = —o0.

Pro prazdnou mnoZinu () definujeme

sup ) := —o0, inf ) := +o0.

Lemma 1.16. ( vlastnosti suprema a infima )

1. ACR,A#(, A omezend = sup A > inf A.

sup A < sup B,

2. AcBCcR, A B !
C BCR,A+# 0, B omezeni j{ianZinfB.

Definice 1.17. ( hromadny a izolovany bod mnoZiny )

Bod z( se nazyvd hromadny bod mnoziny A, jestlize v kazdém jeho okoli

U(zg,d) :={x €R: |z —x0| < I}

leZi alesporfi jeden bod mnoziny A riizny od z.
Bod xy € A, ktery neni hromadnym bodem mnoZiny A, se nazyva izolovanym bodem mnoZiny A.
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