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Kapitola 5. Spojitost

Definice 5.1. ( SPOJITA, zleva, zprava, polospojita )

Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ € D(f):

spojita, jestlize lim f(z) = f(c),

T—C

spojita zleva, jestlize lim f(z) = f(c),
T—C

spojita zprava, jestlize lim+ f(z) = f(c),
T—C

polospojita zdola, jestlize lim f(z) > f(c),
T—C

a polospojita shora, jestlize lim f(z) < f(c).

T—C

Definice 5.2. ( spojita na mnoZiné )

V bodé z, ktery je izolovanym bodem D(f) povazujeme funkci f za spojitou.
Rekneme, e funkce f je spojita na otevieném intervalu (a,b), jestlize je spojitd v kazdém bodé& z € (a, b).

Rekneme, e funkce f je spojita na uzavieném intervalu (a,b), jestlize je spojita v kazdém bodé z € (a, b),
pficemz v bobé a je spojita zprava a v bodé b zleva.

Rekneme, Ze funkce f je spojita na mnoziné M, jestlize je spojita v kazdém vnitfnim bodé mnoziny M,
pficemz v kazdém hrani¢nim bodé, ktery je prvkem mnoziny M, je spojita zleva resp. zprava.

Definice 5.3. ( BODY NESPOJITOSTI )

Bod z, nazveme bodem nespojitosti funkce f,

jestlize je funkce f definovana alespon v prstencovém okoli tohoto bodu a neni v ném spojita.
Navic mizZeme rozlisit nasledujici pfipady, kdy je bod zy:
1. bodem odstranitelné nespojitosti: existuji vlastni limity f(zo+) a plati

f(zot) = f(zo—) # f(zo)

2. bodem nespojitosti |. druhu: existuji vlastni limity f(zo+) a plati

f(zot+) # f(zo—)

3. bodem nespojitosti Il. druhu:

neezistuje vlastni f(zo+) nebo mneexistuje vlastni f(zo—)
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Véta 5.4. ( algebra spojitych funkci )

Pokud jsou funkce f a g spojité v bodé z, jsou spojité také funkce

a pokud navic Vz € U(z) plati g(z) # 0, je spojita také funkce 5

Véta 5.5. ( spojitost sloZzené funkce )

Pokud je funkce f spojitd v bodé z,
a funkce g spojitd v bodé t, = f(z),

potom je slozena funkce h(z) = g(f(:z:)) také spojitd v bodé zy.

Véta 5.6. ( CAUCHYOVA VETA )

Pokud f je spojita funkce na uzavfeném intervalu {a,b) a plati:  f(a) - f(b)

potom existuje takové & € (a,b), ze

f(&) =o.

<0

Disledek 5.6. ( Fesitelnost rovnice jako disledek )

Alespon jedno feSeni na intervalu (a, b) ma rovnice

fz)=p

pokud
funkce f je spojitd na (a,b)

f(a) < p <f(b) nebo f(a)> p > f(b).

Véta 5.7. ( WEIERSTRASSOVA VETA )

Funkce spojitd na uzavieném intervalu zde nabyva svého globalniho minima a maxima.

Definice 5.8. ( Lipschitzova spojitost )

Rekneme, e funkce f je lipschitzovsky spojita (lipschitzovsk4),

|f(z2) — f(@1)| < Lz — 74

pokud je spojitd a existuje konstanta L > 0 takova, ze pro kazdé z;, o € D(f) plati:

5.100. NAHLEDY ...
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Véta 5.6. ( lokalni omezenost spojité funkce )

Je-li funkce f spojitd v bodé z, € D(f), potom existuje okoli U(zy) bodu zg, v némz je funkce f omezena.

Véta 5.7. ( o zachovani znaménka )

Necht funkce f je spojitd v bod& zo € D(f) a necht f(zo) # 0. Potom existuje okoli bodu z, takové, Ze

sgn f(z) = sgn f(zo)

pro vsechna z z tohoto okoli.

Definice 5.13. ( stejnomérna spojitost )

Funkce f : D(f) — R je stejnomérné spojitd na mnoziné A C D(f), kdyz

Ve > 0,36(e) >0,Vz € A,Vz' € A: |z —z| < d(e) = |f(2)) — f(z)| <e.

Véta 5.14. ()

Je-li funkce f stejnomérné spojitd na mnoziné A, pak je na mnoziné A spojita.

Véta 5.15. ( Cantorova véta )

Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu {a,b) C D(f), potom je stejnomérné spojitd na tomto intervalu.




