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Kapitola 8. Integraly - urcité

Karta 8.0." ( karta - urtité integraly )

Definice 8.1. ( dé&leni intervalu )

a:$o<$1<$2<"'<.’En71<$n:b.

Tuto posloupnost znatime symbolem D,, = (2o, Z1,Z2, ..., Zy)-

Délenim intervalu (a, b) nazveme konetnou posloupnost bodi z tohoto intervalu, které spliuji podminku:

Definice 8.2. ( integralni soutty )

Oznacme AZEk =Ty — Tg—1 A Ik = <$k—1,$k>-

n

Dolnim integralnim soué¢tem nazveme dislo: s(f,Dn) = > 111f {f z)} - Az
k=1 "
n

Hornim integralnim souctem nazveme dislo: S(f,Dn) =>_ up{f z)} - Az
k=12

Necht D,, je déleni intervalu I = (a,b) a necht f je funkce omezend na tomto intervalu.

Definice 8.3. ( RIEMANNUV INTEGRAL )

Necht f je funkce definovani a omezena na intervalu {(a, b).
Uvazujme vSechna déleni intervalu (a, b) a s jejich pomoci sestrojme

e mnozinu hodnot vsech dolnich integralnich souctd.

e mnozinu hodnot vSech hornich integralnich souctd.

b
ngs(f’D”):/a f(:c)da::%lfS(f,Dn).

Cislo a nazveme dolni mez integralu.
Cislo b nazveme horni mez integralu.

b
Chceme-li zdiiraznit, Ze uvaZujeme integral ve smylu Riemannovy definice, piseme: (7?,)/ f(z)dz.

Jestlize se supremum mnoziny dolnich integralnich souctd rovna infimu mnoziny hornich integralnich souct,
fikdme jejich spole¢né hodnoté Riemanniv integral funkce f na intervalu {(a,b) a piSeme

Funkci f nazveme Riemannovsky integrovatelnou (integrovatelnou) na (a,b) a piSeme f € R((a,b)).

Definice 8.3”. ( doplnéni definice )

Pro integrovatelnou funkci f na intervalu (a,b), kde a < b, definujeme:

/aaf(:l:)d:z:zo a /baf(m)dm:—/abf(m)dm
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Véta 8.4. ( integral a obsah plochy )

Necht f(z) > 0 je spojita funkce na (a,b). Potom je integral

/ab f(z)dz

Ciselné roven obsahu plochy obrazce, jehoz obvod tvofi: osa z,
graf funkce y = f(z),

rovnobézky s osou ¥ o rovnicich z =a a z = b.

Véta 8.5. ( podminky integrovatelnosti )

Necht f a g jsou funkce definované na intervalu {(a, b).
1. Jestlize f je spojitd na (a,b), potom je zde integrovatelna.

2. Jestlize f je omezena na (a, b) a obsahuje nejvyse konelny polet bodl nespojitosti,
potom je na (a, b) integrovatelna.

(v obou pripadech pak piseme f € R((a,b) >)
3. Jestlize f a g jsou integrovatelné, potom jsou integrovatelné také funkce
af, |fl, f+g fg, kde a je redlnd konstanta,

f pokud 0 < m < g(z), kde m je kladnd konstanta,
g nebo 0 >m > g(z), kde m je zdpornd konstanta.

Véta 8.6. ( NEWTONOVA-LEIBNIZOVA VETA )

Necht F' je primitivni funkci k funkci f a necht jsou obé funkce spojité na (a, b).
Potom

/a Al — [F(z)K — F(b) - F(a).

<Ugjpoéet nezdvisi na vybéru primitiund funkzce)

Véta 8.7. ( linearita a aditivita )

Pro integrovatelné funkce f a g na (a,b) plati:

b b
/a f(z)d /f(a:) dz, kde a je redind konstanta,

a

i) /bf(m)Jrg(m) da::/bf(m) da:+/bg(x)dm

b

iii) /f(:v)dz:/cf(m)dm—f—/bf(m)da:, kde a < c < b.

a
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Véta 8.8. ( per partes v urtitém integrélu )

Pro funkce u a v, které maji na {(a,b) spojité prvni derivace u' a v', plati:

/abu(:v)v’(:z:)dm = {u(m)v(:z:)]i - /ab v (z)v(z)dz.

Véta 8.9. ( substituce v urcitém integralu )

Necht a) funkce @(t) ma spojitou prvni derivaci ¢'(t) na intervalu (a, B)
b) funkce f(z) je spojitd na H(yp)
c) a=yp(a)ab=p(p)

Potom pro z € (a,b) a t € (o, B) plati:

b T (p,(t) g
[feyae=| 7~ FOL | [ oo a
“ b= (p) )

8.10. véta o stifedni hodnoté a jeji disledky

Véta 8.10. ( véta o stfedni hodnoté )

Necht f(z) je spojitd funkce na {(a,b).
Potom existuje £ € (a, b) takové, ze plati

f©) = [ f@)da,  rep. [ f(@)dz = F(€)ba).

Véta 8.10.A. ( pozitivnost integralu )

Necht f(z) > 0 je spojita funkce na (a, b).

Potom
b

/f(a:) dz > 0.

a

Jestlize navic existuje z € (a, b) takové, ze f(z) > 0, plati pro vySe uvedeny integral ostrad nerovnost.

Véta 8.10.B. ( porovnani integralii )

Necht f(z) > g(z) jsou spojité funkce na {(a, b).
Potom

/bf(:z:)dzz: > /bg(a:) dz.

Jestlize navic existuje z € (a, b) takové, ze f(z) > g(z), plati pro vyse uvedené integraly ostra nerovnost.
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Véta 8.10.C. ( integrdl z absolutni hodnoty )

Necht f(z) je spojitd funkce na {(a,b).
Potom

[ i@es| < [ 110 oo

Jestlize navic funkce f(z) méni na (a,b) znaménko, plati pro vySe uvedeny integral ostrad nerovnost.

Véta 8.10.D. ( sevieni integralu )

Necht m < f(z) < M, kde f(z) je spojitd funkce na (a, b).
Potom

m(b—a) < /f(m)d:c < M- a).

Véta 8.11. ( Integral s prom&nnou horni mezi )

Necht je funkce f(z) integrovatelna na (a,b).
Potom je funkce definovana predpisem:

Ga) = [ f(t) at,

spojitou funkci na intervalu (a, b).

Navic v kazdém bodé z, ve kterém je funkce f(z) spojita, je G(z) diferencovatelna a plati:

= = [ rwa= i@

(Analogicky pro H(z) = /: f(¢t) dt, plati: H'(z) = ddx /:f(t) dt = — f(z). >

8.3. Nevlastni integraly
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Definice 8.24. ( nevlastni integral vlivem funkce 1. )

Nevlastni interal vlivem funkce je integral

[ f@)s,

o kterém rekneme, ze:

1. konverguje (je konvergentni), jestlize existuje limita
c b
lim [ f(z)dz, a pl'éeme:/

c—b— f(z)dz = clilzlal— /ac f(z)dz

2. diverguje (je divergentni), jestlize neexistuje limita

lim [ f(z)dz.

c—b—

b
Pokud je pfislusna limita +0o (resp. —00) a piSeme: / f(z)dz = 400 (resp. —00).

Necht f(z) je integrovatelnd v kazdém intervalu (g, c), kde a < ¢ < b a necht f(z) neni omezena na (a, b).

Definice 8.25. ( nevlastni integral vlivem funkce II. )

Necht f(z) neni omezend v okoli bodu ¢, kde a < ¢ < b.

Nevlastni interal vlivem funkce je integral

[ f@)s,

o kterém rekneme, ze:

1. konverguje (je konvergentni), jestlize konverguji oba integraly

/acf(a:)da:, /cbf(:z:)dzz:

2. diverguje (je divergentni), jestlize diverguje alespon jeden z vySe uvedenych integrald.
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Definice 8.26. ( nevlastni integral vlivem meze I. )

Necht f(z) je integrovatelnd v kazdém intervalu (a, b).

Nevlastni interal vlivem meze je integral

[ 1@,

o kterém rekneme, ze:

1. konverguje (je konvergentni), jestlize existuje limita

bElJrrnoo ab f(z)dz, a piSeme: /:oo f(z)dz = 111&1oo f(:z:
2. diverguje (je divergentni), jestlize neexistuje limita
‘ b
bE:inoo : f(z)dz.
400

Pokud je pfislusna limita +0o0 (resp. —00) a piseme: / f(z)dz = +o0 (resp. —00).

a

Definice 8.27. ( nevlastni integral vlivem meze II. )

Necht f(z) je integrovatelnd v kazdém intervalu (a, b).

Nevlastni interal vlivem meze je integral

|7 @) a,

— 00
o kterém rekneme, Ze:

1. konverguje (je konvergentni), jestlize pro néjaké zo € R konverguji oba integraly

/:oo f(z)dz, /a: f(z)dz.

0

2. diverguje (je divergentni), jestlize diverguje alespon jeden z vyse uvedenych integrali.

Definice 8.28. ( valeur principale )

Necht f(z) je integrovatelnd v kazdém intervalu (—a,a).

Hlavni hodnotou ( valeur principale ) nevlastniho integrélu je integral:
(pokud limita existuje)

V.p. f(:z: = llm/ f(z)d

a—-+oo

8.100. NAHLEDY ...
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Véta 8.101. ( srovnavaci kritérium )

Necht 0 < f(z) < g(z) na intervalu (a,b), —00 < a < b < +00. Potom plati:
b
1. Konverguje-li / g(z) dz, konverguje také [° f(z) dz.

a

2. Diverguje-li [ f(z) dz, diverguje také [’ g(z) dz

Véta 8.102. ( integralni kritérium pro fady )

Necht f(z) > 0 je klesajici funkce definovan4 na intervalu (1, +00).

A necht (a,)7* je posloupnost realnych &isel takova, ze a, = f(n).

+00 oo
Potom rada Z a, a integral / f(z) dz bud soutasné konverguji nebo souasné diverguji.
n=1

Véta 8.103. ( kritérium divergence )

Necht f(z) je integrovatelnd v kaZdém intervalu (0, b). Jestlize

wgrfwf(m) nebo Eglwf(m) a nebo WHIE f(z) existuje, ale je rizna od nuly,

“+o0

potom nevlastni integral / f(z) dz diverguje.




