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Kapitola 8. Integrály - určité
Karta 8.0.’ ( karta - určité integrály )

:::

Definice 8.1. ( děleńı intervalu )

Děleńım intervalu ha; bi nazveme konečnou posloupnost bodů z tohoto intervalu, které splňuj́ı podḿınku:

a = x0 < x1 < x2 < � � � < xn�1 < xn = b:

Tuto posloupnost znač́ıme symbolem Dn = (x0; x1; x2; : : : ; xn).

Definice 8.2. ( integrálńı součty )

Necht’ Dn je děleńı intervalu I = ha; bi a necht’ f je funkce omezená na tomto intervalu.
Označme �xk = xk � xk�1 a Ik = hxk�1; xki.

Dolńım integrálńım součtem nazveme č́ıslo: s(f;Dn) =
nX

k=1

inf
x2Ik

ff(x)g � �xk

Horńım integrálńım součtem nazveme č́ıslo: S(f;Dn) =
nX

k=1

sup
x2Ik

ff(x)g � �xk

Definice 8.3. ( RIEMANNǓV INTEGRÁL )

Necht’ f je funkce definovaná a omezená na intervalu ha; bi.
Uvažujme všechna děleńı intervalu ha; bi a s jejich pomoćı sestrojme

• množinu hodnot všech dolńıch integrálńıch součt̊u.
• množinu hodnot všech horńıch integrálńıch součt̊u.

Jestliže se supremum množiny dolńıch integrálńıch součt̊u rovná infimu množiny horńıch integrálńıch součt̊u,
ř́ıkáme jejich společné hodnotě Riemann̊uv integrál funkce f na intervalu ha; bi a ṕı̌seme

sup
Dn

s(f;Dn) =
Z b

a
f(x) dx = inf

Dn

S(f;Dn):

Funkci f nazveme Riemannovsky integrovatelnou (integrovatelnou) na ha; bi a ṕı̌seme f 2 R(ha; bi).
Č́ıslo a nazveme dolńı mez integrálu.
Č́ıslo b nazveme horńı mez integrálu.

Chceme-li zdůraznit, že uvažujeme integrál ve smylu Riemannovy definice, ṕı̌seme: (R)
Z b

a
f(x) dx.

Definice 8.3”. ( doplněńı definice )

Pro integrovatelnou funkci f na intervalu ha; bi, kde a < b, definujeme:
Z a

a
f(x) dx = 0 a

Z a

b
f(x) dx = �

Z b

a
f(x) dx:
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Věta 8.4. ( integrál a obsah plochy )

Necht’ f(x) � 0 je spojitá funkce na ha; bi. Potom je integrál
Z b

a
f(x) dx

č́ıselně roven obsahu plochy obrazce, jehož obvod tvǒŕı: osa x,
graf funkce y = f(x);

rovnoběžky s osou y o rovnićıch x = a a x = b.

Věta 8.5. ( podḿınky integrovatelnosti )

Necht’ f a g jsou funkce definované na intervalu ha; bi.

1. Jestliže f je spojitá na ha; bi, potom je zde integrovatelná.

2. Jestliže f je omezená na ha; bi a obsahuje nejvýše konečný počet bodů nespojitosti,
potom je na ha; bi integrovatelná.

�
v obou p�r��padech pak p���seme f 2 R ( ha; bi i

�

3. Jestliže f a g jsou integrovatelné, potom jsou integrovatelné také funkce

�f; jf j; f + g; fg; kde � je re�aln�a konstanta;

f

g
;

pokud 0 < m � g(x); kde m je kladn�a konstanta;

nebo 0 > m � g(x); kde m je z�aporn�a konstanta:

Věta 8.6. ( NEWTONOVA-LEIBNIZOVA VĚTA )

Necht’ F je primitivńı funkćı k funkci f a necht’ jsou obě funkce spojité na ha; bi.
Potom Z b

a
f(x) dx =

�
F (x)

�b
a

= F (b)� F (a):

�
v�ypo�cet nez�avis�� na v�yb�eru primitivn�� funkce

�

Věta 8.7. ( linearita a aditivita )

Pro integrovatelné funkce f a g na ha; bi plat́ı:

i)
bZ

a

� � f(x) dx = � �

bZ
a

f(x) dx; kde � je re�aln�a konstanta;

ii)
bZ

a

f(x) + g(x) dx =

bZ
a

f(x) dx+

bZ
a

g(x) dx;

iii)
bZ

a

f(x) dx =

cZ
a

f(x) dx+

bZ
c

f(x) dx; kde a < c < b:
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Věta 8.8. ( per partes v určitém integrálu )

Pro funkce u a v, které maj́ı na ha; bi spojité prvńı derivace u0 a v0, plat́ı:
Z b

a
u(x)v0(x)dx =

�
u(x)v(x)

�b
a

�
Z b

a
u0(x)v(x)dx:

Věta 8.9. ( substituce v určitém integrálu )

Necht’ a) funkce '(t) má spojitou prvńı derivaci '0(t) na intervalu (�; �)

b) funkce f(x) je spojitá na H(')

c) a = '(�) a b = '(�).

Potom pro x 2 (a; b) a t 2 (�; �) plat́ı:

bZ
a

f(x) dx =

����������

x = '(t)

dx = '0(t) dt

a = '(�)

b = '(�)

����������
=

�Z
�

f('(t))'0(t) dt

8.10. věta o sťredńı hodnotě a jej́ı d̊usledky

Věta 8.10. ( věta o sťredńı hodnotě )

Necht’ f(x) je spojitá funkce na ha; bi.
Potom existuje � 2 (a; b) takové, že plat́ı

f(�) =
1

b� a

bZ
a

f(x) dx; resp.
bZ

a

f(x) dx = f(�)(b� a):

Věta 8.10.A. ( pozitivnost integrálu )

Necht’ f(x) � 0 je spojitá funkce na ha; bi.
Potom

bZ
a

f(x) dx � 0:

Jestliže nav́ıc existuje x 2 ha; bi takové, že f(x) > 0, plat́ı pro výše uvedený integrál ostrá nerovnost.

Věta 8.10.B. ( porovnáńı integrál̊u )

Necht’ f(x) � g(x) jsou spojité funkce na ha; bi.
Potom

bZ
a

f(x) dx �

bZ
a

g(x) dx:

Jestliže nav́ıc existuje x 2 ha; bi takové, že f(x) > g(x), plat́ı pro výše uvedené integrály ostrá nerovnost.
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Věta 8.10.C. ( integrál z absolutńı hodnoty )

Necht’ f(x) je spojitá funkce na ha; bi.
Potom ������

bZ
a

f(x) dx

������ �
bZ

a

jf(x)j dx:

Jestliže nav́ıc funkce f(x) měńı na ha; bi znaménko, plat́ı pro výše uvedený integrál ostrá nerovnost.

Věta 8.10.D. ( sev̌reńı integrálu )

Necht’ m � f(x) �M , kde f(x) je spojitá funkce na ha; bi.
Potom

m (b� a) �

bZ
a

f(x) dx � M (b� a):

Věta 8.11. ( Integrál s proměnnou horńı meźı )

Necht’ je funkce f(x) integrovatelná na ha; bi.
Potom je funkce definovaná p̌redpisem:

G(x) =
Z x

a
f(t) dt;

spojitou funkćı na intervalu ha; bi.

Nav́ıc v každém bodě x, ve kterém je funkce f(x) spojitá, je G(x) diferencovatelná a plat́ı:

G0(x) =
d

dx

Z x

a
f(t) dt = f(x):

�
Analogicky pro H(x) =

Z b

x
f(t) dt, plat��: H 0(x) =

d

dx

Z b

x
f(t) dt = �f(x).

�

8.3. Nevlastńı integrály
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Definice 8.24. ( nevlastńı integrál vlivem funkce I. )

Necht’ f(x) je integrovatelná v každém intervalu ha; ci, kde a < c < b a necht’ f(x) neńı omezená na ha; bi.
Nevlastńı interál vlivem funkce je integrál

Z b

a
f(x) dx;

o kterém řekneme, že:

1. konverguje (je konvergentńı), jestliže existuje limita

lim
c!b�

Z c

a
f(x) dx; a ṕı̌seme:

Z b

a
f(x) dx = lim

c!b�

Z c

a
f(x) dx:

2. diverguje (je divergentńı), jestliže neexistuje limita

lim
c!b�

Z c

a
f(x) dx:

Pokud je p̌ŕıslušná limita +1 (resp. �1) a ṕı̌seme:
Z b

a
f(x) dx = +1 (resp. �1).

Definice 8.25. ( nevlastńı integrál vlivem funkce II. )

Necht’ f(x) neńı omezená v okoĺı bodu c, kde a < c < b.
Nevlastńı interál vlivem funkce je integrál

Z b

a
f(x) dx;

o kterém řekneme, že:

1. konverguje (je konvergentńı), jestliže konverguj́ı oba integrály
Z c

a
f(x) dx;

Z b

c
f(x) dx:

2. diverguje (je divergentńı), jestliže diverguje alespoň jeden z výše uvedených integrál̊u.
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Definice 8.26. ( nevlastńı integrál vlivem meze I. )

Necht’ f(x) je integrovatelná v každém intervalu ha; bi.
Nevlastńı interál vlivem meze je integrál

Z
+1

a
f(x) dx;

o kterém řekneme, že:

1. konverguje (je konvergentńı), jestliže existuje limita

lim
b!+1

Z b

a
f(x) dx; a ṕı̌seme:

Z
+1

a
f(x) dx = lim

b!+1

Z b

a
f(x) dx:

2. diverguje (je divergentńı), jestliže neexistuje limita

lim
b!+1

Z b

a
f(x) dx:

Pokud je p̌ŕıslušná limita +1 (resp. �1) a ṕı̌seme:
Z
+1

a
f(x) dx = +1 (resp. �1).

Definice 8.27. ( nevlastńı integrál vlivem meze II. )

Necht’ f(x) je integrovatelná v každém intervalu ha; bi.
Nevlastńı interál vlivem meze je integrál

Z
+1

�1

f(x) dx;

o kterém řekneme, že:

1. konverguje (je konvergentńı), jestliže pro nějaké x0 2 R konverguj́ı oba integrály
Z
+1

x0

f(x) dx;
Z x0

�1

f(x) dx:

2. diverguje (je divergentńı), jestliže diverguje alespoň jeden z výše uvedených integrál̊u.

Definice 8.28. ( valeur principale )

Necht’ f(x) je integrovatelná v každém intervalu h�a; ai.
Hlavńı hodnotou ( valeur principale ) nevlastńıho integrálu je integrál:
(pokud limita existuje)

v.p.
Z
+1

�1

f(x) dx = lim
a!+1

Z a

�a
f(x) dx:

8.100. NÁHLEDY .. .
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Věta 8.101. ( srovnávaćı kritérium )

Necht’ 0 � f(x) � g(x) na intervalu (a; b), �1 � a < b � +1. Potom plat́ı:

1. Konverguje-li
Z b

a
g(x) dx, konverguje také

R b
a f(x) dx.

2. Diverguje-li
R b
a f(x) dx, diverguje také

R b
a g(x) dx.

Věta 8.102. ( integrálńı kritérium pro řady )

Necht’ f(x) � 0 je klesaj́ıćı funkce definovaná na intervalu h1;+1).
A necht’ (an)+1n=1 je posloupnost reálných č́ısel taková, že an = f(n).

Potom řada
+1X
n=1

an a integrál
+1Z
1

f(x) dx bud’ současně konverguj́ı nebo současně diverguj́ı.

Věta 8.103. ( kritérium divergence )

Necht’ f(x) je integrovatelná v každém intervalu h0; bi. Jestliže

lim
x!+1

f(x) = +1; nebo lim
x!+1

f(x) = �1; a nebo lim
x!+1

f(x) existuje, ale je r̊uzná od nuly;

potom nevlastńı integrál
+1Z
0

f(x) dx diverguje.


