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Kapitola 4. Limity
Karta 4.0.’ ( karta - limity )

. pro x! 0 plat́ı

x � sinx � tg x � sinhx � tghx

� arcsinx � arctg x � argsinhx � argtghx � ln(1 + x) � ex � 1

.

lim
x!+1

�
1 +

a

x

�
x

= ea; lim
x!�1

�
1 +

a

x

�
x

= ea; a 2 R;

lim
x!0

ln(1 + x)

x
= 1; lim

x!0

log
a
(1 + x)

x
=

1

ln a
; a > 0; a 6= 1;

lim
x!0

ex � 1

x
= 1; lim

x!0

ax � 1

x
= ln a; a > 0;

lim
x!+1

ax =

8>>><
>>>:

0; 0 � a < 1;

1; a = 1;

+1; a > 1;

lim
x!�1

ax =

8>>><
>>>:

+1; 0 � a < 1;

1; a = 1;

0; a > 1;

lim
x!0

ax = 1; a > 0;

lim
x!+1

x

ex
= 0; lim

x!+1

xn

eax
= 0; a > 0; n 2 N;

lim
x!+1

lnx

x
= 0; lim

x!+1

(lnx)n

xa
= 0; a > 0; n 2 N;

lim
x!0+

x lnx = 0:

Definice 4.1. ( částečná limita )

Č́ıslo c 2 R� je částečná limita funkce f pro x! x0, pokud existuje posloupnost (xn), xn 2 D(f), xn 6= x0,
taková, že

lim
n!+1

xn = x0 a lim
n!+1

f(xn) = c:

Definice 4.2. ( horńı a dolńı limita )

Supremum (infimum) množiny všech částečných limit funkce f v bodě x0 nazveme
horńı (dolńı) limitou funkce f :

lim
x!x0

f(x) = supM ( = lim sup
x!x0

f(x) tzv. limes superior )

lim
x!x0

f(x) = infM ( = lim inf
x!x0

f(x) tzv. limes inferior )

kde
M =

n
c 2 R� : c je částečná limita funkce f v bodě x0

o
:
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Definice 4.3. ( Heineho definice limity )

Mějme funkci f : D(f)! R a bod x0 2 R
�, který je hromadným bodem definičńıho oboru D(f).

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu b 2 R�, jestliže pro každou posloupnost (xn), xn 2 D(f), xn 6= x0,
která má limitu x0, posloupnost funkčńıch hodnot

�
f(xn)

�
má limitu b.

�
p���seme: lim

x!x0

f(x) = b resp. f(x)! b pro x! x0

�

Rozlǐsujeme: limitu vlastńı : : : b 2 R

limitu nevlastńı : : : b = �1

limitu ve vlastńım bodě : : : x0 2 R

limitu v nevlastńım bodě : : : x0 = �1

Věta 4.4. ( jednoznačnost limity )

Funkce má v bodě nejvýše jednu limitu.

Věta 4.5. ( algebra limit )

Mějme dvě funkce, které maj́ı v bodě x0 2 R� limitu:

8><
>:

lim
x!x0

f(x) = b 2 R�;

lim
x!x0

g(x) = c 2 R�:

Potom má limitu i jejich součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl, p̌ričemž plat́ı:

lim
x!x0

(f(x)� g(x)) = lim
x!x0

f(x) � lim
x!x0

g(x) = b� c

lim
x!x0

f(x) � g(x) = lim
x!x0

f(x) � lim
x!x0

g(x) = b � c

lim
x!x0

f(x)

g(x)
=

lim
x!x0

f(x)

lim
x!x0

g(x)
=

b

c

0
BBBB@

pokud

na prav�e stran�e

nen��

neur�cit�y v�yraz

Věta 4.6. ( o nerovnosti limit )

Necht’ funkce f , g, h maj́ı společný definičńı obor D.

i) Když 8x 2 D : f(x) � g(x) a existuj́ı limity lim
x!x0

f(x) a lim
x!x0

g(x), potom plat́ı

lim
x!x0

f(x) � lim
x!x0

g(x):

ii) Když 8x 2 D : f(x) � h(x) � g(x) a existuj́ı limity lim
x!x0

f(x), lim
x!x0

g(x) a jsou si rovny, potom existuje
také lim

x!x0

h(x) a plat́ı
lim
x!x0

f(x) = lim
x!x0

h(x) = lim
x!x0

g(x):

Věta 4.7. ( omezenost a limita )

Jestliže má funkce f v bodě x0 konečnou limitu, potom existuje prstencové okoĺı P (x0), na kterém je f omezená.
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Definice 4.8. ( jednostranné limity )

i) Funkce f má v hromadném bodě x0 definičńıho oboru D(f) limitu zprava b 2 R
�, když pro každou

posloupnost (xn), xn 2 D(f), xn > x0, xn ! x0, je lim
n!+1

f(xn) = b. Ṕı̌seme

b = lim
x!x0+

f(x) = f(x0+):

ii) Funkce f má v hromadném bodě x0 definičńıho oboru D(f) limitu zleva b 2 R
�, když pro každou

posloupnost (xn), xn 2 D(f), xn < x0, xn ! x0, je lim
n!+1

f(xn) = b. Ṕı̌seme

b = lim
x!x0�

f(x) = f(x0�):

Věta 4.9. ( existence limity )

Funkce f má v bodě x0 2 R limitu b 2 R� právě tehdy, když má v bodě x0 limitu zleva i limitu zprava a plat́ı

f(x0�) = f(x0+) = b:

Věta 4.10. ( limita složené funkce )

Mějme funkci h(x) = g(f(x)), x 2 D(f), kde f : D(f)! R, g : H ! R, H(f) � H, a necht’ existuj́ı

lim
x!x0

f(x) = y0; lim
y!y0

g(y) = b:

Je-li splněna alespoň jedna z podḿınek:

1. existuje prstencové okoĺı P (x0; �) bodu x0 tak, že f(x) 6= y0 pro všechna x 2 P (x0; �) \D(f),

2. b = g(y0),

potom existuje lim
x!x0

g(f(x)) a plat́ı lim
x!x0

g(f(x)) = b.
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Definice 4.11. ( funkce omezená ve srovnáńı )

Ř́ıkáme, že

1. funkce f je v okoĺı bodu x0 řádu O(g), jestliže funkce
�����
f(x)

g(x)

����� je pro všechny body z nějakého prsten-

cového okoĺı bodu x0 omezená
�
p���seme: f(x) = O(g(x)); x! x0

�

2. funkce f a g jsou v bodě x0 stejného řádu, jestliže f(x) = O(g(x)) a g(x) = O(f(x)) pro x! x0.

3. funkce f je v okoĺı bodu x0 řádu o(g), jestliže lim
x!x0

�����
f(x)

g(x)

����� = 0.

�
p���seme: f(x) = o(g(x)); x! x0

�

4. funkce f a g jsou si v bodě x0 asymptoticky rovny, jestliže lim
x!x0

�����
f(x)

g(x)

����� = 1.

�
p���seme: f(x) � g(x); x! x0

�

4.100. NÁHLEDY .. .

Definice 4.102. ( Topologická definice limity )

Mějme funkci f : D(f)! R a bod x0 2 R
�, který je hromadným bodem definičńıho oboru D(f).

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu b 2 R�, jestliže

8 " > 0 9 � > 0 8x 2 D(f) : x 2 P (x0; �) ) f(x) 2 U(b; "):


