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Kapitola 4. Limity

Karta 4.0." ( karta - limity )
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Definice 4.1. ( &astetna limita )

Cislo ¢ € R* je tasteéna limita funkce f pro £ — o, pokud existuje posloupnost (z,), &, € D(f), Zn # o,
takova, ze

nHr—&l—’loo In = To a n1—1>I—|{loo f(xn) - ¢

Definice 4.2. ( horni a dolni limita )

Supremum (infimum) mnoziny vsech &asteénych limit funkce f v bodé zy nazveme
horni (dolni) limitou funkce f:

lim f(z) = supM ( =limsup f(z) tzv. limes superior )
B=/5g z—zg
lim f(z) = infM ( =liminf f(z) tzv. limes inferior )
T—xo T—To

kde
M = { c € R*: c je ¢aste¢na limita funkce f v bodé z, }
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Definice 4.3. ( Heineho definice limity )

Méjme funkci f : D(f) — R a bod zo € R*, ktery je hromadnym bodem defini¢niho oboru D(f).

Rekneme, Ye funkce f mé v bodé zg limitu b € R*, jestlize pro kazdou posloupnost (z,), z, € D(f), , # Zo,
kterd ma limitu zg, posloupnost funkénich hodnot (f(:cn)) ma limitu b.

( piseme:  lim f(z) = resp. f(z) = b pro z— z )
T 0o
Rozlisujeme: limitu vlastni ... beR
limitu nevlastni .. b=Z£00
limitu ve vlastnim bodé ... zp5€R
limitu v nevlastnim bodé ... z;=+o00

Véta 4.4. ( jednoznatnost limity )

Funkce ma v bodé nejvyse jednu limitu.

Véta 4.5. ( algebra limit )

lim f(z) = beR",

Mé&jme dvé funkce, které maji v bodé zo € R* limitu: e
lim g(z) = ceR~
z— 20

Potom ma limitu i jejich soucet, rozdil, soucin a podil, pficemz plati:

lim (f(z) £ 9(z)) = lim f(z) £ limg(z) = b+c
0 ° ° pokud
$1L11210 f(z)-g9(z) = zlgllwlo f(z) - zlbrglog(x) = b-c na pravé strané
im nent
T ) B g, 1@ _ b neurdity vijraz
z—zo g(a;) lim g( ) Cc
T—TQ

Véta 4.6. ( o nerovnosti limit )

Necht funkce f, g, h maji spole¢ny definiéni obor D.
i) Kdyz Vz € D : f(z) < g(z) a existuji limity lim f(z) a lim g(z), potom plati
T—ZTQ T—TQ

Jim f(z) < lim g(z).
i) KdyzVz € D : f(z) < h(z) < g(z) a existuji limity zlLI}clof(m), z11%1};.09(:1:) a jsou si rovny, potom existuje
také lim h(z) a plati
T o
lim f(z) = lim A(z) = lim g(z).

T—T0 T—TQ T—T0

Véta 4.7. ( omezenost a limita )

Jestlize ma funkce f v bodé 4 kone€nou limitu, potom existuje prstencové okoli P(z,), na kterém je f omezena.
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Definice 4.8. ( jednostranné limity )

i) Funkce f ma v hromadném bodé z, defini¢niho oboru D(f) limitu zprava b € R*, kdyz pro kazdou
posloupnost (z,), z, € D(f), Tn, > Zo, Tn, — Zo, j€ 1_1)1}:. f(z,) = b. Piseme

b= lim f(z)= f(zo+).

rz—zo+

ii) Funkce f mé v hromadném bodé z, defini¢niho oboru D(f) limitu zleva b € R*, kdyz pro kazdou
posloupnost (z,), ., € D(f), . < To, T — Zo, je EIP f(zn) = b. Piseme

b= lim f(z)= f(zo—).

T—T0

Véta 4.9. ( existence limity )

Funkce f ma v bodé zy € R limitu b € R* pravé tehdy, kdyz ma v bodé x4 limitu zleva i limitu zprava a plati

f(zo—) = f(zot) = 0.

Véta 4.10. ( limita sloZené funkce )

Mé&jme funkci h(z) = g(f(z)), z € D(f), kde f : D(f) = R, g: H — R, H(f) C H, a necht existuji

Jim f(z) =0, lim g(y) =0.
Je-li spInéna alespon jedna z podminek:
1. existuje prstencové okoli P(zg,d) bodu zq tak, ze f(z) # yo pro vSechna = € P(z¢,6) N D(f),
2. b= g(vo),

potom existuje lim g(f(z)) a plati lim g(f(z)) =
T— T T—To
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Definice 4.11. ( funkce omezena ve srovnani )

Rikame, ze

f(z)
9(z)

1. funkce f je v okoli bodu z, fadu O(g), jestlize funkce je pro vSechny body z néjakého prsten-

cového okoli bodu £, omezena

(pz’s'eme: f(z) =0(g9(z)), = — zo >

2. funkce f a g jsou v bodé z, stejného Fadu, jestlize f(z) = O(g(z)) a g(z) = O(f(z)) pro z — zo.

flz)| _

3. funkce f je v okoli bodu z, fadu o(g), jestlize 11m . o(@) |~

(pz’.s*eme: f(z) =o0(g9(z)), z— zo )

f@)| _

4. funkce f a g jsou si v bodé z, asymptoticky rovny, jestlize 11rn . 9(2)| =

(pz’s’eme: f(z) ~g(z), z—zo )

4.100. NAHLEDY ...

Definice 4.102. ( Topologicka definice limity )

Méjme funkci f : D(f) — R a bod zo € R*, ktery je hromadnym bodem defini¢niho oboru D(f).

Fv{ekneme, Ze funkce f ma v bodé z limitu b € R*, jestlize

Ve>036>0Vz e D(f): z€P(z,0) = f(z)eU(be).




