theory Holubova, Matas M1
RlAL Matematika 1 6102011

Kapitola 1. Posloupnosti

Karta 1.0.." ( karta - neurtité vyrazy )

Uspordddni na rozsirené mnoziné redingych éisel R* = (—oo,+00) a absolutni hodnota:
—00 < +00 —00<c< 400 pro kaZdé ce R

| — 00| = | + 00| = 400

Struéné o aritmetice R*:

c 0 ro ¢ <0
e = Sres (Froo)® = { +00 gro c>0
c+ (£o0) = +o0 pPro ¢ # Foo
+oo  proc>0 cte = {O pro0<e<l
¢ (to0) = { o0 pro ¢ < 0 +00 proc>1
ﬁ = 0 proc € R o = {+OO pro0<c<1
0 proc>1

odkud je vSak na pruni (druhy, treti, ...) pohled zifejmé, Ze existuje 7 problematickych operaci:

00 ,, cokolv

no . OO” ”OO . OO” ) 100» nOOn n000n
00 0

Souhrné je navyzdme neurcité vyrazy a snadno se s nimi muZeme setkat pti vypocltu limat:

lim In ltmata typu batl resp. ” 9,
lim a,-b, limita typu "0 - oc0”
n——+oco
nliglw(a” —b,) limita typu oo — 00
1_1)r£1 alr limita typu "1°°” resp. "0°” resp. " oo®”

Okoli nevlastnich ¢isel foo:

okoli plus nekonec¢na okoli minus nekonecna
U(4o00) = (1/6,400) U(—00) = (—00,-1/d)
prstencové okoli plus nekonecna prstencové okoli minus nekonecna

P(+00) = (1/8,+00) P(—00) = (—00,—1/4)
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Karta 1.0."." ( karta - limity )

Jn<lhing«n<nl<gnl< - <«nf«e<«nl «n®

0 pro —1<gq <1
> lim ¢" = 1 pro ¢ =1
n——+00 +00 pro 1< q
3 pro g <-1
k 0 pro la] >1
..on
> llm —=4{ 400 pro 0< a <1 keN
n—+oo qn
3 pro —1< a <0

. Inn lo
> lim — =0 lim g‘l’c =0 proa>0,a#1 kEeN
n—+o0o0 n n—+o00 n
en n
> lim — =0 lim — =0 proa€eR
n—+oo nl n—+oo nl
n!
> lim — =0
n—+oo nn
la|>1
——
log,n < nf < a” < n! <« n" SER
—_—
a>0, a#l acR
Dngrfm\/ﬁzl n1_1£100\/__1 proa > 0
X 1\" X \" 1
> lim (1—|—> — e lim <1—> = —
n——+00 n n—+00 n €

Definice 1.1. ( POSLOUPNOST )

Posloupnost realnych cisel je zobrazeni,

jehoz defini¢nim oborem je mnozina N a oborem hodnot mnozina H C R.

piseme: (an), (an):%, (a1,02,a3,...), (@n)nen

Cislu n fikdme index prvku a Cislu a,, n-ty ¢len posloupnosti.
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Definice 1.2. ( algebra posloupnosti )

(an + bs) souétem
(an — bn) rozdilem
Posloupnosti nazyvame posloupnosti (a,) a (b,).
(an - bn) soucinem
(‘;—:) | podilem

(v pripadé podilu predpokldddme b, # 0 pro vSechnan € N )

Definice 1.3. ( omezena )

Rekneme, Ze posloupnost (a,) je
i) omezena zdola, jestlize existuje ¢islo m € R takové, ze Vn € N: a, > m,
i) omezena shora, jestlize existuje ¢islo M € R takové, ze VneN: a, < M.

Kone¢né (a,) je omezena posloupnost, pokud je omezena zdola i shora.

< pro omezené posloupnosti se ¢asto pouZivd zdpts IK > 0Vn € N: |a,| < K )

Definice 1.4. ( monoténni )

Posloupnost (a,) se nazyva:

klesajici, plati-li Vn e N: a, > ani1,

monotonni,
rostouci, plati-li Vn e N: a, <ani1,

monotonni.

ostie klesajici, plati-li Vn € N: a, > a,+1, | ostie
ostfe rostouci, plati-i Vn € N: a, < a,41,

Definice 1.5. ( min, max, inf, sup )

Minimem minimum
Maximem ) , maximum ..
. posloupnosti (an) rozumime | mnoziny {an}
Infimem infimum
Supremem supremum

( korektné mnozina {a,} = {a € R,3n € N:a = a,} je oborem hodnot posloupnost: )
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Definice 1.6. ( LIMITA )

Rekneme, 7e posloupnost (a,) ma limitu, jestlize

existuje @ € R* takové, ze Ve >03dn, e NVneN: n>ny = a, € Ula)

( piseme: lim a,=a lima, =a a, — a )
n——+oco

Rozlisujeme: limitu vlastni ... a€R
limitu nevlastni ... a =+

Posloupnost (a,) nazveme: konvergentni pokud ma vlastni limitu,
divergentni  pokud ma limitu nevlastni a nebo limita neexistuje.

Véta 1.7. ( algebra limit )

2 % . 2 o0 TRt ar, — a,
Méjme dvé posloupnosti, které maji limitu:
b, — b

Potom ma limitu i jejich soucet, rozdil, soucin a podil, pfiCemz plati:

lim (a,+b,) = lm a, £+ lim b, = a+bd
n—-+00 n—>-+00 n—+oo
pokud
lim a,-b = lma, - lim b, = a-b 5 5
nStoo LT e e v na pravé strané
lim a nent
Z . 7 7
lim o* = noteo _ ¢ neuréity vyraz
n—+oo b, lim b, b
n—+oo

(v pripadé podilu predpokldddme b # 0 )

Véta 1.8. ( véty o limitach )

i) Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
i) Kazda konvergentni posloupnost je omezena

konvergentni = omezend

iii) Kazda omezena a monoténni posloupnost je konvergentni.
konvergentni <= omezend + monoténni

liman, = inf{an} klesagict
limayn = sup{an} rostouct

( omezend % konvergentni monotonni % konvergentni konvergentni % monotonni )
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Definice 1.8”. ( disledek: EULEROVO CiSLO )

1 n
Eulerovo cislo definujeme vztahem e = lim <1 + ) =
n—-+oo n

Véta 1.9. ( véty o nerovnostech )

an

bn

v Y . TN — a
Méjme dvé posloupnosti, které maji limitu { IR b’

Pokud

i) pro skoro vSechna n je a, > b,, potom

lim a, > lim b,.
n—+oco n—-+oo

i) je n1_1>m an > n1—1>r—Elm b,, potom

a, > b, pro skoro vSechna n.

Véta 1.9”. ( disledek: O DVOU POLICAJTECH )

Méjme t¥i posloupnosti (a,), (b,), (cn) a pfedpokladejme, Ze:

i) pro skoro vSechna m plati ............. .. ... ... a, < by

ii) posloupnosti (a,), (¢,) maji stejnou limitu ....................

Potom ma posloupnost (b,,) také limitu a plati: lim b, =a

1.100. NAHLEDY ...

Definice 1.101. ( cauchyovska posloupnost )

Reélna posloupnost (a,) se nazyva cauchyovska v R (fundamentalni v R), jestlize:

Ve>0dno e NVa,meN:n>ng A m>ng = |a, —an| <e.

Véta 1.102. ( Bolzanovo-Cauchyovo kritérium )

Reélna posloupnost (a,) je konvergentni v R pravé tehdy, kdyz je cauchyovska v R.




