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3.11 Zakladni geometrické atvary

Az dosud jsme se predevsim zabyvali reprezentaci geometrickych objektt definovanych
pomoci bodt, hran a linearnich ploch. Nicméné v praxi je velmi Casto nutné reprezentovat nebo
modelovat kitivky, ¢i plochy, které jsou ureny bud’ body nebo dalsimi udaji, napt. smérovymi
vektory.

Obecné Ize kiivky nebo plochy vyjadtit bud’ implicitni funkci (pro n€které kiivky, resp.
plochy lze nalézt explicitni funkéni popis napt. ve tvaru y = f (X), resp. z= f (X,2)) .

F(x) =0,
tj.
F(x,y)=0 pro kiivky v E?,
resp.
F(x,y,2 =0 pro kfivky a plochy v E?,
nebo parametrickymi funkcemi
X = Xx(u) pro kiivky v E* | resp. v E,
tj.
X = x(u) y =y(u) ,resp.  z=2z(u)
a

x =x(u,v)  pro plochy v E*, resp. v E’,

X = x(u,v) y=vy(u,v) , resp. z=2(u,v)
Kfivka v E* miZe byt navic uréena jako prise¢nice dvou ploch obecné neplanarnich ploch, tj.
feSenim dvou nelinedrnich funkci
F(xy,2=0 F,(xy,2) =0
pfiCemz je ziejmé, ze obecné jde o feSeni soustavy nelinearnich rovnic. Vlastni feSeni pak mize
obsahovat né€kolik samostatnych kiivek.
Je znamo, e ptimka p maZe byt v E* vyjadiena pomoci rovnice
ax+by+c=0
nebo pomoci parametrického vyjadieni
X(u) =x,+su U [J(—0o, )
kde: s= [SX , Sy] T je smérovy vektor piimky v E*,

X, je bod, kterym pfimka p prochazi.

Usetku prochazejici dvéma body X, a X, je pak mozné urcit parametrickou rovnici
X(u) =x,+su ull<o, 1>

kde: s=Xx, —X, je sm&rovy vektor usecky.

Rovina p v E’ je definovana tfemi body X, , X, , X, , které nelezi na jedné piimce p.
Rovnici roviny p lze urcit vyhodnocenim determinantu
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nebo parametricky
X(p,0) =X, +s,p+5s,q P, q U(-0,)
kde: X, je bod, kterym rovina p prochazi
S, , S, jsou raznobézné smerové vektory lezici na rovin€ p, pfiemz je lze napf. urcit

takto
S =X;7X, a S, =X, =X,
Normala roviny n, kterd je kolma na rovinu p je pak dana vyrazem
n=s, XS,

kde: axb znaci vektorovy soucin vektora a, b.

Je ziejmé, ze napft. trojuhelnik 1ze velmi jednoduse vyjadfit pomoci parametrické rovnice, a to:
X(P,q) =X, +S,p+s,q p.ql <0,1>

pii¢emz |p+q<1

Ptimku v E’ je nezbytné definovat jako prise¢nici dvou rovin p, a p,, které nejsou
rovnobeézné, t]. ptimka je urena fesenim rovnic:
py: ax+by+cz+d =0
Py axthy+cz+d,=0
nebo pomoci parametrického vyjadieni
X(u) =x,+su uld(-c , ) ,
t]. po rozepsani do slozek
XU =x,+s,u yU)=y,+su
Z(u)=z+su U (-0, )
kde: X, je bod kterym pfimka p prochazi,
s=[s.,S,, s,]" je smérovy vektor piimky v E.
Trojthelnik, resp. obdélnik v prostoru lze vyjadiit analogicky jeko v piipadé E*.
Az dosud jsme se zabyvali rovinnymi Gtvary, jako je pfimka, rovina apod. Pro praktické
Vyhodou implicitnitho popisu je snadnost zjisténi, zda dany bod lezi na kiivce, ¢i
nikoliv, resp. na které strané plochy se dany bod nachéazi. Toto je velmi vyhodné v nékterych
aplikacich, resp. algoritmech pouzivanych v pocitacové grafice. V technické praxi se vSak
velmi Casto setkavame s pozadavkem na prolozeni bodi danych tabulkou kfivkou, resp.
plochou, ktera je ,,hladka™. Data mohou byt ziskana z riznych pozorovani, vypoctu apod. a to
s rovhomérnym nebo nerovnomeérnym krokem. Nejjednodussim piipadem je linedrni
interpolace funk¢nich hodnot f (X) =0 mezi dvéma body X; a X,,, pomoci vzorce

i N+l

f(X,)—f(x
f(x)=f(x)+ (%.0) = 1 ')(xi+l—xi) pro OxO< X, , X, >
i1 N
Velmi Casto se pro nékteré problémy pouzivaji interpolace zalozené na polynomialni
interpolaci, zejména pak na pouziti Lagrangeova polynomu, ktery je ucen takto:
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fn(x) = Z yi Li,n(x)
kde:

n O
L= [ QX—‘%
(x Xo)eee s (X=X )(X = Xiyp) o (X = X,
(% = Xg) e (X = X)) (% = X )oen (6 — X,

Li,n(x) =

pro linearni interpolaci mezi dvéma body pak dostavame

)= F(x )+ £ (X)

| i+1 i+1 Xi
coz je vySe uvedena rovnice pro linearni interpolaci v jiném tvaru. Je vSak nezbytné
poznamenat, ze Lagrangeiv polynom se vzrustajicim stupném zvysuje ,,0scilace” a v mnoha
piipadech dava nepftijatelné vysledky.

Priklad
Prolozte body (1,1) , (2,2) , (3,3) , (4,2) , (5,1) linearni interpolaci a Lagrangeovym
polynomem.

Jenim z moznych zpuasobu feSeni problému prokladani danych bodd hladkou kiivkou,
resp. plochou je pouziti parametrického vyjadieni. Zde je nezbytné upozornit na to, Ze se
obvykle pracuje v prostoru parametrickych soufadnic, tj. mame-li kiivku F(Xx,y) =0, pak
pracujeme s kiivkami:

X = x(u) a y=y(u)
kde: U je parametr.
Je nutné si uvédomit, ze z chovani kiivek x(u) a y(u) lze jen velmi tézko usuzovat na

vysledny tvar kiivky F(X,y) =0, viz obr. xxxx. Pro ptipad E’ pak obdobng, viz obr.zzz.

Parametrické krivky
Uvazme nejdfive pfipad kvadratickych parametrickych kiivek ve tvaru:
x(uy=au*+bu+c
rozepsanim do slozek pak dostavame
x(u)d Ei b, c, Ow?C

00 C
S’(U)D @ b, cpopur

BWE B b, cHHLE

Pak 1ze ptepsat rovnici do maticového tvaru, ktery se téz nazyva algebraickou formou:
x(u) =Au

kde: matice A je matice urena
A=[alb|c]
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a= [ax ,ay,az]T a analogicky pro vektory b, C.
Vektor U je urCen takto:
2 T
u= [ us, u, 1]
Predpokladejme, Ze jsou dany tii body X(0), x(05), x(1) . Pak lze nahlédnout, ze
X, =X(0)=c
X, =X(05) =025a+05b+c
X, =X() =a+b+c

Obr.
Jsou dany tfi body svymi soufadnicemi v E’ | tj. dostavame 9 rovnic pro 9 neznamych. Lze
tedy vektory a, b , ¢ urCit feSenim soustavy linearnich rovnic. Poznamenejme, ze délka
kitvky pro uU<0, 05> je obecné rozdilna od délky ktivky pro uJ<05, 1>
Lze nahlédnout, ze pro soufadnici X plati:
a, = 2X, —4x, +2X,

b, =-3% +4x — X,

=%
Dosazenim do rovnic pro X(u) dostavame

X(U) = (2%, = 4%, + 2, )u” + (=3%, + 4%, = X, )u+ X, ud<o0, 1>
Upravou pak

x(u) = (2u% - 3u+1)x, + (—4u? + 4u)x, + (2U° - U)X, ud<0, 1>
Obecné pak

x(u) = (2u® = 3u+1)x, + (—4u® +4u)x, + (2u® - u)x, ul<o, 1>
Tento tvar se téz n€kdy nazyva geometrickou formou. Pti pouziti maticového vyjadieni pak
x(u)y=Bh

kde: B= [X0 | X, | X2] je matici vektor X, , X;, X,
h=[(2u*-3u+1), (-4u* +4u) , (v -u)]'
u= [ U, u, 1]T

Je ziejmé, ze vektor hmuze byt rozepsan jako

02 -3 mguZE
O O
D_4 4 ODDU C

H2 -1 ogHiE

h=

Pak
X(uy=Au=Bh=BMu
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a tedy plati

A=BM

priCemz: B se nazyva univerzalni transformacni matici ,
M se nazyva blending funkcni matici,
h se nazyva blending funkeci.

Z dosud uvedeného je ziejmé, ze je mozné prolozit tfemi body kvadratickou kiivku.
Nicméné uzivatel musi zvolit hodnotu parametru U pro vnitini bod.

V praxi je nutné prokladat kiivku vice body, pfiCemz je v zasadé¢ mozné pouzivat
parametrické kiivky vysSich stuprit a fesit problémy s tim spojené, nebo prokladat kiivku méné
body a jednotlivé kiivky "hladce" napojovat. Pro aplikace v technické praxi je nezbytné
uvazovat kubické parametrické kiivky v E*, resp.E’, pfedeviim z dGivodd vyhodnosti existence
inflexniho budu kubické kiivky. Pro ptipad kubické parametrické kitvky pak dostavame

x(uy=au*+bu®+cu+d
a je tedy nezbytné urcit 16 koeficientl. Je ziejmé, ze kiivka musi prochazet dvéma krajnimi
body X(0) a X(1). Je tedy nezbytné urcit dal$i dva body, napt. X(1/3) a x(2/3). Pro
jednoduchost ozna¢me X, =X(0), x, =x(1/3) , X, =x(2/3), x, =x(1).

Pak pro soutadnici X pak dostavame

X, = d
1 1 1
=—a +-b +=c +d
%2 = 575 9bx 3% T O
XBZEax+ﬂbX+ZCX+dX
27 9 3
X4:a'x+bx+cx+dx
Upravami pak

__9,,27, 21 9
a, 2X1 2X2 2X3 5%

bX:9x1—%5x2 +18x3—g X,

C -- +9 29 + X
X 2X1 X 2X3 4
d =%

Vyjadfenim koeficientd pro jednotlivé mocniny dostavame
x(u) = (-45u* +9 u* -55u+1)x, +(135u° -225u* + 9 U)X,

+(-135u° +18U” —45u)x, + (45U’ - 45 U* + U)X,

Pak
WC
@, b ¢ dxg%z[
x(u):Au:%y b, ¢, dyDEuE
B, b c dHOLC
, mLC
Upravami dostavame
x(uy=Xg
kde:
5
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[g,03-45u®+9u? —55u+1E
%ZDDI?;SU ~225U0F+9u
E}]?DD 135u®+18u* —45ul

Od C
@455 45u°-45u® +u C

Pak 1ze psat

.
X(W)=XGu=[x1%,%;1%,][9,.9,.9.9,]
Vyjadfenim v maticové forme pak
Au=XGu

.
kde: u:[ua, uw, u, 1]
Pak vztah mezi algebraickou a geometrickou formou lze vyjadfit vztahem:

A=XG
Je ziejmé, ze prubéh kiivky bude zavisly na volbé hodnot parametru U pro vnitini body.

OBR
Priklad 1
Odvod'te analogické vztahy pro jiné vnitini body, pficemz hodnoty U pro jednotlivé
body X, , X, , X5, X, volte napt. takto (0,1/4,1/2,1) , (0,1/2,3/4,1) , (0,1/3,2/3,1) apod.
Pokuste se zodpovedét, co se stane pokud hodnoty u volime (0,1/2,1/4,1), tj. posloupnost
neni monotonni!!

Hermitovska forma
Jednim z moznych zplsobl definice kiivky je moznost jejiho urCeni pomoci krajnich
boda a smérovymi vektory v krajnich bodech, viz. obr.xxx
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Obr

ptiCemz smérove vektory jsou definovany takto

X'(U) = % . %{x(u), y(W), 2"

Uvazme nyni opét parametrické kubicke kiivky ve tvaru
x(uy=au*+bu’*+cu+d

pak pro slozku Xlze psat
x(uy=a,u®+bu*+cu+d,

X'(u)=3a,u*+2b u+c,

Smeérovy vektor je pak obecné ur€en vyrazem
x'(u) = 3au® + 2bu+c

V maticovém vyjadienim pak

X(uy=Au
kde
|}'X bX CX dX|:|
A=, b c dpg=[alblc|d]
@Z bZ CZ dZE
a

.
u:[u?’, u’, u, 1]

Dosadime-li nyni do rovnic pfislusné hodnoty, pak dostdvame pro soufadnici X soustavu

rovnic

X =d,
X, =a,+b +c +d,
X, =C,

x, =33, +2b, +¢,
Z nich pak upravou obdrzime tzv. algebraickou formu
a, =2X, —2X, + X + X,
b, = -3x, +3X, = 2%, = X,
C =%
d, =%
Dosazenim do rovnic pro x(u) pak dostdvame
X(U) = (2%, = 2%, + X, +X,) UP +(=3%, + 3%, = 2X, = X,) U* + X, U+ X,
a upravou pak
X(u) = (2u® = 3u® +1) x, +(-2u° +3u%) X, + (u® —2u® +u) x, + (U® -U?) X,

Je ziejmé, ze obecn€ pro kiivku x(u) plati
X(u) = (2u® = 3u® +1) x, +(2u® +3u?) x, + (U® = 2u% +u) X, + (U° -U?) X,
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Uvedenou rovnici 1ze pfepsat pomoci maticové notace do tvaru
x(u) =X, f,
kde: X = [ X, | %, | X | X2] je matice Hermitovskych vektora
of,.0 UZU -3u*+10 [ -3 0 1gmic
%ZD D20+ §_ g2 3 0 Opafr
i F,0 O-202+u0 1 -2 1 oOOyC
0

‘D O O 0O 00 C
0 pvu-uv g ot -1 oomlc

Takto definovana kubika se téz nazyva Fergusonovou kubikou.
Nyni je zfejmé, ze vektor f lze urcit jako soucin matice M ,, Hermitovské formy a vektoru u

f,=M,u
a tedy lze psat
x(u)y=X, ;M ,u

kde matice X, a M , lze vyjadrit
X, X, X xD
C o U
Xy =[xl Ix16] = g % vi ¥%0=[XO) X0 X X0 ]

Bz 7z zH

12 -3 0 1C M 1 0 3C
0 L L
=2 3 0 0 10 2
M, =U C , Tesp. M;ﬂ:%} C
01 -2 1 OC 0 1 1 1C
51 -1 0 of H 10 o

a vektor U je definovan opét jako
T
u:[u?’, uw, u, 1]
Tato forma se nazyvéa geometrickou formou. Z dosud uvedeného je ziejmé, ze plati
A=X,M,

Tvar kfivky je uren nejen krajnimi body
X; = X(0) a X, =X(1),
ale téz smerovymi vektory
X, = dx(0) . X, = dx(2)
du du

: : : dy . : :
Pro jednoduchost uvazme piipad kiivky v E*. Je ziejmé, Ze pomér d—y je smérnici tecny kiivky
X

v daném bod& X, viz obr.xxx. Smérnice kiivky se nezméni, pokud smérovy vektor X' bude
ménit svoji velikost a nikoliv smér, nebot’
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dy dy

& _du_ T
o dx
du du

To znamena, e pokud  krat zvétsime vektor X,, resp. X,, pak se smérnice kiivky v t&chto
bodech nezméni.
Je ziejmé, Ze je nutné volit nejen smér, ale i délku vektort.
Obecné lze volit g # O tak, ze
1, — ! 1, — !
Xl - q Xl X2 - q X2

2

2 v 1 — 1 — v
pricemz Xl - X2 a Xl - X2

t]. neméni se smér v krajnich bodech.

Pak Ize pro x(u) a *x(u) psat

X(W =[x 1% 11 %; [ My

() =[x % 110G [ My u=] X Taxg Tax, [ M,
Geometricky vyznam vSech proménnych je zifejmy ze zadéani, kromé& parametru ¢, ktery
vlastng tika, jak "dlouho" se primkne kiivka ke smérovému vektoru, viz obr 3####

Obr.

Bazové funkce
Prvky vektoru f,, se nazyvaji blending (bazovymi) funkcemi. Z pfedchoziho vime, Ze
napt. pro Hermitovskou formu jsou blending funkce definovany

of,0 Ru*-3u*+10 2 -3 0 1g@sC
O 0O

d 0O ad,L
¢ —fen-p20+3 g_pg2 3 0 Ogirp
" O,0 O@®-2v?+u0d0 M -2 1 000yC

O O O 00, C
0 g uwW-u g o1 0 Ooplc

x(u)y=X, f, f,=M,ju
t]. pro piipad, kdy kiivka je definovana koncovymi body a smérovymi vektory. Podobné
funkce jsme ziskali pro ptipad, kdy kubicka kiivka byla definovana 4 body.

Z toho vyplyva, ze existuje mnoho blending funkci, které jsou vice ¢i mén¢ uzitecné,
resp. kazdy si vlastné maze navrhnout svoji blending funkci. Blending funkce vlastn€ zajistuje
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zahrnuti danych geometrickych omezeni a hrani¢nich podminek, tj. zahrnuti vlivu krajnich
bodti a dodate¢nych podminek, tj. vliv smérovych vektordi X;a X,, nebo dalsich bodi kiivky.

Blending funkce g
Obr.

Porovnanim pribehid funkci g a f, je zfejmé, ze nekteré zakladni vlastnosti jsou spolecné,
napf. symetrinost f, a f,, resp. f; a f,, coz je odrazem toho, Ze body X, a X, se od sebe

svym vyznamem nelisi, lisi se jen soufadnicemi. Analogicky pak pro XIl a XIZ.

V technické praxi je nezbytné prokladat kiivky vice nez dvéma body, tj. provadét jejich
"skladani", které se nazyva napojovani. Je ziejmé, ze zakladnim pozadavkem je pak spojitost
a hladkost napojovanych ktivek.

Uvazme dvé Hermitovské kiivky X(u) a 'X(v), které budeme chtit na sebe napojit
a budeme pozadovat "hladkost" pfechodu, ¢imz definujeme dalsi pozadavek kladeny na kiivky.
Je zfejmé, ze pro spojitost musi platit podminka:

- spojitosti
x(u) ='x(v) pro u=1, v=0,
- hladkosti
X (u) =k (v) pro u=1,v=0, k>0,

tj. smérové vektory koncového a pocate¢niho bodu kiivek musi lezet na spole¢né piimce.
Uvedené podminky jsou podminkami pro tzv. spojitost C' parametrického vyjadieni,
nebot' jde o vyjadfeni zpGsobu chovani kfivky x(u), resp. y(u)a z(u) v zavislosti na
parametru u.
Vysledné chovani kiivek je vSak posuzovéano uzivatelem v prostoru soufadnic X, Y,z

a tedy nezavisle na zmén& hodnot parametru u. Je tedy ziejmé, Ze podminku spojitosti C' 1ze
oslabit s tim, Ze budeme pozadovat, aby

d'y(0) q dy(D)

dv. _ " du Yi _ Y
- resp. - -
d’x(0) qdﬂD P X
dv du
Pak 1ze psat

dy(1) d’x(0) _dx(1) d'y(0) -0

du dv du dv ’
analogicky pro ostatni soufadnice, tj. y—2z, z— X.
Takto definovanou spojitost nazyvame geometrickou spojitosti 1.fadu a znacime ji
GC'. Lze tedy nahlédnout, 7e pozadavkem na to, aby kfivky x(u) a *x(v) byly hladce

resp. VX =Xy, =0

napojeny, musi platit
X()='x(0) ,resp. X,='X,
tj. koncovy prvé kiivky a pocatecni bod druhé kivky musi byt totozné,

x (1) x'x(0)=0 ,resp. X, X 'X; =0
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ol ko
: @x dy dz[
g daZX 2Y 22
EB' u du Jdug
Px 9y 9dzp
v Jdv Jv{
tj. vektory X, , ‘X, musi byt rovnob&zné. Navic v§ak musi mit i shodnou orientaci, tj.
X' (0)"x (1) > 0 ,resp. X,'X, >0

viz obr.3.11.x

Kubické spline krivky

Interpolaéni problémy v pocitacové grafice a CAD systémech mohou byt uspokojivé
feSeny pomoci tzv. , spline kiivek”, které prokladaji danou mnozinu boda. Interpolacni spline
kiivky mohou byt s vyvhodou pouzity 1 pro rozsahlé mnoziny presnych dat. Jestlize segmenty
kubické kiivky jsou parametrizovany oddélen€, pficemz pro parametr u plati ull<O, 1>,
pak je mozné vyuzit specialniho ptipadu Hermitovy formy, a to:

x(u) =X, f,
kde: X = [ X, | %, | X | X2] je matice Hermitovskych vektord,

f,0 DZU -3u*+10 [ -3 0 10slC

0 O 00,C
%ZD g-2u° *3u'g_pg2 3 0 Og@mp

¥, 0 Elf’ 2u? +u% 1L -2 1 ODBUE
D ] ]
0 g v-v g o -1 0 ogglc

Matice M ,; a vektor U jsou nezévislé (invariantni) na parametrizaci daného segmentu. Zmény
se projevuji pouze prostiednictvim matice soufadnic koncovych bodu pro jednotlivé
soufadnice. Budeme-li pozadovat spojitost kiivky nejen C' , ale i C* , pak pro bod napojeni
segmenty musi platit

X' = x"(0
Z tvaru Hermitovy formy
x(uy=au*+bu*+cu+d a x(u) = *faud+'b u®+cu+id

pak pro druhou derivaci dostavame

0% X 0% x

x"(u):é'u2 =6au+2b a x"(u) = " =6'au+2'b

dosazenim do rovnice pro podminku napojeni segmentti dostavame (pro prvni segment U =1,
pro druhy pak u=0):

6a+2b=2"a
Dosazenim do rovnice z Hermitovy formy dostavame:
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6( 2%, = 2%, + Xy +Xo) +2(3X, = 3X, = 2X, = %;) =2(3'X, =3 X, =2 X, = 'X,)
ZjednoduSenim dostavame
Xlo +4X'1 + lxll = 3(1X1 ~Xo)
Tato podminka ndm umoziuje vypocet tangencialniho vektoru v bod¢€, kde se segmenty
napojuji. Obecné pak pro zadanych m boda X, X,,...., X, je nutné urcit tangencialni vektory
pro m-2 vnitinich bodd, kterymi kiivku prokladame. Je nutné si pii preznacovani uvédomit,
e v tomto piipadé je bod ', vlastn& bodem X, atd. Obvykle se pouZivé jedna z dopliikovych
podminek, a to:
a) jsou znamy koncové tangencialni vektory X, a X,
b) druhé derivace v koncovych bodech X, a X, jsou nulové (tzv. pfirozeny spline),
c) kiivka je uzaviena, tj. predpokladame hladké napojeni , koncovych™ bodu.

Pripad ad a.
Nyni je problém urceni tangencialnich vektoru pfeveden na feSeni soustavy linearnich

rovnic. Ozna&ime-li X, hodnotu tangencialniho vektoru v bod& X, , pak dostavame:

0ox, 0 O X,
0o’ 0 O

, b O

10 DDX]-D |:|3(X2_X0)

4 1 0 [OOx, O O 3(x,-x
00, 00 3¢, -,
og 0O o

014 a0 3 B, x
0 lmg(m—lg B X1

i i i i = e
TOnrarariririririri

Resenim soustavy pak dostavame hodnotu tangencialnich vektort pro ,,vnitini“ body. Nekdy
se pii zapisu vynechava prvni a posledni fadka a soustava rovnic ma pak tvar:

@4 10 O0x, O O 3(x,-X,)-X%, L

ooX 0 0 3Xs=X) [
L Od O=0 L
O] Od 0 O C
0 014 110 00 3Xe,"Xna) C
E 0 4 lg%m—z% %(Xm—l_xm—a)_xm—lg

Priklad
Jsou dany ¢tyfi body v roving, a to:
X, =[0,0] X, =[2,1] X,=[4,4] X;=[6,0]

a tangencialni po&atecni vektor X, =[1,1] a koncovy tangencialni vektor x, =[ —1,1].
Pak tangencialni vektory pro soufadnici X mohou byt urCeny takto
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uoooagkogm 1 O Oic
00 . O O
% 41 ODB&D_%(“‘O)D_@@[
D 1 4 1050 B(6-2)0 2L
! 0020 O OO
0 0 1Igxpg 0o -1 O oif

Pak

X0 o5 0 0 000lO [O15C

E}&E 134 4 15%2D 1531F
.0 1501 -1 4 -40020 150410

0°0 0o .0 O
%0 00 0 O 15031 (s
Obdobné pak pro y soutadnici dostdvame %5[15 48 27 qu.

Pripad ad b.
V tomto pfipadé, kdy druhé derivace v koncovych bodech jsou nulové, dostavame
2b =0 adosazenim do rovnice pro koeficient ¢ Hermitovy formy dostavame:

3( Xy =Xg) = 2%, = X, =0
nebo 2 X, +x; =3(X, = 'X,)

Obecné pak pro m bodl dostavame dalsi zjednoduseni pro bod X, (parametr u=1):

Xma ¥ 2Xpmq =3 Xy = Xino2)
a tedy soustavu linearnich rovnic:

2 10 O0x, O O 3(x, —=x,) C

00 . 0 0O C
% 410 00X 0 03X =X)) [
M 1 4 1 0 0OOx, O 0O 3x,-x,) L
0 00 2 0=0 (X3 =) C
0 00 0O O C
O 0 1 4 104 O - L
0 D%THD X2 ~Xmd)
O 0 1 2058 BB(Xmi1~Xma)E

Pripad ad c.
V ptipad€ uzaviené spline kiivky pak dostdvame

@ 1 0 100x, O O 3(x,-x,) C

oo . 0O C
% 4 1 0 |:||:|Xl 0 |:|3(X 0) C
M 1 4 1 0 0O0x O O3x,-x,) C
0 0o 2 0= 0 X =) C
0 oo O 0O C
O 0 1 4 100 O - C
0 D%T“‘ZD s =X a)
E! 0 1 40,8 83X —Xm2) E
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nebot plati, ze X, +4 X, + X, =3(*X, —X,) nejen pro ,vnitini“ segmenty, ale téZz i pro
,,koncové“ vzhledem k pozadavku jejich hladkého napojeni.

Ve vSech pifipadech je nutné feSit soustavu linearnich rovnic a je nezbytné vyuzit
specialnich algoritmt pro feSeni soustav rovnic s tridiagonalni matici.

AZ dosud jsme se zabyvali interpola¢nimi metodami, tj. kfivkami, které prochazi
zadanymi body. Tento pfipad je velmi Casty v oblasti vyvhodnocovani numerickych vypocta,
méfeni apod. Nicmén€ vSak existuje cela fada oblasti, napt. modelovani objekti, CAD systémy
apod., kdy jde predevSim o tvar a nasledn¢ pak o rozmér. V teéchto ptipadech kiivka
neprochazi v§emi zadanymi body a piislu§né metody jsou tedy aproximacni. Tyto metody jsou
veétsinou mnohem pruzn€jsi z hlediska interaktivniho zadavani. Za hlavni predstavitele
aproximacnich metod se povazuji Bezierovy a B-spline kfivky.

Bezierova forma
Bezier a Frenchmann navrhli zcela odlisSnym zpisobem bazové funkce. Pfi svém navrhu

vysli z pozadavkl na kfivku, a to:

- kiivka musi prochazet bodem X, a X,

- jednotkovy smérovy vektor X, v bod& X, , resp. X, v bod& X, musi byt dan jako
X, — X X, = X _
1 0 resp n n-1
%, = [0 = X

- druhd derivace v bod¢€ X, resp. X, musi byt urena pomoci bodi X,, X,, X, , resp.X,_,,
X, » X,; obecné r-ta derivace musi byt urena pomoci r nejbliz§ich bodi

- bazové funkce musi byt symetrické vzhledem k u a u—1, tj. obraceni posloupnosti bodu
nemeni tvar kiivky.

V obecném pripadé je Bézierova kiivka dana

X(u) = i B, (u) X, ull<o, 1>

kde:  B,;(u) jsou Bernsteinovy polynomy, které jsou definovany takto:

B, (W)= [ (=)™

kde
i n _
BH"i!(n—i)! & o=l

Analogicky pak pro ostatni souradnice y a z.
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Z dosud uvedeného je ziejmé, ze Bezierova kiivka je polynomem n-tého stupné, ktera
prochazi pouze prvnim a poslednim bodem.
Pro n = 3 pak dostavame

3
X(u) = By () X; = (1-u)°X, +3u(1-u)*x, +3u*(1-u)x, +ux; ulb<0, 1>
1=0

Pak je zfejmé, ze

0@1-u?® O

| P

I VG ET) N
0 0

3

0o u U

X(U):[X0|X1|X2|X

kde bazové funkce jsou definovany takto
O@1-uw®* 0 31 3 -3 10
_mu@-u2g B3 -6 3 of

= u=M,u
° ?ﬁa—mﬂ 33 3 0 0O g
9 ¢ g o0 0 of
Pak
1 3 -3 10°C
O 00,C
3 6 3 0
x() =[ X 1%, 1%, | %] E oo C
33 3 0 ODE“E
410 o0 ofmLc
Lze tedy psat

X(u)=XgM;zu ull<o, 1>
kde:  Xj je matice Bezierovych vektori
M ; je matice Bezierovy formy
u je vektor definovany jako u = [ u®, Uk, u, l]T

Bezierova kiivka prochdzi body X, a X, . Body X, a X, nahrazuji vyznamoveé zadavani
smérovych vektort z Hermitovy formy.
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Obr.

Priklad
Nakreslete Bezierovy kiivku, je-li definovana body
X,=[2, 3] x,=[3,5]
X; =[5, 3] X,=[4,7] ,resp. X, =[ 4, 1]

Lze ukazat, 7e pokud se voli v Hermitové formé vektory " x, a " X, tak, ze

HXI1:3(X1_X0) HXI2:3(X3_X2)

pak Hermitovska forma je ekvivalentni Bezieroveé formé a plati

MBHMH:MB
10 -3 0Or
g)o 3 ot

MBH: [
m 0 0 -3
01 0 3

Vyznacnou vlastnosti Bezierovych kiivek je to, ze kfivka X(u) je vzdy uvnitf konvexniho
obalu, ktery je dan body X,,X;, X, a X;.

Priklad

Spojitost C' dvou segmentli vyzaduje u Bezierovych kiivek, aby oba dva segmenty
nejen sdilely spoleCny bod, ale aby mély téz spole¢nou smérnici v tomto bodé. Piedpoladejme
dva segmenty X(u) a *X(u), které jsou uréeny body:

x(u): x,=[234] x;=[3159 x, =[xvy,2z X, =[3473]

X(u): xp =[343] x.=[2,601 x=[575 x,=[523]
Uréete podminky, které musi spliiovat bod (x,y,z) k zaji§téni spojitosti C'. Derivaci vyrazu
pro Bezierovu formu

+1 3 -3 10WiC

93 -6 3 oDHer
x(u) :[Xo |X1 | X, |X3] 33 3 0 ooOyC
0 oo, L

0l 0 0 Ogmir
a dosazenim pro spole¢ny bod dostavame:

X'(1) = -3x. +3X, 'X(0) = =3k, + X,

Z piedchoziho vime, 7e pro C' spojitost musi platit x'(1) =q *x'(0), kde g je konstanta.
Dosazenim pak dostavame

3(3-x) =-3k 3(4-vy) =6k 3(3-2) =-9k
Lze tedy nahlédnout, ze plati:
x=3+k y=4-2kK z=3+3k
16
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B-spline krivky

Na rozdil od Hermitovych a Bezierovych kfivek jsou B-spline kiivky, které defini€nimi
body neprochazi, neni je vSak nutné slozité napojovat. Kiivky se vetSinou rozdéluji na
uniformni a neuniformni dle toho, zda uzlové (tidici) body jsou rozlozeny rovnomérné &i

nikoliv.

Uniformni B-spline krivka

Jednim specialnim typem uniformni B-spline kiivky je Coonsova kubika, ktera ma

stejny zpusob zadavani jako Bezierova kubika a je tedy téz urCena ¢tyfmi body. Pak
X(U):[XO|X1|X2|X3]fC:chc ullo, 1>

kde: f. je vektor bazovych funkci Coonsovy kubiky, ktery je definovan takto:

0 (@-u® O [l 3 -3 10
0 ns a2, O ) i
_1g WP-6+4 103 6 0 47
603 +ar+au+ld 683 3 3 10

0 u’ 5 oo o o

=M u

C

u:[u‘°’,u2,u,l]T

pfi¢emz aproximace probiha "mezi body" X, a X,, viz obr.

Lze ukazat, ze takto definovana kiivka ma definovanou spojitost véetné druhych derivaci.
Aby bylo mozné kreslit obecnou kiivku z koncovych bodu je nutné kiivku vhodné
"nastartovat", napf. zavedenim nekolika fiktivnich bodd totoznych s bodem X, a ukoncit

ktivku analogickym zpusobem, a to tak, ze postupné volime X takto:

XC:[XO|XO|XO|X1] XC:[XO|XO|X1|X2]
Xe =[ %o 1% 1%, [X5] oo Xe =[Xna | Xnp [ Xy 1 %,]
Xc :[Xn—z IXn—llxn Ixn] Xc :[Xn—llxn IXn Ixn]

konstrukce oblouku obecna kiivka

Obr.

Neuniformni B-spline krivky

Neuniformni B-spline kfivky se vyznacuji tim, ze posloupnost uzlovych bodi (knot
vector) nemusi byt uniformni, tj. vzdéalenost mezi uzlovymi body neni konstantni (u vSech
ptedchozich kfivek jsme méli vzdalenost mezi uzlovymi body rovnu jedné, nebot’ vzdy pro
kazdy segment platilot 0<01>). Neuniformnost uzlovych bodi umoziuje ovliviiovat
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spojitost (hladkost), a to z C* na C' resp. C° pomémé jednoduchym zpasobem.
Predpokladejme prozatim uniformnost, tj. uzlovy vektor [ul,uz,...,us] pfiCemz U,, = u, +1.

Pak kiivkou k-tého fadu budeme rozumnét kiivku uréenou vztahem

x(u) = m_z_lxi N;  (u)

kde: X, jsou fidici body kfivky, tj. vrcholy lomenné €ary definnujici B-spline kiivku
m-1
N, (u) jsou normalizované bazové funkce pficemz z N, =1
1=0
Normalizované bazové funkce N;, jsou urCeny vztahy:

pokud u <us<u,

at
N, (u) = BJ jinak

(U=u)N;, ,(u) + (U —UN;, . (U)

N, (u) =
’ U U U — Uy

Lze ukazat, ze
N, (u=1 pro ull<u,u,, > viz obr.xxx

N;,(u) =(U=u)N;,(u) +(u,, =u)N;,,(u)

vyhodnocenim dostdvame
N, (U) =(u-u) pro ull<u,u,, >

N;,(u) =(u,, —u) pro ull<u,,u,, > viz obr.xxx
Pak

N, (W) = 2 (U= )N, (1) + (Yo = N, 1, (0

vyhodnocenim pak dostavame

1E(u—ui)2 proul<u,u,, >
N = 2 HU= W) (e =0+ (e ~W)(U=U.)  POUTS U, >
HU_UH?,)Z prOUD< ui+2’ui+3 >

Kiivka N, ;(u) se tedy sestava pro ull<u;,u,, > ze tii parabolickych oblouki, viz obr.xxx.

N, ,(U) = (U=U)N; 5(u) + (U.s —U)N;,,5(U)
i,4 3 3
Tato kiivka se pak sestava ze Ctyf kubickych segmentut.
V praxi se velmi Casto pouziva trochu jiné indexovani fidicich bodl, ato:
Xi.1 v Xi » Xis1 » Xi.,. PO pleznaceni lze pak ukazat, ze vyhodnocenim vySe uvedenych rovnic

pro segment odpovidajici pivodné ull<u,,,u,, > a zméné parametrizace, nyni u[l<01>,
pak po pfeznaceni plati:

Noa(U) = ?13“3 ulb<01l>
Nya(U) = 2 (-3 3 +3u+1)
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Nao(0) = Z(3° - 607 +4)

N, ,(u) = (—13(—u3 +3u° —-3u+1)

Prepsanim do maticové formy pak dostavame

1 3 -3 10

6 0 4-
03 3 3 10
H o o of

coz je znama forma Coonsovy kiivky.

1
x(u) = 6[ Xig | % | Xy | Xi+2]

Obecné B-spline kiivky
bude dodano pozdeji

Konverze mezi reprezentacemi
Az dosud jsme se zabyvali otazkami reprezentace kiivek a jejich vlatnostmi. I kdyz jsou
nékteré vlastnosti velmi rozdilng, 1ze nékteré reprezentace vzajemné prevadét, viz [Ana93].

do formy Hermitovy Bezierovy B-spline
z formy

1 00 O 10 -3 0C 1 0 -3 OC
C C C

100 03 0 1 0 -3
D 0 1 OC o0 0 -3 | 6@ 4 3 OC
000 1 01 0 3 01 0 3t

B3 0 O 1 00 O 1 0 0 OC

C C C

0 3 3 100 4 21

Bezierovy }%) C %) C EBI C
30 1 0 OC 0 1 OC 601 2 4 4C

0 0 -1 o 00 0 1f 000 1F

+3 6 -3 6C| 06 0 0 OC 1 00 o

0 C| O C C

6 3 6 -3-| =7 2 -1 2 100

B-spline 1g C| O C %’ C
337 2 -1 2C| 02 -1 2 -7C 0 1 OC

H2 1 -2 70| fo o o eF| @ oo 1

Parametrické plochy

Az dosud jsme se zabyvali kiivkami, které byly vyjadifeny parametricky jako
parametrické kubické kiivky. Nyni se budeme zabyvat parametrickymi plochami, které je
mozné vyjadrit ve tvaru

X =x(u,v) uvi<0o, 1>

tj. po rozepsani do slozek
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X = X(u,Vv) y = y(u,v)

z=2(u,v) uvi<o, 1>
Takto zadanou plochu budeme povazovat za elementarni prvek obecné plochy a nazyva se téz
platem (zaplatou, ploskou). Vedle obdélnikovych plati se nejCastéji jeSté pouzivaji platy
trojukelnikové nebo pétithelnikové z davoda snadnéjsiho vystizeni zakfiveného povrch, viz
[Yums88].

Nejednodussi plochou je rovinny plat v roviné X — Y, viz obr.xxx

Obr.

Proménné u, Vjsou proménné parametrického vyjadreni, pfi¢emz
Xoo = X(0,0) X, = X(1,0)
X1 =X(01) Xy = X(L1)

Priklad

Naleznéte parametrické rovnice popisujici obecny lichob&znik

Dalgim typem ploch jsou plochy valcové, které jsou vytvareny kiivkou *X(u) a vektorem r .

jehoz koncovy bod se posouva po kiivee "X(U), viz obr.xxx.

Obr.

Kiivka *x(u) maze byt definovana jako Hermitova, Bezierova nebo B-spline kiivka.
Pro mnoh¢ technické aplikace se tyto plochy pouzivaji s tim, Ze jsou definovany dveé
kfivky *x(u) a *x(u), viz obr.xxx

Obr.xxx
Vektor r je ur€en jako

r=>x(u)="x(u)
a plocha je pak ur¢ena rovnici

x(u,v)="x(u) +(*x(u)—"x(u))v uvi<o0, 1>
Pro vypocty pak muze byt vhodné&jsi tvar
x(u,v) = (1-v) "x(u) +v *x(u) uvi<o, 1>

Je nutné téz upozornit, ze tvar plochy zavisi na parametrizaci kiivek 'x(u) a *x(u), tj. i na
poloze poc&atecnich bodl "x(0) a *x(0).

Hermitova plocha
Uvazujme nyni obecny bikubicky plat. Predpokladejme, ze je déana plocha
s ohraniGujicimi kiivkami *x(u), *x(u), ®x(v), *x(v), viz obr...

Kazd4 hraniéni kiivka je kiivkou kubickou, a tedy i kiivka °x(u), na které lezi bod
x(u,V), necht je kiivkou kubickou, pro kterou plati (v pfipadé Hermitovy formy):
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kde: x'=Mx= ? je parcialni derivace vektoru X podle u.
u

Z obr.xxxx je ziejmé, Ze °X, =°x(V) a “x,="x(v) pro urtitou hodnotu v. Pak Ize psat

x(U) =[ %) X)X () X (W] M u
ax . : .
kde: x'=Mx= 70 je parcialni derivace vektoru X podle u.
u
Nyni Ize za *x(v) a *x(V) dosadit, nebot lze snadno nahlédnout, ze plati:
x(v) = [ Xool X10 | X0 | (V)Xlo] My v
“x(v) = [ Xog| Xq | (V)X01 I (V)Xll] My v

nebot’ *x(v) a *x(Vv) jsou Hermitovské kiivky.
Pak pro soutadnici X plati:
X(uY) =[ W) 1XW) | X)X )] M u

J
kde:  x'(v)="“x(v) = % je parcialni derivace vektoru X(Vv) podle u
u

— T aaT T
3X(V) = [ Xool X0 | (V)Xoo I (V)Xlo] Myv=v My [ Xool Xy | (V)Xoo I © X11]

— T T
4X(V) = [ Xoal Xy | © Xoa | (V)Xll] Myv=v M, [ Xoa | %41 | © Xo | © X11]

a po dosazeni za *x(v), *x(v) dostavame:
0 X0 Xp ? 70

O []
X X ? 2
— T ] ~o1 11 O
x(uv)=v M, =, M,u
' ) ) H
f Xoo X ? ?B
v) )
% Xo1 Xy ?070

dosazenim za kiivky *x (V), *X (V) pak dostavame

0 X Xo Wx, “x, O
T X X Oy Ox, -
x(uv)=v'™m O 70 10 1 OM, u
H Ijv) (v) (uv) (u,v) H
XOO XOl XOO XOlB
v) W) (uv) (uv)
Xi0 X1 Xi0 X110
. o x(v) . ot g
pfidemz: X' (V)="x(v) = v) je parcialni derivace vektoru X(V)podle U.
u
Nyni Ize psat
x(u,v) =vM | X M, u uvi<0, 1>

kde:
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2 -3 0 1C

@A, B.C Uy 3 0 ot
Xy = L My = g =
K, D.fF 01 -2 1 oC
1 -1 0 of
A, = (X0 X01E B, = B:;XOO E:ZXol[
10 X[ X10 Xul
0% %L _ 0" % C

= D = C
x ) W, L x %u,v) (uv)
EV X0 ' X1 [C X0 X1

pricemz
M ,, je matice Hermitovské formy
A je matice x-ovych soufadnic bodl
B,, resp. C, je matice x-ovych slozek smérovych vektord ve sméru u, resp. Vv,

X?

pricemz “x ; = di ,resp. Vx ;= %
du dv
D, je matice smiSenych derivaci pro soufadnici X, které se nazyvaji zkrutem a které
d’x
vlastng& definuji ,,vyklenuti rohu plochy, pticemz ™ x, | = KCII\J/

Analogicky pak i pro ostatni soufadnice lze psat

y(u,v)=v' MY M, u uvi<0, 1>

z(u,v) =v'MZ M, u uvi<0, 1>
Z rovnic vyplyva, ze kazda plocha je popsana pomoci 48 koeficientd (3 x 16 koeficienti),
pti¢emz zména kteréhokoliv parametru znamend uplnou zménu tvaru plochy. Podobnym

zpusobem lIze odvodit i jiné plochy, napt. Bezierovy, Coonsovy apod.

Bezierova plocha
Bezierova plocha je definovana vztahem

x(u,v) =V'M [ X M qu y(u,v) =V M LY M qu
z(u,v) =V M [Z_ M u uvi<0, 1>

kde: M je matice Bezierovy formy
X je matice x-ovych soufadnic bodu definujici danou plochu, viz obr.xxxx
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|3(00 X01 on X03 [ E’l 3 _3 1[

L U L

X = %10 X1 Xpo X13|: M. = D3 -6 3 0[
i Beo X Xz Xask ° B3 3 0 O
Kso  Xa1 Xgp  Xgs[C M 0 0 O¢

Definice Bezierovy plochy
Obr.xxxx

Podobné jako pro Bezierovu kiivku plati, ze plocha je uvniti konvexniho obalu danych bodu.
B-spline plocha

Coonsova B-spline plocha , kterd zaruCuje spojitost do druhého fadu podobné jako
u Coonsovy plochy, je definovana analogickym zptsobem, viz obr.xxx, a to:

x(u,v) =V'M XM U y(u,v) =V MY MU

z(u,v) =v'M{ZM uvi<0, 1>

kde: M je matice Coonsovy B-spline formy
X je matice x-ovych soufadnic bodu definujici danou plochu, viz obr.xxxx

Koo Xor Xz Xosl 01 3 -3 1C

L U3 6 3 o-

X = 10 X X Xap M. =0 C
) Bio X Xeo sk ° B3 3 0 O
Kao Xz Xz Xz m 0 0 O¢

Obr.xxx.

Dosud uvedené principy naznacily dal§i zpusoby reprezentace ploch, které je mozné
v aplikacich pocitacové grafiky pouzit. Pro dalsi studium lze doporucit publikace [Drs][ Yuma].
V soucasné dobé€ se vénuje velka pozornost NURBS (neuniformni racionalni B-spliny) kitvkam
a plocham , napt. [Hew]. V zasad¢ lze tici, ze NURBS kiivka je vyjadiena v homogennich
soufadnicich, tj. vSechny slozky vektoru Xjsou vyjadieny jako parametrické kiivky. Skute¢na
hodnota pfislusné soutadnice je pak ur¢ena obdobnym zptsobem jako pfi pouziti homogennich
soufadnic, viz kap.4.

[Ana] Anand,V.: Computer Graphics and Geometric Modeling for Engineers, John Wiley,
1993

[Drs] Drs: Kiivky a plochy v pocitacové grafice
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