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Vysoké sSkole strojni a elektrotechnické v Plzni zavedl a nasledné vyucoval
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mezindrodnich odbornych konferenci WSCG zamérenych na pocitacovou grafiku, vizualizaci dat a
pocitacové vidéni (http://www.WSCG.eu).

Prof. Skala je profesorem na Zapadoceské univerzité v Plzni. Odborné pulsobil téZz na
VSB-Technické univerzité v Ostravé v letech 2010-2013, na Ostravské univerzité v Ostravé v letech
2010-2011.

Vroce 2010 prof. Skala ziskal vyznamné ocenéni mezinarodni asociace pro pocitacovou grafiku
EUROGRAPHICS Association (http://www.eg.org)

,Fellow of the Eurographics Association”
za dlouhodobé odborné vysledky a organizacni aktivity v oblasti pocitacové grafiky.

Je milou povinnosti podékovat vsem, ktefi stimulovali moje odborné aktivity a které jsem mél tu ¢est
nejen potkat na Brunel University a na NATO Advanced Study Institutes, ale i s mnohymi odborné
spolupracovat. Patfi k nim zejména:

Prof. Mike L.V. Pitteway Prof. Jack E. Bresenham

IBM Corp., USA
a

Brunel University,
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Winthrop University,
USA
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Tyto ucebni podklady jsou neverejnymi podklady pro vyuku predmétu bakalarského studia
Zaklady pocitacové grafiky (ZPG)
a predmétu magisterského studia
Algoritmy pocitacové grafiky (APG)
na Fakulté aplikovanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni. Pro pfedmét APG pak slouzi predevsim
k prohloubeni znalosti z jiz pfedpokladanému absolvovani pfedmétu ZPG.

Doprovodné materialy byly ziskany z WEBuU; pokud neni stanoveno jinak, jsou poskytnuty s licenci
Wikipedia Commons nebo jinou obdobnou. Za pfipadné opomenuti se autorim pfedem omlouvam a
rad zahrnu na jejich préci pfislusny odkaz.

Text neprosel zddnou jazykovou kontrolou a slouzi vyhradné pro pracovni potrebu.

Rad bych upozornil na dodatecné zdroje k prednaskam, a to:
e Zaznam predndasek predmétu ZPG z roku 2008 (CLICK)
e Skala,V: Algoritmy pocitacové grafiky I, skripta 2011 (CLICK)
e Skala,V.: Algoritmy pocitacové grafiky Il, skripta 2011 (CLICK)
e Skala,V: Algoritmy pocitacové grafiky Ill, skripta 2011 (CLICK)
e Skala,V.: Svétlo, barvy a barevné systémy v pocitacové grafice, Academia, 1993 (CLICK)
http://herakles.zcu.cz/~skala/ZPG/Svetlo_barvy barevne_systemy.pdf
e PowerPoint prezentace prednasek ZPG s priklady s OpenGL (CLICK)

http://www.iue.tuwien.ac.at/phd/wessner/diss.html

Ostatni relevantni dodatecné zdroje informaci jsou pak vidy uvedeny na konci pfislusné kapitoly.
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Obsah prednasek ZPG

10.

11.

12.

13.

Uvod, typické aplikace pocitatové grafiky a vizualizace dat. Zakladni architektura grafickych
systému a graficka rozhrani OpenGL/DirectX/SVG - principy.

Souradné systémy v pocitacové grafice, homogenni souradnice a jejich geometricka
interpretace. Numericka reprezentace a stabilita vypoctu.

Zakladni geometrické transformace v E2 a E3, fetézeni operaci. Geometrické entity, princip
duality.

Transformace Window-Viewport. Promitdni, rovinné projekce, pozice kamery.

Datové struktury, hierarchické modely a geometrické transformace

Svétlo a barevné modely. Modely osvétleni a metody stinovani. Textury a bitové mapy.
Zakladni algoritmy fesSeni viditelnosti, metoda sledovani paprsku a radiacni metoda.
Interpolace, ktivky a plochy v pocitacové grafice.

Metody ofezavaniv E2 a E3, mnoZinové operace s n-Uhelniky.

Vizualizace dat: datové struktury, geometrie a data, vySkova pole a iso-Cary/plochy,
zobrazovani povrch( a skaldrnich poli (CT, MRI), zobrazovani vektorovych poli.

Animace, principy a inverzni kinematika

Rastrova grafika a zakladni algoritmy pro kresleni Gsecek a kruznic, algoritmy Srafovani a
plnéni, anti-aliasing.

Zvana predndaska nebo 3D displeje, haptické systémy a systémy virtualni reality. Architetura
grafickych systémud (GPU/CUDA/TESLA)
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Obsah prednasek APG

1. Uvod, organizace pfedmétu. SloZitost algoritm@. Metodologie porovnavéni vlastnosti
algoritm.

2. Urychlovaci techniky, pfedzpracovéni, déleni prostoru. Projektivni reprezentace a princip
duality.

3. Geometrické transformace v E2 a E3, Pluckerovy souradnice. Neplandrni projekce. ,

4. Interpolace uspofddanych dat. Parametrické ktivky a plochy.

5. Geometrické vypocty a algoritmy vypoctl prasecik(l geometrickych entit.

6. Metody a datové struktury pro reprezentaci objekt( a volumetricka data.

7. Modelovani sloZitych objektl, hierarchické struktury, CSG stromy.

8. Generace povrchu z objemovych dat a objekt( zadanych implicitnim popisem.

9. Modely osvétleni a metody stinovani.

10. Algoritmy sledovani paprsku, vypocet prlseciku a metody urychlovani, generovani stin(.

11. Principy radia¢ni metody a path tracing. Image based rendering.

12. Animace, kinematika a inverzni kinematika.

13. Interpolace neusporadanych dat. Zaklady geometrické algebry.

Vaclav Skala 10 Update: 2013-09-14 09:09



DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

1 1. Uvod

N

1.1.Prehled vyvoje pocitacové grafiky

Pocitacova grafika je pomérné mlada védni oblast, ktera se formovala po Il. svétové valce, predevsim
po roce 1950 v oblastech spojenych svojenskym primyslem a vojenskymi aplikacemi a byla
predevsim zpocatku chapana jen jako graficky vystup z pocitace. Od jednoduchych grafickych vystupt
na ,primitivnich” grafickych vystupnich zafizenich se rozvinula do nebyvalé Sife nejen z teoretického
hlediska, ale predevsim v oblasti aplikaci od pocitacovych her a tvorby filmd, technickych i
netechnickych simulaci s grafickym vystupem s moZnosti interakce, aZz po aplikace haptickych zafizeni

O 00 N O Ul b W

(zatizeni se silovou zpétnou vazbou) pro tele-operace, vojensky vycvik s pouZitim 3D zobrazovani a
10  prostredkd virtualni reality.

11 Prvni aktivity Ize datovat do roku 1954, kdy byl pouzit , prvni graficky display” v rdmci projektu SAGE
12 (Semi-Automatic Ground Environment) jako soucdsti obraného protiraketového systému v dobé
13 ,studené valky“. Je nutné zdlraznit, Ze pouzity superpocita¢ SAGE mél v té dobé super kapacitni
14 pamét 4x64Kslov, 60 000 elektronek, vazil 250 tun, obsluha méla 100 osob a cena je odhadovéna na
15  8-12 miliard dolart v relacich r. 1964!

16
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Operacni pamét 451x452 bitd Detail paméti
Velikost 12,7x12,7x18,7 cm Jadérka maji 0,457 mm
18
19
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SAGE monitor Typicka konfigurace vypocetniho systému

Za skutecny zacatek éry pocitacové grafiky lze povazovat vSak az vznik legendarniho programu
SketchPad, ktery byl vytvoren lvanem Sutherlandem v roce 1963 v ramci jeho PhD prace. Systém
umoziioval nejen zobrazovani ,sloZitych” objekt(, ale predevsim interakci pomoci svételného pera.
To byl vlastné zacatek oboru, ktery je dnes oznacovan jako ,Human Computer Interaction (HClI),
tedy interakce clovék-pocitac.

SketchPad sytém byl realizovdn na MIT (Massachusetts Institute of Technology) na pocitaci Lincoln
TX-2, ktery mél ,bajnych” 64Kslov o 36 bitech v dobé, kdy se pouzivalo témér vylucné davkové
zpracovani a dérné stitky.
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aw'

Click for video= Sutherland ScatchPad-YouTube

Prace Ilvana Sutherlanda a dalsi vyzkum a vyvoj pak oteviely cestu k mnoha naslednym navazujicim
oblastem. Mezi nejdllezitéjsi pati:

e Pocitacova grafika (Computer Graphics) — zabyvajici se predevsim metodami generovani
vizualnich objekt na zakladé jejich popisu geometrického apod. Hlavni aplikace byly
zpocatku v oblasti vojenské, pozdéji pak i v hernim a zabavnim primyslu

e CAD/CAM systémy — které umoznuji nejen vlastni zobrazovani geometrickych objektd, ale i
jejich strukturovany ndvrh a navic ve spojeni se simula¢nimi prostfedky, véetné ovéreni jejich
fyzikalnich vlastnosti. Rozvoj CAD/CAM systémU byl dan predevsim pozadavky leteckého,
lodniho a raketového pramyslu.

K zdsadnimu rozvoji pocitacové grafiky vsak predevsim prispél rozvoj personalnich pocitacd
s legendarnimi pocitaci Sinclair ZX Spektrum se 48 KB paméti a programovacim jazykem Pascal 4T,
Apple Il nebo Amiga (technické popisy viz Wikipedia.org).

%

ZX Spectrum — 48KB pamét Amiga Apple Il
1982 1985 1997
V té tobé také vznikaly prvni pocita¢ové hry vcele s legendarnim Maniac Miner. Rozvoj her

inicializoval vyvoj levnych HW prostifedk(l pro pocitacovou grafiku s jejich masovou vyrobou.
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Score: 0 Lives: 10
http://www.youtube.com/watch?v=F7khL9Ms4ow
CLICK — MP4

V soucasné dobé jsou principy vyvinuté v oblasti pocitacové grafiky zastoupeny ve vétsiné systémd,
at jiz ve formé knihoven GUI (Graphical User Interface), nebo modernich mobilnich systém.
Tov

sromy

June 18,2010

Toy Story

Za prudkym rozvojem technickych prostfedkl pocitacové grafiky je nutné vidét predevsim herni a
filmovy pramysl. Zajisté hlavnimi milniky bylo uvedeni filmu Odysea roku 2001 Arthura C.Clarka
z roku 1968, uvedeni 3D filmu Toy Story v roce 1995 a pocitacové hry Quake v roce 1966.

Zajimavy prehled historie lze nalézt na http://en.wikipedia.org/wiki/Computer_graphics .
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http://www.youtube.com/watch?v=g3o0HmVhviO8

Vesmirna Odyssea 2001 - CLICK

Vymezeni oblasti pocitacové grafiky neni zcela jednoduché, nebot dnes jiz ,prorostla” do vétsiny
aplikaci vypocetnich a mobilnich systém(. V soucasné dobé je chapana jako interdisciplinarni obor
stojici na zdkladech matematiky a computer science, nicméné prakticky zasahujici dnes jiz do vSech
védnich oblasti.

Pocatky pocitaCové grafiky na Zapadoceské univerzité, vlastné na jejim predchidci Vysoké skole
strojni a elektrotechnické v Plzni, jsou datovany do roku 1975, kdy vznikd novy pfedmét Pocitacova
grafika a uméla inteligence, ktery je nasledné vyucovan. Z pocatku byla pocitacova grafika chapana
spiSe jako matematicka disciplina vzhledem k matematickym zakladim neZ jako disciplina patfici do
Computer Science, coz je dano realizaci programového vybaveni, technickymi prostredky.

Uvedme nékolik zajimavych oblasti aplikaci pocitacové grafiky:
e simulace v oblasti vojenstvi, at uz pfi nacviku vojenskych operaci, nebo napf. pfi feSeni post-
traumatickych onemocnéni, viz napfr.
Virtualni krajina (CLICK) z r.2002
e Simulace zaplav v Plzni r. 2002:
o Udoli MZe (CLICK),
o Roudna (CLICK),
o vliv prtoku na zaplaveni (CLICK)
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Courtesy of NVIDIA
nebo
Dr. Albert Rizzo: Post Traumatic Stress Disorder, WSCG2008 (CLICK —“WMV)

e vyhodnoceni rozsdhlych dynamickych dat, napt. v oblasti ekonomie.
Hans Rosling vroce 2006 prednesl predndsku: ,Stats that reshape your worldview”
(Statistika, kterd zméni vas pohled na svét). Tato pfednaska je péknou ukazkou, jak ddlezitou
roli hraje cas, resp. dynamika zobrazovaného fenoménu.

(CLICK)
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Zpracovani grafické informace se zejména vyznacuje:

o velkym objemem zpracovavanych dat

e vysokymi naroky prakticky na vSechny parametry vypocetniho systému, zejména pak na

pamét

e numerickou naroc¢nosti jednotlivych geometrickych a numerickych vypocti
Pro ndvrh a realizaci metod pocitacové grafiky je nutné pochopit zakladni principy algoritm( a metod,
které vSak nelze jen naprogramovat, ale je nutné je optimalizovat vzhledem k velkému poctu
provadénych operaci. Mnohé také zdvisi na pouzitych technickych prostfedcich, architekture
vypocetniho systému, na pouzitém CPU, vlastnostech sbérnice pro prenos dat a pouzitych
specializovanych procesor(, napf. GPU.

Pocitacova grafika je chapana obvykle v Uzkém slova smyslu, tj. tzv. ,generativni” grafika, kdy se ze
zadanych dat, napf. geometrického modelu, generuje vizualni vystup. V SirSim slova smyslu pak
pocitacova grafika dnes zahrnuje oblasti vizualizace dat a informaci (Data Visualization & Information
Visualization), zpracovani obrazu (Image Processing), rozpoznavani obrazu, resp. vzorl (Pattern
Recognition), pocitacového vidéni (Computer Vision), virtudlni reality (Virtual Reality) a haptickych
systémU (Haptic Systems), tj. systém se silovou zpétnou vazbou. Pocitacova grafika tvofi podstatnou
Cast nejen CAD/CAM systémd, tj. napf. systémU pro ndvrh mechanickych soucasti, letadel, lodi, raket
a kosmickych systémd, systém( GIS (Geographical Information Systems) atd. ale i systémd
vypoctové fyziky, chemie nebo biologie, kde je rozhranim pro uZivatele pro zobrazeni vysledkl
z vypocetniho systému a interakci s pocitacovym modelem.

Haptické pero Operace kolena — trénink s haptickym zatizenim

= € National Rail S 27157,

Vizualizace dat — mlhoviny (CLICK) Vizualizace informaci
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Virtudlni realita (CLICK) Simulace a vizualizace DNA chromosom (CLICK)

Je mozné je téz ,vytisknout” generovany objekt na 3D tiskarné (tzv. rapid prototyping), tj. vytvofit 3D
fyzicky model, a to i velkych rozmér(. V soucasné dobé se testuje moznost 3D tisku i pro tak naro¢né
pouZiti jako jsou trysky raketovych motord.

3D tiskarna zaloZend na tavicim se plastu 3D tiskarna —lepeny prasek

Lebka vytisténa na 3D tiskarné 3D tisk velkych objektt

Pomérné Casto se pouZiva stereoskopie pro generaci 3D obrazll ve spojeni se systémy virtualni
reality. V soucasné dobé je moZné nejen objekty zobrazovat na 2D primétné, napf. na stinitku
obrazovky, ale téZ zobrazovat pomoci 3D zobrazeni s pouzitim rliznych fyzikalnich princip.
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1.2.Pocitacova grafika a ostatni oblasti
Je zfejmé, ze pocitacova grafika souvisi s mnoha védnimi oblastmi, zejména pak s oblasti percepce
Clovéka, tj. jak clovék vnima vnéjsi svét a naopak, jak jej ovliviiuje. Je proto otazkou, v jakém vztahu
jsou viemové , kanaly” ¢lovéka a ktera oblast se vénuje zpracovani téchto signald.

vystup
. o . . orientace
popis vizudlni zvukovy taktilni
v prostoru
) symbolicka pocitacova hlasovy hapticky
popis . , , ,
manipulace grafika vystup systém
o rozpoznavani zpracovani
vizualni
obrazu obrazu
i rozpoznavani zpracovani
= zvukovy
Z zvuku zvuku
> ;s s
rozpoznavani
taktilni hmatové
informace
*orientace
v prostoru

* Orientace v prostoru — vnimani orientace polohy v gravitaénim poli, zrychleni apod. je dalSim
faktorem, ktery nebyvd zminén v souvislosti s lidskymi senzory, nicméné je zde podminénost
existenci gravitacniho pole, principy zachovani energie apod. Je vhodné upozornit na fakt, Ze clovék
vhima i zménu zrychleni, coZ je dlleZity faktor napf. pro pocit komfortu ve viaku.
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1.3.Architektura grafickych systémiu

Architektura grafickych systém( se v zasadé ustalila na dvou hlavnich architekturach, a to:
e architektura pro aplikace v oblasti generovanych obrazl, tj. voblasti pocitacové grafiky
zalozené na GPU procesorech, jejichz hlavnimi reprezentanty jsou NVIDIA a ATI
e architektura pro zpracovani obrazu, videa a aplikace v oblasti pocitacového vidéni, kde
hlavnim reprezentantem je MATROX. Systémy jsou zaloZeny prevainé na architekture FPGA.

V soucasné dobé je asi nejvykonnéjsi systém NVIDIA Kepler 110, ktery ma 7,1 miliardy tranzistor( a
poskytuje vypocetni vykon pfes 1 Terra FLOP v dvojnasobné presnosti.
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NVIDIA Kepler 110 architecture
Podrobnéjsi informace Ize nalézt na:
e http://www.nvidia.com/object/nvidia-kepler.html
e http://www.youtube.com/course?list=EC4A8BA1C3B38CFCAO (10 hod. pfednasek)
[ )
V soucasné dobé jsou systémy Kepler uréeny predevsim pro vypocty na GPU, tzv. GPRGPU Computing
(General Purpose GPU).
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V nasledujicim textu se budeme predevsim zabyvat zdkladnimi vlastnostmi soucasnych béziné
dostupnych grafickych systémi zaloZenych na GPU architekture, jejichz zakladni vlastnosti jsou

znazornény na obr.xxx

Application

Vertices with
connechivity information

Parameters Textur

Per Primitive Group Screen space
tnangles
Rasterization

Fragments

Pixels

Image

Obr.xx
Podrobnéjsi informace Ize nalézt napf. v
http://graphics.stanford.edu/papers/jowens_thesis/jowens_thesis.pdf

Pozndamka — pod pojemem vertex je vhodné si predstavit néktery bod zakladniho primitiva, tj. napft.
koncové body usecky nebo vrcholy trojuhelnika apod. Rasterizace je proces, kdy se trojuhelnik dany
svymi vrcholy prevede do rastrové podoby, tj. do pixelll odpovidajici barvy, a vysledek se nazyva
fragment. Nasledné pak jednotlivé fragmenty, tj. diskrétni reprezentace jednotlivych grafickych

primitiv, napf. trojuhelnikd, se sestavi do finalniho obrazu.
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Application

Vertices with
Parameters

connectivity information
per primitive group vertex program

Clip space vertices

assemble/clip

Clip space triangles

s

Screen spaf:e friangles

Connectivity
information
(mesh)

Obr.XXXX Zpracovani geometrie

Screen space triangles

Tnangle x,y,w
Triangle coefficienis
FPrepped triangles . Tripaﬂih
Pixel
addresses baryprep
Barycentric
coefficients

Fragment program input

ragment progra

Fragments

'

Obr.xxxx Rasterizace objektd
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1.4.Grafické knihovny

Pro aplikace pocitacové grafiky se pouzivaji programovaci ndstroje, které:
e produkuji pfimo spustitelny nativni kod, napf. C, C++, Pascal/Delphi apod.
e produkuji interpretovanou meziformu (napf. IL - Intermediate Language), a to napf. C# nebo
Java
e jsou prirozené interpretacni, jako je napf. Python

Jednou z nejrozsitenéjsich grafickych knihoven je OpenGL.

1.4.1. OpenGL

Knihovna OpenGL je dostupna jak na platformé MS Windows, tak i na UNIX.
Velmi dobry tutorial a pfiklady jsou k dispozici na:

e http://www.opengl.org/ ,resp.
http://www.opengl.org/archives/resources/code/samples/glut_examples/examples/exampl
es.html

e NEHE - http://nehe.ceske-hry.cz/tut_obsah.php

e Tutorial prezentovany na konferenci SIGGRAPG 2013
https://www.khronos.org/developers/library/2013-siggraph-opengl-bof

Knihovna OpenGL je pouzitelna jak pro C, C++, C#, Java, tak i pro dalsi.

Pro realizaci aplikaci v prostredi Python, pak Ize doporudit pouziti PyOpenGL,
viz http://pyopengl.sourceforge.net/

1.4.2. DirectX

Knihovna DirectX je knihovna primarné zamérena na platformu MS Windows.
Tutoridly jsou k dispozici na

e http://www.directxtutorial.com/

e http://msdn.microsoft.com/en-us/library/windows/desktop/bb153264(v=vs.85).aspx
V Cestiné jsou pak asi dobrym zdrojem:

e http://directx.kvalitne.cz/index.php?id=6

e http://www.monade.cz/item.php?item=11
Porovnani (ponékud starsiho data) obou knihoven je k dispozici na adrese:

e http://woq.nipax.cz/cl_gldx.php
Dalsi zdroje:

e Tichava,).: OpenGL v Javé, BC.kvalifikaéni prace, ZCU, Plzefi 2007

http://jogl.tichava.cz/files/bp.pdf

DirectX pipeline
Podrobné informace viz
http://msdn.microsoft.com/en-us/library/windows/hardware/ff569022(v=vs.85).aspx

Vaclav Skala 24 Update: 2013-09-14 09:09


http://www.opengl.org/
http://www.opengl.org/archives/resources/code/samples/glut_examples/examples/examples.html
http://www.opengl.org/archives/resources/code/samples/glut_examples/examples/examples.html
http://nehe.ceske-hry.cz/tut_obsah.php
https://www.khronos.org/developers/library/2013-siggraph-opengl-bof
http://pyopengl.sourceforge.net/
http://www.directxtutorial.com/
http://msdn.microsoft.com/en-us/library/windows/desktop/bb153264(v=vs.85).aspx
http://directx.kvalitne.cz/index.php?id=6
http://www.monade.cz/item.php?item=11
http://woq.nipax.cz/cl_gldx.php
http://jogl.tichava.cz/files/bp.pdf
http://msdn.microsoft.com/en-us/library/windows/hardware/ff569022(v=vs.85).aspx

O 00 N O L b W N B

H b DD DB B DWW W WWWWWWWNNNDNDNNNNDNNNNRRRRRRRRRPR
u A W NP O OOWOWNO UL P WNPREPOUOOWONODOULLPEWNRPEPLP,OUOOWLOWNOO OGP WDNPELO

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

1.4.3. Piiklad s OpenGL

' red 3D lighted cube

Pro ndzornost uvedme jednoduchy pfiklad nakresleni
krychle s pouzitim knihovny OpenGL.

/* Copyright (c) Mark J. Kilgard, 1997. */

/* This program is freely distributable without licensing
fees and is provided without guarantee or warrantee
expressed or implied. This program is -not- in the public
domain. */

/* This program was requested by Patrick Earl; hopefully
someone else will write the equivalent Direct3D

immediate mode program. */

#include <GL/glut.h>

GLfloat light_diffuse[] = {1.0, 0.0, 0.0, 1.0}; /* Red diffuse light. */
GLfloat light_position[] = {1.0, 1.0, 1.0, 0.0}; /* Infinite light location. */
GLfloat n[6][3] ={ /* Normals for the 6 faces of a cube. */
{-1.0, 0.0, 0.0}, {0.0, 1.0, 0.0}, {1.0, 0.0, 0.0},
{0.0, -1.0, 0.0}, {0.0, 0.0, 1.0}, {0.0, 0.0, -1.0} };
GLint faces[6][4] = { /* Vertex indices for the 6 faces of a cube. */
{0,1,2,3},1{3,2,6,7},{7,6,5, 4},
{4,5,1,0},{5,6,2,1},{7,4,0,3} };
GLfloat v[8][3]; /* Will be filled in with X,Y,Z vertexes. */

void drawBox(void)
{inti;
for(i=0;i<6;i++){

glBegin(GL_QUADS);
gINormal3fv(&nli][0]);
glVertex3fv(&v[faces[i][0]][0]);
glVertex3fv(&v[faces[i][1]][0]);
glVertex3fv(&v[faces[i][2]][0]);
glVertex3fv(&v[faces[i][3]][0]);
glEnd();

void display(void)

{
glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT | GL_DEPTH_BUFFER_BIT);
drawBox();
glutSwapBuffers();

}
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void init(void)

{
/* Setup cube vertex data. */
v[0][0] = v[1][0] = v[2][O] = v[3][O] = -1;
v[4][0] = v[5][0] = v[6][0] = v[7][0] = 1;
v[0][1] = v[1][1] = v[4][1] = v[5][1] = -1;
v[2][1] = v[3][1] = v[6][1] = v[7][1] = 1;
v[0][2] = v[3][2] = v[4][2] = v[7][2] = 1;
v[1][2] = v[2][2] = v[5][2] = v[6][2] = -1;

/* Enable a single OpenGL light. */
glLightfv(GL_LIGHTO, GL_DIFFUSE, light_diffuse);
gllightfv(GL_LIGHTO, GL_POSITION, light_position);
glEnable(GL_LIGHTO);

glEnable(GL_LIGHTING);

/* Use depth buffering for hidden surface elimination. */
glEnable(GL_DEPTH_TEST);

/* Setup the view of the cube. */

glMatrixMode(GL_PROJECTION);

gluPerspective( /* field of view in degree */ 40.0,
/* aspect ratio */ 1.0,
/* Znear */1.0, /* Zfar */ 10.0);

glMatrixMode(GL_MODELVIEW);

gluLookAt(0.0, 0.0, 5.0, /* eyeis at (0,0,5) */
0.0,0.0,0.0, /* centerisat(0,0,0) */
0.0,1.0,0.); /*upisin positive Y direction */

/* Adjust cube position to be asthetic angle. */
glTranslatef(0.0, 0.0, -1.0);

glRotatef(60, 1.0, 0.0, 0.0);

glRotatef(-20, 0.0, 0.0, 1.0);

int main(int argc, char **argv)
{
glutlnit(&argc, argv);

glutinitDisplayMode(GLUT_DOUBLE | GLUT_RGB | GLUT_DEPTH);

glutCreateWindow("red 3D lighted cube");
glutDisplayFunc(display);

init();

glutMainLoop();

return 0; /* ANSI C requires main to return int. */
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2. Matematicky aparat pocitacové grafiky

PocitaCova grafika v uzsim slova smyslu je ,generativni®, tj. na zdkladé algoritmické a matematické
specifikace se generuje prislusny graficky vystup, ne nezbytné jen 2D obraz. Tento proces se ¢asto
oznacuje vyrazem ,rendrovani“ a prislusny modul je oznacovan jako ,, Renderer”.

V nasledujicim textu je predpokladana zdkladni znalost linearni algebry, zejména pak zakladni
operace s vektory a maticemi. Je nutné zdlraznit, Ze predpokladané znalosti matematiky jsou na
stfedoskolské drovni se znalosti vektorové a maticové notace.

V textu budeme pouzivat nasledujici notace pro hodnoty, resp. proménné:
e a-skaldrni hodnota
e a=]lay..,a,]" —sloupcovy vektor (tué¢né malé pismenko)
e A —matice (tucné velké pismeno)
a operace:
e skalarni soucin (inner product) @ - b = a’b - vysledkem je skaldrni hodnota
e vektorovy” soucin (cross product) a X b - vysledek se oznacuje vétSinou vektorem, ale
presné vzato je to orientovana plocha a v E3 je to bi-vektor. Obecné pro n-dimenzionalni
bychom méli pouZivat notacia A b,
viz Geometricka algebra — http://Geometry.algebra.zcu.cz
e transpozice vektoru, resp. matice a’, resp. AT
e ndsobeni maticC = AB
e inverzematicC=A"1
e feseni soustav linedrnich rovnic Ax = b, resp. Ax = 0

Upozornéni
Operace s maticemi nejsou obecné komutativni, tj.

e pro soucin matic AB # BA
e pro transpozici (AB)T = BTAT
e proinverzi(AB)"1 =B 147!
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2.1. Algoritmy a sloZitost algoritmii

Algoritmus neformdlné receno je postup, ktery tfesi dany problém pro mnozinu vstupnich dat
s pfedpokladanymi vlastnostmi a vede ke sprdvnému vysledku v akceptovatelném case. Je cela rada
algoritmu, kterd resi danou ulohu, viz napf. algoritmy razeni. Nicméné kazdy algoritmus ma jinou
¢asovou a pamétovou narocnost, tzv. sloZitost. Proto je nutné algoritmy posuzovat z hlediska ¢asové
a pamétové slozitosti.

PFi posuzovani algoritm( je nutné posuzovat:

e slozZitost predzpracovani dat, pokud algoritmus pouZziva pfedzpracovani (pre-processing)
e sloZitost vlastniho zpracovani (run-time)
e sloZitost pamétovou

¢, 8(n) cgln)
fm
fn) £)
<, 8(n) 8t
‘ oo 1
L | I
7 n | n — n
T fim=0(g(n) ng 4 f(n=0@m) A f(n)=Q(gln))
(a) (®) ©

Obr.XXX: Klasifikace sloZitosti
Pro posouzeni asymptotické sloZitosti se obvykle pouZivaji notace O, O, Q (nékdy se pouziva o) a
jejich vyznam je zndzornén na obr. XXX, pfi¢emz ¢, ¢4, ¢, > 0.

0 algoritmu f(n) fekneme, Ze je asymptotické sloZitosti O(g(n)), jestlize existuje konstanta ¢ a

hodnota n; takova, Ze pro Vn > n, plati, Ze f(n) < c g(n).

Je praxi vSak nutné rozliSovat:

e asymptotickou sloZitost, ktera je sloZitosti algoritmu pro n — oo.
e sloZitost algoritmu (¢asovou, pamétovou) pro interval po¢tu primitiv zpracovavanych dat,
obvykle n € (ny,ny)

Je nutné nahlédnout, Ze v dnesnich aplikacich je kritickym faktorem vice rychlost prenosu dat
z paméti do procesoru a vyuZiti cache pamétové koherence, neZ vlastni rychlost procesoru. Také se
pro velké hodnoty n zacne projevovat faktor strankovani paméti, resp. vliv virtudlni paméti apod.

Na obr.XXX.b je situace, kdy algoritmus se sloZitosti O(f(n)) se asymptoticky chova Iépe. Pro redlnou
aplikaci, kdy pocet zpracovdvanych primitiv n € (ng,n,), je vsak lépe vyuzit algoritmu se sloZitosti

0(gm)).

K experimentalnimu ovéreni sloZitosti algoritmu se vétSinou pouZivd metoda nejmensich ¢tvercq, viz
kap.9.5 (Aproximace - nejmensi Ctverce).
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PFi zpracovani vétsiho objemu dat se urcité kazdy bude muset zamyslet nad tim, jak dany algoritmus
zrychlit v daném kontextu, tj. s ohledem na predchozi a nasledny zplsob zpracovani a jiz pouZitych
datovych struktur, aby nedochdazelo ke zbyte¢nému prepisovani, resp. kopirovani dat apod.
K urychleni algoritmu jsou k dispozici v zasadé nasledujici moznosti:
e nalezeni jiného algoritmu, ktery ma vyhodnéjsi ¢asovou nebo pamétovou sloZitost
e predzpracovani (pre-processing), ktery se vyplaci, pokud mame velké mnoZstvi
zpracovavanych dat
e paralelizace algoritmu — zde je nutno zdlraznit, Ze napt. pro pripad, kdy je mozno zcela
paralelizovat 97% kddu, ziskdme pfi nekoneéném poctu procesorl urychleni cca 35x
(viz Amdallv zakon viz http://en.wikipedia.org/wiki/Amdahl's law ). Jednotlivé techniky

paralelizace kédu neuvadime, viz napf. predmét Paralelni programovani.

UkaZme si vySe uvedené pristupy na velmi jednoduchém pfipadé, a to na testu, zda bod je uvnitf
konvexniho n-uhelnika (Point-in-Convex-Polygon) a n je pocet vrcholli n-Ghelnika. Bézné znamé
algoritmy jsou:

e algoritmus se slozitosti 0(n) - konvexni n-thelnik je dan jako prinik polorovin a testuje se
poloha bodu vici kazdé poloroviné. Tento algoritmus je evidentné slozZitosti O(n). Sice
vyuziva vlastnost konvexity n-uhelnika, avSak nevyuziva vlastnosti usporadani indext vrchold.
Uloha je vlastné ekvivalentni Gloze, zda bod leZi uvniti konvexni obalky vrchold n-thelnika.

e algoritmus se slozitosti O(lgn) - algoritmus vyuziva vlastnosti usporfddanosti vrcholl ve
sméru nebo proti sméru hodinovych ruci¢ek. Algoritmus je zaloZen na puleni intervalu
indexl, podobné jako metoda puleni intervalu pro feSeni nelinearni rovnice. Takovy
algoritmus se povaZuje za optimalni.

e algoritmus s predzpracovanim a run-time se slozZitosti O(1) - algoritmus je zaloZen na
prezpracovani, jehoz slozZitost zavisi na geometrickych vlastnostech, tj. na pozici vrcholl
konvexniho n-uhelnika. Pfedzpracovani je slozitosti O(mnlgn), kde m je faktor dany
geometrickym rozloZenim vrchold.

e paralelni algoritmus — brutdlni algoritmus muzZe byt zaloZen na ptimocaré paralelizaci
algoritmu se slozitosti O (n) a zdanlivé dostaneme algoritmus se slozitosti 0(1), coz vSak neni
pravda, nebot vysledky ziskané z jednotlivych procesi musime vyhodnotit a zfejmé tak

dostavame slozitost O(lg n).

VysSe uvedené algoritmy, kromé paralelniho feseni, a jejich porovnani viz:
Skala,V.: Trading Time for Space:an O(1) Average time Algorithm for Point-in-Polygon
Location Problem. Theoretical Fiction or Practical Usage? Machine Graphics and Vision,
Vol.5., No.3., pp. 483-494, , ISSN 1230-0535, 1996. (CLICK off-line)

Experimentalni vyhodnoceni vypocetni naroénosti algoritmu

Experimentalni porovnani algoritm( je nezbytnou nutnosti pro posouzeni vlastnosti algoritma.
Vzhledem k tomu, Ze ¢asova a pamétova narocnost se porovnava pro reprezentativni data, je nutné
experimenty provést pro rizny pocet zpracovavanych dat. Oznacime-li n pocet zpracovavanych dat,
pak budeme posuzovat pamétovou mem(n) [Byte] a ¢asovou t(n)[s] narocnost pro velky rozsah dat,
napt. n € (10%,10%2). To znamend, e nelze pouZit linedrni méfitko na ose pro hodnoty n, ale
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méritko logaritmické. Pro posouzeni sloZitosti je pak vhodné také logaritmické méfitko pro svislou
osu, tj. pro hodnoty mem(n) a t(n).

1,E+8
1,E+7

1,E+6

1,E+5

1,E+4

1,E+3
1,E+2

1,E+1
1,E+0

1 10 100

Obr.xxxx: Graf zavislosti vypocetni sloZitosti s logaritmickym méritkem
Rozhodné neni vhodné poufZivat linedrni méfitko na osach, nebot pro velky rozsah dat toto vede ke
grafiim, které nelze v zadsadé spolehlivé interpretovat, viz obr.qqq.

1,0E+08
9,0E+07
8,0£407 y=xLf
R2=1
7,0E+07 /
6,0E+07 /
5,0E+07 /
4,0E+07 /
3,0E+07
—v3
2,0E+07 Yy =X
R2=1
1,0E+07
0,0E+00 4'% ——
0 20 40 60 80 100

Obr.qqq: Graf zavislosti vypocetni slozZitosti s linedrnim méritkem

Pfipomenme, Ze v pfipadé logaritmického méfitka, vétsi mocnina sloZitosti se projevi vétSim sklonem
regresni kfivky grafu.

Takze nyni umime vyhodnotit chovani algoritmu jako takového, a to jak z hlediska pamétové
narocnosti, tak i ndroc¢nosti casové. Otazkou je jak porovndvat algoritmy vzajemné.

Experimentalni porovnavani algoritma
UvaZme dva algoritmy, které chceme porovnat. Novy algoritmus ma ¢asovou néarocnost t,.,,(n) a
referencni algoritmus md ¢asovou narocnost t,.s(n). Pro posouzeni algoritmd budeme pouZivat

pomér:

tref (n)
thew (1)

v(n) =
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To znamen3, z grafu funkce v(n) jsme schopni posoudit chovani nového algoritmu viéi referenénimu
algoritmu. V mnoha pfipadech vSak nemdame k dispozici implementaci referenéniho algoritmu,
zejména pak pokud chovani referen¢niho algoritmu je pouze znamo z odborné publikace. Otdzkou je
jak postupovat v takovém pfipadé.

Obecné se pfi porovnavani algoritm( postupuje tak, Ze za referencni algoritmus se vezme algoritmus,
jehoz chovani je stabilni, tj. pro dané n jeho pamétova a ¢asova naro¢nost nezdvisi na vlastnich
datech, napf. na geometrickém rozlozeni bod( apod. Toto vétSinou spliuji algoritmy, které fesi dany
problém ,brutdlni silou” (Brute Force). U dfive zminéného algoritmu testu, zda bod je uvnitf
konvexniho n-uhelnika, je to algoritmus se sloZitosti O(N). Tim ziskame chovani nového algoritmu
vUci algoritmu BF FeSici dany problém. Algoritmus BF je nyni vlastné referen¢nim algoritmem. Pokud
je obdobné i ohodnocena implementace se kterou novy algoritmus porovnavame, pak:

tgr(n) C )
new n
_ v(n) _ 1tnew(n)

Y =T T T m /, = @)
tnew(n)

kde 1v(n) je chovani ,konkurencniho” algoritmu vaci kterému novy algoritmus porovnavame,

q= tBT(n)/

systému. Pokud je implementace algoritmu na stejnych systémech, pak idealné g = 1. Nicméné je

(1) je faktor, ktery uréuje vliv technickych parametrl pouzitych vypocetnich

otazkou, jak postupovat, pokud pouZité systémy jsou rozdilné, tj. ¢ # 1.V tomto pfipadé Ize hodnotu
q odhadnout na zadkladé porovndni vypocetni vykonnosti z odpovidajicich benchmarkd.

Pti realizaci algoritm( je nanejvys vhodné:
e vyhnout se dvojimu, resp. trojimu indexovani, i kdyZ popis algoritmu tyto indexace pouZiva,
napt. T[i,jl, resp. T[i,j, k]. Je nutné si uvédomit, Ze se indexy prepocitavaji na adresu
v linedrni paméti, napf. addr = (i*n+j)*m+k
e nepozivat extenzivné objekty — urcité bude nednosné fici, Zze bod (x, y) je objekt generovat n
objektl pro n € (10°,1012), resp. implementovat matici hodnot jako matici objektd, kde
kazdy objekt ma hodnotu atd.
Poznamka
Pfi testech se doporucuje volit hodnoty n podle mocninné fady R5, resp. R10 a pro nékolik dekad,
napt. n € (10%,10'2). Vyhodou je, e na ose pro n pak dostdvdme rovnomérné rozlozeni hodnot.

R10 1 1.25 1.6 2 2.5 3.15 4 5 6.3 8

R5 1 1.6 2.5 4 6.3

(http://en.wikipedia.org/wiki/Preferred_number)
PFi experimentalnim vyhodnocovani sloZitosti je vhodné namérend data proloZit regresni kfivkou
s popisem, napf. s pouZitim metody nejmensich ¢tverc(, viz napt. kap.9.5 (Aproximace - nejmensi

Ctverce).

le tedy ziejmé, Ze ,poctivé” porovnani algoritm( neni aZ tak jednoduchou zaleZitosti, jak by se na
prvni pohled mohlo zdat.
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2.2.Souradné systémy v pocitacové grafice

V nésledujicim textu uvedeme nejbéznéjsi souradné systémy pouzivané v praxi, a to jak v E?, tak i
v E3. Je nutné zdlrraznit, Ze soufadny systém je primarné dan aplikacni oblasti. Pro aplikace v oblasti
zpracovani dat z pozemnich radar( rotacniho typu puljde ziejmé o valcové souradnice, napf. pro
fizeni letového provozu apod.

2.2.1. Soutadné systémy v E’

Soufadné systémy v E?, tedy vroving, jsou vétdinou charakterizovdny proménnymi x,y
v Eukleidovském prostoru, v parametrickém prostoru se pak vétsSinou pouziva t, resp. u, v

YA
{2.3)
: P y
4z
{(—3.1) i
e __(1001
| 1 L oy |
I L B S R r o
--_1 g
--_z e
(—1.5,-2.5}1-3 r cosf X
Kartézsky souradny systém Poldrni soutadny systém
Vzdjemny prevod je dan rovnicemi:
v
x=rcos@®  r=——— - I
. arccot(x ~
y =rsinf arccot(z) -\1\\’
o ‘\\
r=[x2+y2 4 3 2 -1 1 2 3 4 7
— Yy
0 = arctg( /x) arctan(z) —3m

Z uvedenych vztah( vidime, Ze prevod neni Uplné jednoduchy, nebot funkce arctg(x) je

cyklometrickd a vysledkem funkce neni dhel (0,27). Navic také operace y/x vede k numerické
nestabilité, pokud |x| = 0.

Je tedy zfejmé, Ze i takto jednoduchym vztahlim je nutné vénovat naleZitou pozornost také z hlediska
numerické stability. Podrobnéji viz kap. 2.5 (Numericka reprezentace a stabilita vypocta).
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1 2.2.2. Soutadné systémy v E’

2 Nejc¢astéji pouzivané soufadné systémy v E3 jsou vétsinou:

&

A \\
AY
X
X
Kartézsky souradny systém Valcovy souradny systém Sféricky souradny systém
3
4  Vzajemny prevod do/z je uréen rovnicemi:
x =1rcos 0 x =1 cosfsing
y =rsinf y =7 sinf@sin¢
z=2z Z=1rcos¢
r=JZ1y? r=JZ1y T
0 = arctg(”/x) 0 = arctg(’/x)
zZ=1z ¢ = arccos (%/y)
Vilcovy souradny systém Sféricky souradny systém
5
6  VysSe uvedené souradné systémy jsou béiné zndmy a lze povaZovat za standardni. Jsou zajisté
7  soucasti standardniho stfedoskolského vzdélani, zde jsou uvedeny jen pro Uplnost.
8
9 Vedle vySe uvedenych souradnych systém( existuje celd fada dalSich soufadnych systému

10  pouzivanych v praxi. Pro ndzornost uvedme toroidalni soufadny systém:

& = ronst.

/A

u =l ¥ = dHEET.

¥ I = Const.

. SRR

e

5

!l_
\}}}\\J
“;if-))/

2

V = —Consf.

11 Pfehled mnoha dalsich souradnych systému lIze nalézt napt. na
12 http://mathworld.wolfram.com/topics/CoordinateGeometry.html
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2.2.3. Datové typy
Pouzivané datové typy vychazeji z datovych standard(, dnes prevaziné ze standardu IEEE 578-2008.
Ty jsou podporovany soucasnymi programovymi prostfedky, a to bud pfimo pomoci hardwarové
podpory, nebo nepfimo pomoci softwarovych knihoven.

Name Digits E min E max
B 16 Half 10+1 -14 15
B 32 Single 23+1 -126 127
B 64 Double 52+1 -1022 1023
B 128 Quad 112+1 -16382 16383

IEEE 578-2008 Floating point reprezentace

Zde je nutné zdUraznit, Ze soucasti standardu IEEE 578-2008 jsou jesté definovany datové typy
(http://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_floating_point)

Name Base Digits E min E max Decimal Decimal
digits E max
decimal32 | 10 7 -95 +96 7 96
decimalé4 | 10 16 -383 +384 16 384
decimall128 | 10 34 -6143 +6144 34 6144

Pokud budeme vice konkrétni, pak datové typy, které jsou obvykle k dispozici, jsou nasledujici:

char, byte

integer, long integer

float, double, extended

complex , tj. ¢ = a + ib reprezentace komplexnich Cisel tento datovy typ je kdispozici napf.
v jazycich FORTRAN xx

decimal - reprezentace dekadickych hodnot pouzivana zejména u ekonomickych vypoctl

Pfi reprezentaci hodnot a manipulaci s nimi musime mit na paméti zejména spolehlivost (reliability)
a robustnost (robustness), a to jak pro vypocty, tak i pro vizualizaci.
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2.3.Homogenni souradnice a jejich geometricka interpretace

Zakladni geometrické transformace jako posun (translation), rotace (rotation), zména méfitka
(scaling), zkoseni (shearing) jsou znamé operace, vcetné perspektivni projekce (perspective
projection), ktera se obvykle pouziva. V nasledujicim vykladu zavedeme pojem projektivniho rozsifeni
Eukleidovského prostoru (projektivni prostor) a homogenni souradnice. V dalSim textu se budeme
snazit dodrzovat znaceni pro:

e soufadnice v Eukleidovském prostoru (X, Y)T, tedy velka pismena

e soufadnice v Eukleidovském prostoru [x, y: w]”, tedy mala pismena.

2.3.1. Operace v Eukleidovském prostoru

Je zndmo, Ze operace posunu bodu (X,Y) o vzdalenost (4, B), je dana:

[v) = 7]+ [3) )
a operace rotace bodu (X,Y) okolo poc¢atku je uréena:
[X] _ [cosq) —sing [X] @)
Y’ singp cosy |ly

Ostatni geometrické operace pro body lze definovat obdobné. Nicméné je ziejmé, Zze bude nutné
kombinovat operace posunu a rotace, délat téZ operace inverzni atd., coZ pfi Eukleidovské
reprezentaci jednoduse nejde. V ptipadé projektivniho rozsifeni Eukleidovského prostoru Ize ukazat,
Ze vSechny zakladni geometrické transformace Ize realizovat pomoci nasobeni matic. Toto je velmi
vyhodné, nejen z hlediska jednoduché reprezentace inverznich operaci, nebot:

(AB)"1=B71471 (3)
ale i zddvodu hardwarové podpory geometrickych transformaci, nebot jsou vsechny prevedeny na
tvar:

x' = Ax (4)
kde x = [x,y:w]T , resp. x' = [x/,y":w']T jsou soufadnice bodu X , resp. X' v homogennich
souradnicich. Hodnota w se nazyva homogenni slozkou vektoru x a je bezrozmérna, na rozdil od

“.n

hodnot x, y, které maji fyzikalni rozmér, napf. [m]. Proto hodnoty w budou oddélovany znakem “:”.

Zde je asi vhodné kratce uvést projektivni rozsifeni Eukleidovského prostoru, tedy vlastné projektivni
rozsifeni Eukleidovského souradného systému, kde jsou hodnoty reprezentovany v homogennich
souradnicich. Jejich vzajemny pfevod:

Dimenze =2 Dimenze =3
Eukleidovsky prostor X =(X,Y) € E? X=(XY2)€E?
Projektivni prostor x=[x,y:w]T w#0 x=[xy,zw]T w#0
Vzajemny prevod X y X y 7
X=— Y== w=#0 X=— Y== Z=—
w w w w w
Alternativni popisy X=[w:x,y,z|T =[ap:aq,..,a,]" resp.x =[ay:ay, ..., a,]"

Z hlediska matematického popisu jde o pomérné jednoduchou zéleZitost. Podivejme se vsak, jaka je

geometricka interpretace v pfipadé E2.
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b

(a) (b)

Projektivni rozsifeni Eukleidovského prostoru a dualni reprezentace

Eukleidovsky prostor EZ je vlastné rovinou v projektivnim prostoru P? pro w = 1. Z obr.xxx vidime,
e bod X je vlastné reprezentovan pfimkou p v projektivnim prostoru P? a viechny body kromé
pocatku leZici na pfimce p jsou vlastné jednoparametrickou reprezentaci tohoto bodu.
V homogennich souradnicich obecné nemusi byt hodnota w = 1.

Pokud w = 0, pak jde o bod v nekonecnu, tzv. idedlni bod (an ideal point — point in infinity), tedy
smér. Vidime tedy, Ze pomoci projektivni reprezentace mlzeme reprezentovat téZz body
v nekonecnu.

Zde je vhodné pfipomenout, Ze se nékdy pouZiva alternativni notace, kdy homogenni slozka je na
prvni pozici, tj.
x=[w:x,y]" obecné pak pro E™®  x = [xg: Xq, ..., X"

Operace posuvu
Pokud nyni pouZijeme projektivni reprezentaci pro operaci posuvu bod(, pak dostavame:

x' 1 0 Alrx x + Aw x/w+A X+A
y'[=]0 1 B [y]= y+Bw|2|y/w+B|=|r+4
w 0 0 1itw w 1 1

kde £ znadi projektivni ekvivalenci.

Operace rotace
!

X cosp —sing O0]rx
y'| =|sing cosp 0 [ y]
w 0 0 1itw

Je tedy zfejmé, Ze se podafilo prevést operaci posuvu bodu na maticové ndsobeni, tj. operaci
stejného typu jako je rotace a zména méritka.

Je nutné upozornit, Ze transformace pro implicitni vyjadieni pfimek a rovin nejsou totoiné

s transformacemi pro body. Jednotlivé geometrické operace v projektivnim prostoru budou
vysvétleny pozdéji, viz kap.3 (Zakladni geometrické transformace).
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2.4.Dualita a jeji aplikace

PouZiti projektivniho rozsifeni Eukleidovského prostoru je vyhodné nejen pro ,elegantni”
reprezentaci geometrickych transformaci, ale navic poskytuje nékteré nové moznosti vypoctu
geometrickych entit, napft. pfimek nebo rovin, manipulace s nimi a téz i elegantni feseni nékterych
vybranych geometrickych uloh.

2.4.1. Princip duality

Jednou ze zdkladnich vlastnosti reprezentace v projektivnim prostoru je existence principu duality.
Princip duality v P2 Fika, Ze:
e jakykoliv teorém v E? zGstava platny, pokud zaménime slova ,bod“ a ,piimka“, ,le#i na“ a
“prochazi, ,spojuje” a ,,protind“ apod.
e pokud byl dokdzan jakykoliv teorém, pak dudini teorém dostaneme jak vyse uvedeno.
To znamen3, Ze jednim vypocetnim postupem miiZeme Fesit jak primdrni tlohu, tak i ulohu dudlni.
V dal$im vykladu se nebudeme zabyvat teoretickymi vlastnostmi principu duality, ale tim, jak tento
princip mGZeme s vyhodou vyuZit pro feSeni Uloh pocitacové grafiky.
Pro jednoduchost uvaime velmi jednoduchy pfipad v E?, a to pfimku p, kterd je dana v implicitni
formé:
aX+bY+c=0
Bez Ujmy na obecnosti mGZeme rovnici vynasobit w # 0 a dostaneme
awX +bwY +cw =0
a protoze x = wX ay = wY miZeme psat:
ax+by+cw =0
Ve vektorové notaci pak:
pTx=0
kde:p = [a,b:c]”, x=[x,y:w]T = [wX,wY:w].
P¥imka p v E? je vlastné rovinou p v projektivnim prostoru, pfic¢emz bod x = [0,0: 0]7 je vylougen.

Znotace pTx = 0 nelze uréit vyznam jednotlivych symbol@, tj. zdap reprezentuje pfimku a x
reprezentuje bod nebo naopak v pfipadé P2. To znamen4, e bod a pfimka v E? jsou dudlni pojmy.
V piipadé P3 Ize ukazat, 7e bod a rovina jsou pojmy dudlni.

Pochopitelné vznikd otazka, jak vlastné vypada dualni soufadny systém? Jeho geometricka
reprezentace je na obr.XXX ad b (vyse).

Je nutné upozornit, Ze:
e dualni reprezentaci se v principu neméni vypocetni sloZitost
e dualni reprezentace umoznuje prevést problém do dudlni reprezentace, ndsledné se dualni
problém vyresi a vysledek se pak prevede zpét z dualni reprezentace do reprezentace
pGvodni.
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Priklad dualnich primitiv a operator(:

Primitivum Dudlini primitivum
p? bod pfimka

primka bod
p3 bod rovina

rovina bod

Operator Dudlni operator

sjednoceni prusecik

prasedik sjednoceni

Vysledkem je, Ze jednou programovou sekvenci mizZeme tedy resit primarni a duaini dlohu.

2.4.2. Vektorovy sou¢in a feSeni soustav linearnich rovnic

Mnoho geometrickych Uloh vede k feSeni soustavy linedrnich rovnic, at uz s pravou nenulovou
stranou, tj. Ax = b, nebo snulovou pravou stranou, tj. Ax = 0. KfeSeni soustavy Ax = b se
pouZivaji rizné metody, pfimé nebo iteracni. Soustavy Ax = 0 vétSinou predstavuji trochu problém,
nebot pokud existuje netrivialni feseni, pak reseni je alespon jedno-parametrické. V kazdém pripadé
vétSinou prezentované postupy nejsou vhodné napf. pro pouziti na GPU. V nasledujicim bude
ukdzana aplikace vektorového soucinu pro feSeni soustavy linearnich rovnic.

Vektorovy soucin
Nejprve malé opakovani zaklad(i vektorovych operaci. Vektorovy soudin dvou vektorl v E3 je

definovan
i j k
X1 XX, =det|x; ¥y Z1]
X2 Y2 22
Vektorovy soucin lze vyjadfit i jako nasobeni matice vektorem, a to:
0 -z y][*
XixX,=| 27, 0 -x [}’2 =Tx,
V1 X 0 11z

Nyni se podivejme, jak Ize pouZit vektorovy soucin v projektivnim prostoru.
PFi pouZiti vektorového soucinu v projektivnim prostoru P? dostdvdme obdobné schéma, ale vektory
X1 a X, maji jiny vyznam, nebot reprezentu;ji vlastné Eukleidovskou dvourozmérnou entitu. Nyni:
x1 =[x,y wq]” X, = [x3,¥2:w,]"
Vektorovy soucin v P? je definovan:
i j k
X1 N Wl‘

Xo Y2 W2

x1 X x, =det

kde:i =[1,0:0]" j=1[0,1:0]" k=7[0,0:1]"

nebo jako:
0 —wy ¥ ][*
X1 XX =| Wy 0 —x1[|Y2| =Tx,
_yl x1 0 WZ

Vektorovy soucin lze tedy opét vyjadrit i jako ndsobeni matice vektorem.
Je nutné upozornit, Ze pouzivame reprezentaci v homogennich souradnicich.
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Prasecik dvou pfimek
Uvaime dvé pfimky, které jsou urceny vektory:

p1 = [a1'b1:C1]T p2 = [ay, by: Cz]T
Jejich prlsecik je dan feSenim soustavy rovnic:
ax+by+c, =0 ax+b,y+c, =0
tedy soustavy rovnictvaru Ax = b
a; bi]X1 _ %1 , kde ) _[4
[az bz] [y] - qz] [qZ] [—cz]
Nyni se obvykle pouzije formule
q1 b1 al ql
_ Dety _ det [CIZ bz] y = Det, _ det [az qZ]
= Det - d ¢ a]_ bl Det det [al bl]
€ a, by a b,

Programator se nyni musi rozhodnout, zda a za jakych podminek jde jiz o singularni feseni, tj. pfimky
jsou rovnobézné, a kdy jesté ne (zde je nutné vidét koncept feseni i pro sloZitéjsi soustavy rovnic).

Takze programator ,nadany intuici“ rozhodne, kdy Det je jiz pfilis maly a zplsobil by pretedeni
(,,overflow”) v pohyblivé fadové carce. Tedy obvykle by se pouZila sekvence:

if abs(det(..)) < epsthen......
Zkusme se nyni podivat na problém z druhé strany.

Véta
Necht jsou dany dvé pfimky p, a p,. Pak souradnice bodu x, ktery prisecikem téchto dvou pfimek,
jsou urceny vektorovym soucinem homogennich souradnic téchto dvou ptimek, a to:

X =Py XP2 x = [x,y:w]T
pricemz
p1 = lag, byicq]” p2 = laz, by: c;]"
kde: x = [x,y:w]T
Dukaz
Hledame vlastné feSeni nasledujicich dvou rovnic
x'p; =0 x'p, =0

Pozndmka: obvykle pfimka v implicitni formé je dana jako ax + by = q misto ax + by + ¢ = 0, nebo
v explicitni formé y = kx + q.

Na vyse uvedeném prikladé bylo ukdzano, Ze k vypoctu priseciku dvou pfimek
e |ze pouzit vektorovy soucin
e neni zapotiebi operace déleni, nebot se jmenovatel v déleni vlastné ,uloZi“ do homogenni
slozky w souradnice priseciku x
e pokud jsou pfimky téméF rovnobéziné, pak hodnota w — 0.
Zde je vhodné pripomenout, Ze z divod( limitované presnosti vypoctl v pohyblivé radové carce:
e 3 body neleZi na pfimce,
e 4 body neleZi na roviné,
e 2 pfimky v prostoru se neprotinaji,
e apod.
i kdyZ by se z Cisté matematického hlediska mély!
Nyni se podivejme na fe$eni obdobné Ulohy, a to uréeni piimky v EZ, kterd je uréena dvéma body.
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Pfimka dana dvéma body

Necht jsou dany dva body x; a x, a chceme urcit koeficienty ptimky p, kterd je uréena témito body.

To znamen4, Ze musime urcit 3 hodnoty, a to a, b, ¢ ze dvou hodnot x4, x,, tj. musime fesit rovnice:
ax; +by;+c=0 ax, +by, +c=0

Dostdvame tedy homogenni soustavu rovnic, tj. s nulovou pravou stranou. Je zifejmé, ze jde o

jednoparametrické reSeni (pokud nejde o singularni pfipad, tj. dva body totozné). V maticové formé

x; y1 1 a 0
1 N _ _
[xz Y2 1] [IZ] B [0] Ax=0

Jak fesit danou soustavu rovnic? Toto je obvykle problém a programatofi obvykle se snazi zvolit jeden

pak:

parametr, napf. ¢ = 1., ale co kdyZz pfimka prohdzi pocatkem? Neboa =1 nebo b = 1. Také je
mozné feseni s pouzitim dodate¢né podminky a + b = 1 a pak:

5 % J0-f -

n 1
X, Y2 1
1 0
Toto je ale principialné Spatny pfristup.

I
[~

1

Ale tedy jak?
Elegantni a jednoduché reseni
Z principu duality vime, ze pfimka v E? je dudlni bodu a naopak. Diky principu duality tedy dostavame
feseni:

X =Py XP> <= dualita => P =Xx1 XXy

Ax=0b <= ale proé rizné? => Ax=0

Véta plynouci z principu duality
Necht jsou dany dva body x; and x, v projektivnim prostoru P2. Pak koeficienty pfimky p, kterd je
urcena témito body, jsou urceny vektorovym soucinem takto:
p=2x; Xx,=[ab:c]"
Duikaz
Necht pFimka p je v projektivnim prostoru P2 uréena jako:
ax+by+cw =0
pak rovnice pfimky musi platit pro oba dva body, tj. musi platit rovnice:
p'x; =0 p'x, =0
kde: p = [a, b: c]T

Pozndamka

Koeficient ¢ ,reprezentuje” vzdalenost (je to vlastné nasobek vzdalenosti) pfimky od pocatku
soufadného systému, zatimco a, b reprezentuji normalu primky.

To znamen3, Ze jakykoliv bod x, ktery leZi na pfimce p, musi vyhovovat obéma rovnicim vyse a rovnici

i j k
X1 N W1]

Xy Y2 W

x = 0. Jinymi slovy vektor p je definovdn:

P =xy Xx, =det
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Pak mzZeme psat:

(x; Xx,)Tx=0 det

Xy w
X1 V1 W1] =0
X2 V2 W3
Poznamenejme, Ze skalarni a vektorovy soucin jsou instrukcemi v Cg/HLSL on GPU.

Vyhodnocenim determinantu:

a b ¢
det|x; W Wl] =0
X2 Y2 W2
pak dostavdme rovnici pfimky p takto:
_ Vi W1 _ X1 Wi _ X1 N
a =det [}/2 Wz] b = —det [xz Wz] c =det [xz }’z]

Obdobné jako v P? je princip duality platny i v prostoru P3, ale musi se nadefinovat roziiteni
vektorového soucinu.

2.4.3. Aplikace duality v prostoru E’

V prostoru P2 jsou dualni primitiva bod a rovina. Rovina je uréena tfemi body a bod je prisecikem tFi
rovin. Parametry roviny a souradnice priseciku Ize urcit takto:

i j k 1 i j k 1
X1 Y1 Z1 W a, by ¢4 d
pExixxxxs =0 o) X=piXpaxps =00 0

X3 Y3 Z3 W3 a3 bz c3 di
Je tedy ziejmé, Ze vypocet je opét velmi jednoduchy a neni zapotiebi Zadné déleni ani Zadna volba
hodnoty néjakého parametru apod.

V predchozim bylo ukazano, Ze feseni obou typu soustav rovnic, tj.
Ax=0Db Ax =0
je specialnim ptipadem pfi pouZiti vektorového soucinu.

Zaveér
Vektorovy soucin

e je ekvivalentni feSeni obou typu soustav linedrnich rovnic

e neni zapotiebi operace déleni.
Je duleZité poznamenat, Ze soufadnice bodUl x, které maji obecné hodnotu homogenni slozky w # 1,
neni pfi vypoltech zapotfebi prevddét soufadnice do Eukleidovského prostoru, ¢imz se usetfi 2-3
operace déleni na 1 bod.
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2.4.4. Vzdalenost v projektivnim prostoru

Geometrie je Uzce spojena s pojmem vzdalenosti a jejim mérenim. V Eukleidovské geometrii je
vzdalenost urcena jako:

d = /(Ax)? + (Ay)? resp. d = /(Ax)? + (Ay)? + (Az)?

Jednim z hlavnich argument( proti pouZivani projektivni reprezentace je, Ze neni jednoduse
definovana metrika. Toto sice eliminuje konformni geometrie, kterou se vSak nebudeme zabyvat.

V pripadé projektivni reprezentace, vzdalenost dvou bodl je uréena vztahem:
dist = /&2 +n?/(wiwy)

kde: & = wyx; — woxg n=wiy, —Wyy;

Vzdalenost bodu x, od piimky v P2 je uréena vztahem:

, a’x,
dist = ———
woVa? + b?
kde: xg = [xo, Vo: Wo]” a=[ab:c]"

Extenze do E3/P3 je jednoduché a vzdalenost bodu x, od roviny je dana:

. a’x,
dist =
woVa? + b? + c?
kde: xg = [x0, Vo, Zo: Wo " a=[ab,c:d]".

V mnoha ptipadech vlastné nepotiebujeme vzdalenost, napf. pro urceni, ktery bod je blize, ale staci
nam monoténné rostouci funkce vzdalenosti bodu x; od piimky p, napt. distance® . Pak pro pfipad E?
dostavame:

(a’x;)? _ (a”x;)?
w;2(a? +b?) wi2nTn
kde: a = |a,b:c|T = [n:c|]T a normélovy vektor m neni normalizovan. Tim m(izeme podstatné

diStiz =

snizit naroky na vypocetni vykon.

Pokud porovnavame vzdalenosti vice bodl x;, i = 1,...,n od dané pfimky p, miZeme pouZit pro
porovnani “pseudodistance”:

Ty )2
a' x;
(pseudo_dist;)? = (W—zl)
l

Analogicky pro pfipad roviny p v E3:
(a’x;)? (a’x;)? (a’x;)?
dist.2 = = and seudo_dist;)? = ———

Yow2(@®+b2+c?) wi?n'n ( dist;) w2

kde:a = |a,b,c:d|" = |n:d]|”
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2.5.Numericka reprezentace a stabilita vypocti

V soucasném technologicky orientovaném svété je

zapotrebi posuzovat data, a tedy i informace, v SirSich

souvislostech, kdy hlavnimi faktory jsou bezesporu:

obrovsky objem dat, ktery je nutné posoudit
podle jednoho ¢i vice kritérii

data jsou vicerozmérn3, tj. multidimenziondlni
velkd vypocetni narocnost potfebna nejen pro
vlastni feSeni, ale i pro generovani vystupu napf.
pro vizualizaci,

inovacni technologicky cyklus je kratsi nez
6 mésicu

Dalsimi faktory jsou pak také to, ze

Decimal Binary

usage usage
GigaByte [GB] 10° 2%
TeraByte [TB] 10" 2%
PetaByte [PB] 10" 2%°
ExaByte [EB] 10" 2%°
ZettaByte [ZB] 10* 2%°
YottaByte [YB] 10* 2%°
??7? ?? 2%

kazdych 18 mésicl se zdvojnasobi vypocetni kapacita systémd, tj. za 15 let budou k dispozici

pravdépodobné systémy s vypoletni i paméfovou kapacitou 2% = 1024 nasobné vyssi nez

dnes,

limitujicim faktorem zfejmé v dohledné dobé zlistane i presnost vypoctd v pohyblivé fadové

¢arce dana standardem IEEE 578-2008 atd.

objem ziskanych nebo generovanych dat, kterd jsou zpracovavdna a zobrazovana, bude

narlstat rychleji nez linearnég,

lidska schopnost vyhodnocovat data zlstava viceméné stejnd, nebot je dana fyziologii

¢lovéka.

Je tedy vice neZ oprdvnénd otdzka, jaké problémy budeme za 10 let resit, jak je budeme pocitat,

jaka data a jakym zplisobem je budeme zobrazovat, resp. vizualizovat, a pomoci jakych zafizenich.

Bohuzel i v soucasnosti se lze setkat s typickou ignoranci problém( spojenych s kone¢nou presnosti

reprezentace dat a lze bézné nalézt konstrukce, které typicky vedou k numerickym problémdm.

Typickymi ukazkami Spatného kédu jsou:

Testy A ? B pro hodnoty v pohyblivé radové ¢arce, napft.
if A=Bthen.... else..... ; ifA=0then ... else ....

Takové konstrukce by mély byt zakdzany v programovacich jazycich.

nekonecné cykly v disledku hodnot v pohyblivé fadové carce

double x =-1; double p = ....;
while ( x < +1)

{ if (x == p) Console.Out.WriteLine(” *** "),

X+=p; }

/* if p=0.1then nooutput, if p=0.25 then expected output */
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2.5.1. Vybrané piiklady a ukazky problému
Z praxe je kdispozici cela fada prikladli, kdy numerické vypocty selhavaji. Uvedme alespon ty
nejzakladnéjsi, které by mél mit uzivatel na paméti. (Pro nadzornost je pouzita jednoducha presnost).

Vypocet prosté sumy hodnot

103 10%
Z 1073 = 0.999990701675415 Z 10~* = 1.000053524971008 (5)
i=1 i=1

Vysledek by mél byt vidy roven hodnoté 1

Zavislost na poradi vypocth — vysledek také zavisi na poradi vypoctu
10° 1

Y © = 14357357 Y - = 14392651 (6)
n=1 n=10°©
Na vyse uvedenych ptikladech vidime, Ze vypocet, byt ,,primitivnich” matematickych formuli, nemusi
vést nutné ke spravnému numerickému vysledku.

Konverze mezi datovymi typy, které nemusi programovy systém kontrolovat s naslednou fatalni
ztratou presnosti vypoctu, napt. float — integer

Neplatnost ,,matematickych” identit - i kdyz se zdaji byt vyse uvedené pfriklady ,,umélymi“, je nutné
si uvédomit, Ze matematické identity nejsou obecné platné pfi pouiZiti reprezentace Cisel
s omezenou presnosti, napf. identity

cos?a + cos?p =1 X2 —y?=(x—-y)(x+7y)
Také reSeni obycejné kvadratické rovnice nemusi byt korektni.

— 2 __
at’+bt+c=0 obvyklé Fedeni t, = b+ Vzb 4ac
’ a

Pokud b? > 4ac, pak by méla byt pouzita ,,dudlni“ formule

q = —(b + sign(b)\/b? — 4ac)/2 t1 = q/a t2 =%
Obecné diskriminant by mél byt vypocten s dvojndsobnou presnosti, nebot se pocita odmocnina.
Vyse uvedena formule vychazi z Vietova véty.

‘ Vietova formule ‘ ti+t, =— b/a ‘ titz =/a

Vypocet funkénich hodnot
Uvedme zde, sice trochu umély, ale zajimavy problém, a to vypocet hodnoty funkce [reference]:
f(x,y) =333.75y°% + x2(11x%y? — y® — 121y* — 2) + 5.5y% + x/(2y)
vbodé x = 77617, y = 33096. Vysledek, ktery obdrZime standardnim vypoctem pak je:
e f =6.33835102%° jednoducha pfesnost
e f=1,1726039400532 dvojnasobna presnost
o f=1,1726039400531786318588349045201838 ,extended” presnost
avSak spravny vysledek pfi pouziti intervalové aritmetiky
[—0,827396059946821368141165095479816292005,

—0,827396059946821368141165095479816291986 |

Y v v g , , X 54767
Pfesné feseni je pak ddno vyrazem: X =-24+—=—
jep y f&y) 2y = 66102

Existuji tedy pripady, kdy prostym prodluzovanim mantisy nemusime dojit ke korektnimu vysledku.
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2.5.2. Rekurze

Rekurze je dal$im potencionalnim zdrojem chyb. Rekurze je vlastné volani funkce sebe sama, at uz
pfimo nebo zprostfedkované, tj. tzv. vzajemnou rekurzi. Nebezpecnymi faktory zejména jsou:
o rekurze, kdy hloubka rekurze i pfi stfedné rozsdhlém vypoctu nemusi byt vypocetnim
systémem zvladnutelnd. Uvedme napf. problém ,Hanojskych vézi“, ktery je definovan
sekvenci:

MOVE (A, C, n);
{ MOVE (A, B, n-1); MOVE (A, C, 1); MOVE (B, C, n-1)
} # MOVE (from, to, number) #

o rekurze, pfi niz datovy typ neni schopen reprezentovat hodnotu pro jeji velikost, tj. pfi
,preteceni” bez detekce chybného stavu. Toto je spojeno zejména s reprezentaci celych Cisel,
kdy preteceni neni detekovdno souc¢asnym hardwarem.

Typickou ukazkou je Ackermannova funkce:
n+1 ifm=20
A(m,n) ={ Am—1,1) ifm>0andn=20
A(m—-1,A(mn—1)) if m>0andn >0
jejiz hodnoty rostou extrémné rychle, napfr.
265536 1
A(4,4) = 22 = 2?2
viz http://en.wikipedia.org/wiki/Ackermann_function

0197296

2.5.3. Dalsi mozZnosti zvySeni piesnosti
Pro zvySeni pfesnosti je mozné pouzit napf.:
e intervalové aritmetiky, kdy se predpoklada, Ze ulozenda hodnota vlastné reprezentuje cely

interval hodnot. Uvedme zakladni pravidla pro intervalovou aritmetiku:
o Xx+y=[a+c b+d] x=[a,b]
o x-y=[a-d,b-c] y=I[c,d]
o xxy=[min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)]
o x/y=[min(a/c, a/d, b/c, b/d), max(a/c, a/d, b/c, b/d)] ify #0

e specialni reprezentace hodnot, napf. pomoci fetézovych zlomk( apod. Pro nazornost
uvedme vyjadieni hodnotym =[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1...], coZ je reprezentace
fetézového zlomku

4

12

22
3t

5+

T =
1+

V praxi lze nalézt mnoho vypocetnich postup(, které se snaZzi eliminovat vliv konecné reprezentace
rGznymi zplsoby. VySe uvedeny prehled snad poslouzi k ndhledu, Ze tato problematika neni
rozhodné jednoduchd a Ze v praxi se ¢asto vyskytuje.
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2.5.4. Priklad piekvapivé nestability vypoctu

Dalsi ukdzkou nepresnosti vypoctu je funkce
1—cosx

f(x)=T

Graf funkce je uveden na obr.xxx.a. Lze ukazat, Zze f(0) = 0,5. Nicméné pro hodnoty okolo pocatku

o

se funkce chova ,,zvlastné”, viz obr.xx.b vlivem numerické nepresnosti a presny pribéh zavisi silné na

realizaci vypoctu vzorce a pouZitém HW (vypoctend hodnota funkce je v intervalu (—¢, €) dokonce

nulova).

0.5 1

).45 0.9

0.4 0.8

).35 0.7

0.3 0.6

).25 0.5

0.2 0.4

).15 0.3

0.1 0.2

).05 0.1

% 5 0 5 € 0.0800060.0000060.0000060,0000060.0 0000B:0000000.0000000.0000000,0000008.0000000.0000
Prabéh funkce f(x) = 1_:% Pribéh funkce okolo poc¢atku (—1078,1078)

Pozndamka

Je nutné si uvédomit, Ze hodnota funkce f(0) neni definovana pouze pro x = 0, nebot jde o vyraz
Hodnotu f(0) Ize uréit pomoci L’Hospitalova pravidla:
1—cosx g(x) g' (%) sin x
0) =lim———=lim——= =1lim =lim
£ x—0 x2 x-0h(x) x-0h'(x) x>0 2x

coZ je opét vyraz 0/0 . Opétovnym pouzitim L’'Hospitalova pravidla dostavame:

0) = Ii sinx_l_ cos x
fO)=lm=r=in—

=05

Zde je nanejvys vhodné zd(raznit, Ze existuje celd fada dnes méné znamych, ale stdle pouzivanych
programovacich jazykdl, které poskytuji specifické datové typy a zajimavé datové konstrukce, napft.
programovaci jazyk Algol68 ma konstrukci long, kterd prodluZuje délku reprezentace, a tedy i
presnost datového typu. Programator pak maze mit i velmi dlouhou mantisu pouzitim konstrukce
long ......... long real A.

Jak je vidét, nékdy i ,koncepcné zastaralé” programovaci jazyky nabizeji vice nez ty ,nové“.
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2.6.Priklady katastrof zptisobenych vypocetnimi chybami

Je zndma celd rada katastrof zplsobenych numerickym vypoétem. Po precteni plvodni zpravy
elementarni chyby se staly, jak se podcenilo testovani spravnosti a korektnosti vypoctl. BohuZel se
zfejmé stale Castéji bude stavat, Ze takové chyby nejsou eliminovany a vzhledem ke vzristajici
sloZitosti systémuU budou pravdépodobné i disledky takovych katastrof vétsi. Uvedme alespon pro
ilustraci nékolik nejznaméjsich pripadu.

Exploze rakety Ariane 5

Evropska agentura ESA (European Space Agency) vypustila 4. ¢ervna 1996 raketu Ariane 5. Jeji vyvoj

stdla pfes 7 miliard USS. Cena vlastniho ndkladu a rakety byla pfes 500 milidnu USS. Raketa

explodovala asi 40([s] po startu. Pfi¢inou bylo selhani programového vybaveni inercidlniho

v pohyblivé fadové carce do 16 bitového Cisla v celociselné reprezentaci a hodnota byla vétsi nez

reprezentovatelnd na 16 bitech. Podrobné informace lze nalézt:
http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/ariane5rep.html

Courtesy CNN

Selhani antirakety Patriot

Systém protivzdusné raketové obrany Patriot byl plvodné navrien pro kratké a operativni nasazeni
po roce 1960. Byl navrZen pro sestreleni raket s rychlosti MACH 2. Systém byl pfi praktickém nasazeni
v pohotovostnim rezimu pfes 100 hod. a byl pouzit pro sestieleni rakety typu SCUD letici rychlosti
MACH 5. Vypocet pro detekci a uréeni pozice byly zaloZzeny na celociselné reprezentaci o délce
24 bitd a s éasovym taktem 1/10 [s] a vypoctem rychlosti v pohyblivé fadové carce. Nastaveni
Casového taktu 1/10 [s] bylo kritickym bodem, nebot neni ani postacujici pro sportovni Gcely.

BohuZel 1/10 = 1/2°+1/2°+1/2%+1/2°+1/2"+....nema kone&nou reprezentaci a chyba na 42 bitech byla
asi 0.000000095. V pribéhu 100 hod tak dosdhla hodnoty 0.34. ProtoZe rakety typu SCUD maji
rychlost MACH 5, aktualni chyba byla 687[m] a raketa byla mimo ,okno“ pro samonavadéni. O
daném problému se védélo, pfislusny software korigujici problém byl k dispozici, ale pracovnici
neprovedli pfislusny update programového vybaveni.

Dusledkem Spatnych predpokladd, nekorektni technické a programové realizace a nezodpovédného
pfistupu bylo, Ze 25.Unora 1991 pfi Gtoku v Dhahranu irdckou raketou SCUD bylo 28 US vojaki zabito,
100 lidi na zakladné zranéno. Podrobnosti Ize nalézt v reportu GAO
http://www.fas.org/spp/starwars/gao/im92026.htm
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3. Track Action - Only Range Gated
Portion of Beam Processed

2. Validation
Action Misslle Outside
Range Gate

Courtesy of GAO report

Dalsim velmi zndmym pfipadem je potopeni tézebni ploSiny Sliepner A v Severnim mofi.

Potopeni téZebni plosiny Sleipner A

Vroce 1991 se potopila tézebni plosSina Sleipner A. Jen pro ilustraci uvedme, ze samotna tézebni
plosina vaZila pfes 57 000 tun, nastroje a zafizeni pak 40 000 tun a na plosiné pracuje pribézné pres
200 osob. Struktura tézebni ploSiny byly ,optimalizovdna” s pouzitim systému zaloZzeného na
koneénych prvcich a smykova napéti byla podhodnocena téméf o 50%. Toto vedlo k poruseni
struktury a trhlindm s naslednym prlinikem vody, ktery pumpy nebyly schopny zvladnout.
Odhadovana cena potopené téZebni plosiny &ini cca 700 milién{ USS.

Courtesy of SINTEF

AZ dosud jsme se zabyvali elementarnimi datovymi typy. Nicméné je asi vhodné se podivat na
problém dat i z jiné strany. V prevaziné vétsiné dnes bézné zpracovavanych dat Ize najit dvé hlavni
datové mnotziny, které jsou obvykle vidény samostatné, a to geometricka data, obrazova data a data
textova.
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3. Zakladni geometrické transformace

Geometrické transformace v pocitacové grafice jsou vyuzivany ke geometrickym manipulacim
s objekty, resp. jejich casti, pti vytvareni objekt(, tj. modelovani, pfi animaci, kdy potfebujeme
,rozpohybovat” jednotlivé ¢asti objektu, v pocitacovych hrach atd. Mezi zakladni operace patti
zejména posuv, rotace, zména méfitka a také rovinné projekce. Jednotlivé zakladni operace, které
jsou reprezentovany jednotlivymi maticemi geometrickych transformaci, se pak retézi a vznika pak
jedna matice, kterd reprezentuje celkovou geometrickou transformaci. Zde je vidét vyhoda pouziti
projektivni reprezentace, viz kap.2.3 (Homogenni souradnice a jejich geometrickd interpretace).
Jednotlivé transformace jsou popsany jako transformace pro jeden bod, je vSak nutné si uvédomit, ze
dana transformace se aplikuje na vSechny body daného objektu, resp. té ¢asti, kterd se transformuje.
U reélnych Uloh je takto transformovéano bézné 10° - 10° a i vice bodd. Navic v mnoha piipadech se
vyZzaduje, aby cely proces véetné generovani vystupniho obrazu probihal v redlném ¢ase.

Viechny geometrické transformace budou popsény rovnici x' = Qx se sloupcovou notaci vektor(.
Je nutné zdudraznit, Ze mnoho publikaci pouZiva Fddkovou notaci a tedy vyse uvedeny vztah v radkové

. P T . . . . v, v .
notaci ma tvar x’° = xTQ7, tj. matice transformace je transformovana. To v ptipadé EZ znamend
napfr. rotaci o Uhel opacny.

3.1.Zakladni transformace v E?

Pro jednoduchost uvedme nejdfive zakladni operace v roving, tj. v E2.

Posuv (translation)

}'.". FI'T'
3 s |
4 4 |
3 - 3
2 2 _
1 1
0 ;
T T T T T 0 T T T T |
0 1 2 3 4 s§ XK 0 1 2 3 4 5 X

Geometricka transformace posuvu je reprezentovana vztahem:

!

x 1 0 Alrx
y'|=10 1 B [y] x'=T(A B)x
w 0 0 1itw

V dal3im textu budeme pouZivat zkraceného zapisu x' = T(4, B)x. V§imnéme si, ze det(T) = 1.
Rozepsanim a pouzitim formalnich Uprav je zfejmé, Ze vySe uvedeny vztah reprezentuje posuv o
vektor (4, B):
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x' 1 0 A x + Aw x/w+ A X+ A
y'|=10 1 B [ ] y+BW y/w+B|=|Y+A
w 0 0 1 1 1

kde £ znadi projektivni ekvivalenci.

Zde je vhodné pripomenout, Ze homogenni w soufadnice transformovanych bod( mlze byt w # 1.
Tedy neni nutna jejich konverze do Eukleidovského prostoru.

Inverzni operace posuvu
Inverzni operace je jednoducha, nebot jde vlastné o posuv dany vektorem (—A, —B) a tedy:

!

x 1 0 -4
y'|=10 1 -B [y] x' =T(—=A,—-B)x =T '(4,B)
w 0 0 11w

Lze ukazat, Ye pokud vektor posuvu [a,b:c]” 2 (4,B) je vhomogennich soufadnicich, tj. obecné
¢ # 1, Ize operaci posuvu realizovat bez pouZiti operace déleni. V tomto pfipadé je pak transformace

ur€ena:
x' c X cx + aw (cx 4+ aw)/(cw) fw+Y¢ X+ A
y|= [ ]— cy+bw (cy+bw)/(cw)‘— Y/w+b/|=|Y+B
w' 1

Dalsi zakladna transformaci je transformace rotace.

Rotace (rotation)

Operace rotace je operace, u které je nutné zdlraznit, Ze jde o rotaci okolo pocdtku souradného
systému. Pokud stfed rotace neni v pocatku souradného systému, pak jde o slozenou transformaci,
podrobnéji viz kap.3.2 (Retézeni transformaci).

y y A
5 _ 5
4 |
3 _
2
1
0.l | | . T = T T =
0o 1 2 3 4 5 % 4 5 %
Rotace bodu o Uhel ¢ proti sméru hodinovych rucicek je uréena vztahem:
x' cosp —sing 0
y'|=|sing cosp 0 [y] x' = R(p)x
w' 0 0 11w
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Inverzni operace je opét jednoduchad, nebot jde vlastné o rotaci s Uhlem opacnym, tj. o Uhel - ¢

x' cos(—¢@) —sin(—¢)
y' =[sin(—<p) COS( ®)
w' 0

0

o|l)-

cosp sing 0
—sm(p cos<p 0

[ ] x'=R(—¢p)x

Opét plati, 7e det(R) = 1, tj. matlce Rije ortonormélm’ a R 1((p) = R(—¢) = RT (o).

Lze ukdzat, Ze pokud je rotace urfena vektorem, ktery projektivné reprezentuje rotaci ve tvaru

b . o
[a,b:c]T 2 (%Z) = (cosq, sing), pak transformace je ur¢ena vztahem:

x' a —-b 0
y'|=|b a 0
w' 0 0 ¢

x' ax — by
y'|=|bx+ay|2
w' cw

:

Rozepsdnim pak Ize ukazat korektnost vztahu:

(ax — b}’)/(CW)] lwe wel
(bx + ay)/(cw)

1

x' =R'(a,b:c)x

xa yb

Xcosp — Ysing

=|xb N y a|= |Xsing + Ycosg

lWC WCJ 1

1

Je nutné podotknout, e det(R") = (a? + b?)c = ¢?, nebot c? = (a? + b?). Toto ale nevadi, nebot
operace jsou realizovany v projektivnim prostoru a neni tedy nutné déleni pro prevod parametr(

rotace do Eukleidovského prostoru.

Dalsi zakladni geometrickou operaci je zména méritka.

Zména méfitka (scaling)

Operace zmény méfitka je operaci, kterd umozriuje zvétseni ¢i zmenseni, at uz proporcionalni v kazdé

ose nebo neproporciondlni. Je opét nutné zddraznit, Ze operace ma pocatek souradného systému

jako referencni bod.

Vaclav Skala

51 Update: 2013-09-14 09:09



o b W N

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

xl

Operace zmény méfitka je urcena vztahem:
!
y
!

Sx
:[0
w 0

kde Sy,resp. S, urCuji zménu méfitka v ose x, resp. y.
Je zfejmé, Ze det(S) = S, S,, tedy obecné det(S) # 1.

x' = S(S,,Sy)x

Inverzni operace zmény métitka
Inverzni operace zmény méfitka je uréena vztahem

J ;lH

xl
!

y

!

w

11
r — ¢—1 —
x' =S (Sx,Sy)x—S(Sx,Sy)x

Lze ukazat, Zze pokud je zména méritka urcena vektorem, ktery projektivné reprezentuje zménu

2 sy) = (Sx,Sy) pak transformace je urcena vztahem

BHE 3

méritka ve tvaru [sx, Sy ws] 2 (

xl
WI

10
11
12
13
14
15

pficemZ det(S") = sy s, Ws.

Zrcadleni (mirroring)

Zrcadleni podle néjaké osy je opét Castou operaci. Nejjednodussim pripadem je ten, kdy osa zrcadleni
je totoZna s osou soufadného systému viz Obr.xxxx

pfed ¥ po

~> W/

x' 1 0 O0]fx x' -1 0 O0]rx
sl=lo -1 o|y] HREERH
w' 0 0 1w w' 0 0 1w
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Osou zrcadleni m{iZze byt i obecnd osa. Uvaime opét jednoduchy pfipad, kdy osou je pfimka y = x,
resp.y = —x, viz obr.QQQQ

pted y | y

po

L
]
£

x
X
po
Obr.QQQQ
4  Transformacni vztahy jsou pak urceny takto:
x' 0 1 0]rx x' 0 -1 0]rx
y' =[1 0 0 [y] [y’]=[—1 0 0“}']
w' 0 0 1itw w' 0 o0 1ltw
5
6
7
8
9 Poslednim typem zrcadleni je zrcadleni vzhledem k pocatku, viz obr. WWW
10
| [x’] [—1 0 O0]rx
¥ y'I=10 -1 0 [y]
w' 0 0 1itw
po
x
pied
Obr.WWW
11

12 Posledni ,,zakladni“ geometrickou transformaci, kterou zde uvedeme, je zkoseni.
13
14
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Zkoseni (shearing)

zkoseni y
| zkoseni x a=1 b=0>5
y A y b a=05 b=t y A
3 3 3
2 2 2 ]
1 1 1
0 =T = 0 1 T f—T—= 0 T T =
0o 1 2 3 * o 1 2 3 % o 1t 2 3 %
Plvodni stav
Obr. TTTT
x' 1 a 0]rx x’' 1 0 0]rx
y’=010[y] y’=b10[y]
w' 0 0 1ltw w' 0 0 11w
Priklad

Odvodte vztahy pro geometrickou transformaci, ktera je dana matici:

1 a O
H,,(a,b) = [b 1 0‘
0 0 1
a vysledek nakreslete proa = 0.5 a b = 0.7 pro situaci z obr.TTT.a.

Az dosud byly ukazany zakladni geometrické operace. Vedle téchto operaci jsou jesté slozitéjsi

operace, které jsou vyjadritelné jako kompozice zadkladnich operaci. Tento postup se oznacuje
pojmem , Fetézeni operaci”.
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3.2.Retézeni transformaci

vvvvvv

mame n po sobé jdoucich transformaci popsanych transformaénimi maticemi Q;, i = 1,...,n. Pak
tedy jednotlivé transformacni kroky jsou:
X1 = QX X; = QX Xn = QnXn_1
Celkova transformace je pak dana:
Xn = Qpn .. Q201X = Qx4
pficemiQ = Q, ...Q,Q;.

V praxi se vSechny elementarni transformace Q; realizujici danou sloZitéjsi transformaci akumuluji do
vysledné matice Q, ktera pak reprezentuje celkovou transformaci.

Pfipomenme, Ze ndsobeni matic neni komutativni, tj. obecné plati Ze AB # BA.
Priklady
Pro ndzornost uvedme jednoduché pfiklady, a to:

e otoceni objektu okolo daného bodu, ktery je obecné odlisny od pocatku souradného systému

e relativni zména méritka

P¥iklad 1 - Otoceni objektu okolo daného bodu

Y IT'n }’ |TII
4 | 4 {
3 3 |
2 ‘< 2
1 _ 1 ]
0 \ I 0 T — [
o 1 2 3 4 s % o 1 2 3 4 5 %
a) b)
Plvodni stav Po posunuti referenéniho bodu do pocatku
¥oA ¥
3 3 |
!
2 2
1 1
0 T T | 0 | — =
0 12 3 4 5 X 0 1 2 3,4 5 %
c) d)
Po otoceni o pozadovany uhel Po posunuti referenéniho bodu do plvodni
pozice
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Dana uloha se sestava z nasledujicich krokd, které jsou aplikovany na vSechny body objektu:

e posuv tak, aby referencni bod rotace (a, b), tj. v nasem pfipadé levy dolni roh objektu, byl

v pocatku

e pootoceni o pozadovany uhel ¢, v nasem pfipadé o thel ¢ =-m/2

e posunuti referen¢niho bodu do plvodni pozice

TakZe nyni miZeme specifikovat jednotlivé transformacni kroky

x' =T(—a,—b)x x" = R(p)x’'

Vysledna transformacni matice Q je dana vzt

Q =T(a,b) R(¢) T(—a,—b) =

Po dosazeni hodnot pro Uhel ¢ dostavame:

|

ahem:

cosQ
sing

0
0 1
-1 0
0 O

—sing
cos®

—b+a
—a+b

0

1

x'" = T(a,b)x"

—acos@ + bsing + a
—asing — bcos@ + b
1

Vidime, Ze vysledna matice Q@ ma vlastné strukturu se submaticemi, resp. vektory, a to:

Q

kde Qg reprezentuje vlastné rotaci, Q reprezentuje posuv (translaci) a Qp, ktera je zatim nulova,

_[@x
Q-

Qr
1

reprezentuje napt. perspektivni projekci z E3 do E?, viz kap. 4 (Projekce).

Dalsim pfikladem je relativni zména méfitka.
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Priklad 2 - Relativni zména méritka

V nékterych pripadech mlze byt i zména méfitka zaludnou operaci. Uvazme jednoduchy objekt, ktery

chceme zmensit v poméru 1:2 a referenéni bod (x,., ¥,-) posunout do nové pozice. Je zfejmé, ze

(L . . " a1 1 . o
pokud vyndsobime souradnice vrcholl transformacni matici S (E’E)' dostaneme vysledek nespravny,

; . v s . 11
nebot se posune i referenéni bod do pozice (E’E)'

¥ ’T phvodni stav

4 _
s |
2
1
(Xp.¥r)
0 — T T =

0 1 2 3 4

4 |

pozadovany stav

Takze nyni mizZeme specifikovat jednotlivé transformacni kroky:

x' =T(—a,—b)x

Vysledna transformacni matice Q je dana vztahem:

x" = 8(S,Sy)x'

Q =T(a',b") S(Sy,S,) T(—a,—b)
kde (a, b) je pavodni pozice referen¢niho bodu, (a’, b") je nové pozice referenéniho bodu.

V predchozim bylo ukazano, jak se jednotlivé geometrické transformace spojuji tak, aby bylo mozné

realizovat slozZité geometrické transformace.

xlll — T(a’, bl)x//

Jednou ze specifickych transformaci je transformace Window — Viewport (okno — pohled).
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3.3.Window - Viewport transformace

Transformace Window — Viewport (okno — pohled) je velmi specifickou a velmi ¢asto pouZivanou.
Tato transformace se obecné sestava z vice krokd, a to:
e zména méfitka a zména pozice referencéniho bodu
e a volitelnym odfiznuti Casti, které nejsou ve specifikované oblasti. Odfiznuti ¢asti objekt(,
které nejsou v této oblasti, se nazyva , ofezavani“, resp. ,clipping” a tato operace je popsana
v kap.5 (Metody ofezavani v EZ a E* a operace s n-uhelniky).
Tato transformace zajistuje at uz pfimo, nebo neptimo vlastné transformaci ze souradného systému
ve kterém je zpracovdvany objekt definovdn do soufadného systému daného vystupniho média,
napr. obrazovky.

y aﬁ y' A
(Wxy Wy p)

s
S

(Vxp, Vyp)

(Vx.Vya)

- =
'U x ﬂ x*

Transformace je sloZena z krok(:
e posuvem bodu tak, zZe referenéni bod (Wx,, Wy,) je v pocatku — transformace T,
e zménou méfitka tak, aby se interval (Wx,, Wx},) transformoval na interval (Vx,, Vx},)
e posuvem bodu tak, Ze referencni bod je v pozici (Vx,, Vy,) —transformace T,

Celkova transformace je pak uréena transformacni matici:

Q=T,ST,
Jednotlivé transformace pak jsou uréeny takto:
1 0 —Wx, 1 0 Vxq
T,=(0 1 Wy, T,=10 1 Vya]
0 0 1 0 0 1
Vxp = Vxg)/Wxp, — Wxy,) 0 0
S = 0 Vyp = Vya)/Wyp — Wy,) 0]
0 0 1
a celkova matice Q je urcena:
a 0 y
o-fs 2 ]
0 0 1
kde:
a=Vx,—Vxy,)/(Wx, —Wx,) y =Vx, —aWx,
B =y, =Vya)/Wyp, —Wy,) 8§ =Vya—BWy,

Je zfejmé, Ze pokud nékteré ¢asti vykreslované scény presahuji velikost vystupniho okna, resp. média
apod., (Vx4 Vx,) je nutno tyto ¢asti odfiznout.

Velmi dllezitym konceptem je ,,Normalizovany souradny” (NDC) systém.
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3.4.Normalizovany souradny systém

Koncept normalizovaného soutradného systému NDC (Normalized Device Coordinates) je klicovy
nejen pro oblast pocitacové grafiky.

v A ——n (Vxg,Vyd)

(Vx3.Vy3)

v Py _
! _

0 .

y A YA

S e
i i e A S

—
=
x

-
X

V systémech pocitacové grafiky jsou pouzivany rizné souradné systémy v zavislosti na kontextu:

e souradny systém zarizeni DC (Device Coordinates) — tento soufadny systém pracuje vétsinou
ve fyzickych jednotkdch daného konkrétniho zafizeni. Typickym prikladem je soufadny systém
obrazovky, kdy jednotkou je pixel a vertikalni osa je orientovana smérem dol0

e souradny systém WC (World Coordinates) — vtomto soufadném systému je reprezentovan
objekt a pozice bodu muze pti stejné numerické hodnoté znamenat rlizné velké hodnoty,
vzdalenosti apod. a navic hodnoty mohou byt v rGizné reprezentaci.

e souradny systém normalizovanych soutfadnic NDC (Normalized Device coordinates) -
umoziuje efektivni transformaci mezi WC a DC soufadnymi systémy. Za mapovani mezi WC a
NDC je zodpovédna aplikace, napt. GIS systém, zatimco za mapovani mezi NDC a DC je pak
zodpovédny ovladac daného fyzického zafizeni.

Je tedy ziejmé, Ze jde jen o vicendsobnou aplikaci transformace Window — Viewport, kterd byla
uvedena drive. Zavedenim konceptu NDC se umozZnilo snadné pfipojovani vstupnich a vystupnich
periférii k aplikacnim programtm.

A7 dosud byly predlozeny geometrické transformace v roving, tj. v prostoru E2. Nicméné prostor, ve

kterém se pohybujeme, je tiirozmérny, tj. E3. Je tedy otdzkou, jak jsou definovdny geometrické
transformace v E3.
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3.5.Zakladni transformace v E3

V pripadé dvourozmérného systému je orientace os systému vzitd, tj. osa x je horizontalni s orientaci
doprava, osa y je vertikdlni s orientaci nahoru, v pfipadé obrazovych aplikaci je orientace osy y
smérem dolu. V pfipadé tfirozmérného kartézského soufadného systému situace ponékud
komplikovanéjsi, nebot jsou dvé orientace soufadného systému, a to:

e pravotocivy, ktery bude implicitné pouzivdn pro geometrické operace v WC soufadném

systému

e |evotocivy, ktery bude pouzit pro reprezentaci pozice pozorovatele, resp. kamery.
Urceni orientace soufadného systému pomoci pravé dlané — pokud osa x protina dlan a prsty maji
stejny smér jako osa y a palec ukazuje ve sméru osy z, pak dany souradny systém je pravotocivy.
V opacném pripadé je levotocCivy

Poznamenejme, Ze nékteré publikace, zejména pokud pouZivaji fadkovou notaci pro vektory,
pouzivaji implicitné levotocivy souradny systém.

!rr I-' "._ ' 0

pravotolivy Ny levotolivy
soufadny soufadny
systém systém
[ > A
X = X

Nyni uvedme zakladni geometrické transformace v E3, které jsou jen vlastné jen pfimym prostym
rozsifenim rovinnym operaci dfive definovanych. Pochopitelné vektor x nyni obsahuje navic slozku
pro osu z:

x=[xyzw]"

Operace posunuti
Operace posunuti o (4, B, C) je uréena vztahem:

x' 1 0 0 Alrx
y' _{0 1 0 B||Y ;L
. 0 0 1 cllz x'=T(AB,C)x
w' 0 0 0 1ltw
Operace posuvu je nyni reprezentovana matici 4 X 4, misto matice 3 X 3.

Operace zmény méfitka
Operace zmény méfitka je obdobn3, a to:

x' Se 0 0 O0]rx
! 0 S, 0 o0fly ,
}Z]W ) [0 8/ S 0‘ lz X = S(Sx'sy'SZ)x
0 O 11w

z

0

!

w
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1 Operace rotace
2 Operace rotace je ponékud sloZitéjsi, nebot v rovinném pfipadé jsme rotovali vlastné v roviné xy, tj.
3 okolo ,virtudlni“ osy z, ktera smérovala vzhiru, tj. k pozorovateli. V pfipadé tfirozmérném mame 3
4  zéakladni osy, okolo kterych rotaci miZzeme definovat, resp. a 3 zékladni roviny, ve kterych mlzeme
5 rotaci realizovat.
6 Z faktického hlediska je jedno, zda mluvime o rotaci v roviné nebo okolo osy. Nicméné po formalni
7 strance je vhodnéjsi mluvit o rotaci v roviné xy, yz nebo zx, nebot znaménko minus v matici bude
8  vidy u radku, ktery odpovida 1. pismenku v notaci rotace. Poradi pismenek v notaci neni libovolné,
9 nebot je dano pravotodivosti soufadného systému. Napf. rotace v roviné xz misto zx by vlastné byla
10  rotaci v levotoCivém souradném systému, tedy vlastné rotaci s opacnym uhlem.
F ."'l
smér rotace
C__ > okoloosy z cosp —sing 0 0
_|singp cosp 0 O
R =
(@)xy 0 0 1 0
_ _ 0 0 0 1
/ .
X
Rotace okolo v roviné xy, tj. okolo osy z
z
smér rotace
okolo osy x
1 0 0 0
0 cosp —sing O
R = .
@)y 0 sing cosgp 0
0 0 0 1
'S ”% y
X '.;j:.'
Rotace okolo v roviné yz, tj. okolo osy x
Z )
smér rotace
okolo osy y cosp 0 sing 0
0 1 0 0
R = .
~ @)z —sing 0 cosgp O
. 0 0 0 1
/ d
b o
Rotace okolo v roviné zx, tj. okolo osy y
11
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Inverzni operace
Konstrukce inverznich operaci v E3 je analogickd konstrukci inverznich operaci v EZ.

Upozornéni

Mnoho publikaci pouZiva fadkovou notaci pro vektory nebo levotocivy souradny systém jako zakladni
souradny systém. V tomto pripadé jsou transformacéni matice transponované a poradi transformaci je
opacné, tj. nikoliv zprava doleva, ale zleva doprava. Nelze tedy ,michat” transformace ze zdrojl
s fadkovou notaci a se sloupcovou notaci jednoduse dohromady.

Rotace je vlastné jednou z nejdllezitéjsich operaci, nebot zobrazovany objekt chceme prohlizet na
daném vystupnim zafizeni, napf. obrazovce, a pohyb v E3 budeme zfejmé& ovlddat néjakym
zafizenim, napt. mysi, které je vlastné zatizenim pracujicim v E2. Takze vedle rotace budou zapotiebi
jesté dalsi transformace apod.

V praxi se viak vyskytuje obecnéji pfipad a to rotace okolo dané osy v prostoru E3. Toto je uz
sloZitéjsi geometricka transformace, kterd je dana jako kompozice zdkladnich geometrickych
transformaci. Stejné jako u rovinnych geometrickych transformaci lze pouzit retézeni geometrickych
transformaci k ziskani slozitych geometrickych transformaci.

Vidime, ze zakladni geometrické transformace jsou pomérné jednoduché z hlediska matematického

popisu. Pro realizaci slozitéjSich geometrickych transformaci se opét pouziva zifetézeni geometrickych
transformaci, které bylo uvedeno v kap.3.2 (Retézeni transformaci).
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3.6.Rotace okolo dané osy

v E3

Rotace okolo dané osy v E3 jiz neni trividlni geometrickou transformaci. Uvaime jednoduchou

situaci, a to:

e je dana osa rotace bodem a smérovym vektorem v E3, tj.

x(t)=x,+st

s =[a,b,c]T

e vsSechny body ve scéné se maji pootocit o Uhel 9 v naznaéeném smeéru, viz obr.xxxx

smér pohledu

ve skutecnosti nebudeme
posouvat soufadny systém,
ale objekty

Tato sloZena transformace ma nékolik zakladnich krok( (uvedena posloupnost transformace rotaci

neni jedinou mozZnou), a to:

e posuv soufadného systému do bodu x,, resp. vSechny body se posunou odpovidajicim

zplisobem do geometricky ekvivalentni pozice. Toto je nutné, nebot rotace ma pocatek

soufadného systému za referencni bod

e rotace tak, aby pfimka leZela v néjaké zakladni roviné, napf. v roviné xy, tj. udélame rotaci

v roviné yz

e rotace tak, aby pfimka byla totoZzna s néjakou osou, napf. na ose x, tj. udélame rotaci

v roviné xy
e rotace o Uheld

e inverzni operace provedené pred rotaci o Uhel ¥ v opacném poradi

Takze dostadvame matici Q kumulované transformace:

Q= T_le_/le;;R(QD)nyRsz
Podivame-li se vsak pozornéji, napf. na matici R,

yz =

1 0 0 07
c -b
Vb% 4+ c?2 Vb? + c?
b c
Vb2 +c2 Vb2 + 2
L0 0 0 14

pak vidime, Ze transformace neni stabilni, pokud Vb2 + c2 — 0, nebo je nepfesna pokud b? > c2.
Navic dal$i nepfesnosti vznikaji ndsobenim matic. V nasledujicim ukaZzeme, jak transformace muze

byt elegantné feSena s podstatné lepsi vypocetni presnosti a stabilitou.
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3.7.Transformace rotace v E3 zaloZena na rotaci vektori - dopracovat

Uvedme nyni zcela jiny pfistup ke geometrickym transformacim.

Je dana osa rotace prochdzejici po¢atkem souradného systému a

ukolem je pootoceni scény o Uhel ¢. Pro dany bod X jde tedy o

rotaci na roviné v obecné poloze, kterd ma normalovy vektor n,

pficemz normalovy vektor je normalizovan.

Transformace je pak dana vztahem:

X =Xcosp + (1 —cosp)(nTX).n+ (n X X)sing

Q = Icosp + (1 — cosp)(n®n) + Wsing

kde: n®n = n. n” je matice
(operace ® se nékdy nazyva tenzorovy soucin vektor()

V Eukleidovském prostoru vektor n musi byt normalizovan

a matice W je definovdna jako: Wv =w X v, tj.:

0 -n, n
W=|n, 0 -n,
—ny, Wy 0

Pro odvozeni se pouzije ,trik”, a to:

tedy ,rozdéleni” vektoru v na dva vektory navzdjem na sebe kolmé.

‘l7=v"+vJ_

Podrobnéji viz

T(v;]

Miller,J.R.: The Mathematics of Graphical Transformations: Vector Geometric and
Coordinate-Based Approaches, DesignlLab, 1997 (CLICK PDF off-line)
Miller,J.R.: Vector Geometry for Computer Graphics, IEEE Computer Graphics and

Applications, pp.66-73, May/June 1999 (CLICK PDF off-line)

Miller,J.R.: Applications of Vector Geoemtry for Robustness and Speed, IEEE Computer
Graphics and Applications, pp.68-73, July/AugustMay/June 1999 (CLICK PDF off-line)
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3.8.Transformace primek a rovin

Dosud predloZzené geometrické transformace se tykaly transformace bodl. Nicméné pocitacova
grafika pouziva také pfimky a roviny. Casto vznika otazka, jaka se zméni rovnice pfimky nebo roviny,
pokud se body, které je definuji, transformuiji. Typickou ulohou je problém stinovani plochy, pokud se
s danou plochou manipuluje, napt. otadi, méni se méfitko, které je v rlznych smérech rlizné atd.
V predeslém textu bylo ukdzano, Zze normala neni vlastné vektor, ale bivektor, nebot vysledek
vektorového soucinu dvou vektord je orientovana plocha.

Z predchoziho je zndmo, Ze dudlni primitiva jsou:

E? E3
p=x1>(x2 p=x1><x2><x‘3
Dualni problém X =P XP2 X =p1 X Py XpP3

Pokud se body definujici pfimku nebo rovinu transformuji podle vztahu

x' =Tx
vznikd otdzka, jaka bude implicitni reprezentace pfimky resp. roviny. Lze ukazat, Ze pfimka p po
transformaci bod(, které ji definuji, bude urcena vektorem p’takto:

p' = (Tx) x (Txy) = det(T)(T™")'p2 (T"H'p
kde £ znamend projektivni ekvivalenci, nebot rovnice pfimky je implicitni a je ji moZné nasobit
libovolnou nenulovou hodnotou a pozice pfimky se nezméni. TakZe transformovana pfimka p je
urcena vektorem:
p'=TYp=[abcT

Obdobné pro ptipad roviny, jejiz defini¢ni body byly transformovany, dostdvdme obdobny vztah:

p' = (Tx;) X (Tx) X (Tx3) = det(T)(T™)'p 2 (T™H)7p
a transformovana rovina p je uréena vektorem:
p'=T'p=[ab,c"d]

Zaveér

Z vyse uvedeného je podstatné to, Ze:

e pfi geometrickych transformacich pfimky nebo roviny je nutné normalu nasobit matici
(T~17, co? je matice obecné rizna od matice T, tj. obecné (T")T = T

e neni nutné transformovat body a nasledné pocitat koeficienty transformované pfimky, Ci
roviny, lze urcit koeficienty transformované pfimky, ¢i roviny pfimo.

V predchozi c¢asti byly ukdzany zakladni principy geometrickych transformaci se zakladnimi
geometrickymi primitivy.
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3.9.Generace rotacniho télesa

Jednou z Castych Uloh je generace povrchu rotacniho objektu daného obrysem, napf. lomenou ¢arou.

Ukolem je vytvofit plast rotaéniho objektu s danym profilem a s osou rotace x. Tato Uloha uZ neni
zcela trividlni, nebot vedle generace vlastnich bodu a jejich transformaci, je nutné jesté zvazit

e datovou strukturu, kterd se pouzije

e zpUsob reprezentace povrchu pomoci trojuhelnikd, které grafické akceleratory zpracovavaji

e otazku vykreslovani, tj. dratény model, stinovany s konstantnim stinovanim, resp. stinovanim
Gouraud (metody stinovani viz kap.12.3 (Lokalni metody). Je tedy nutné urcit normaly
povrchu generovanych trojahelnikd, resp. normaly ve vrcholech generovanych trojuhelnik

Obr.XXX
Rotacni télesa jsou velmi castd. Rotacni symetrie umozZfiuje v mnoha inZenyrskych aplikacich

podstatné snizeni vypocetni sloZitosti, nebot umoZfiuje snadné FeSeni rotacné symetrického
problému, napt. elektro-magnetického pole, v EZ misto E3, tj. dojde ke snizeni dimenze.

Transformace pro rotaci okolo osy x pak jsou:
x' ' =x
y' =y cosp — zsing
z' =y sing + z cosg

Poznamka

Vtomto prikladé je jednodussi urcovat normalu ve vrcholech, neZz normalu generovanych
trojuhelnikd. Je vhodné tento priklad ,,dotahnout” do konce véetné implementace.
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3.10. Generace povrchu koule

Dalsim casto generovym povrchem je povrch koule. V mnoha aplikacich se pouzije pfima aplikace

sférickych souradnic. Body sité se pak generuji v pravidelné siti parametrd 6 a ¢.

X =rcosfsing | y =71 sinfsing

| Z =r1cos¢

Dany zpUsob je jednoduchy, ale je nékolik vlastnosti, které je nutno mit na paméti, a to zejména:

e generované ctyfuhelniky nejsou rovinné a ,rozbijeji“ se na trojuhelniky

e generované trojuhelniky nejsou stejné velké

e na ,pdlech” jsou degenerované trojuhelniky, nebot pro ¢ = ig je generovan pouze jeden

bod pro vsechny uhly 8

e body sité, tj. vrcholy trojuhelnikd, jsou jednoduse indexovatelné

Povrch generovany sférickymi soufadnicemi

Povrch generovany isometricky

Jiny postup je zaloZen na tom, Ze trojuhelnik Ize rozdélit, a to:

v vev

e na 3 trojuhelniky vloZzenim bodu, napf. do tézisté. Postupnym délenim vsak vznikaji stdle

Stihlejsi trojuhelniky

e na 4 trojuhelniky tak, Ze kaidou hranu rozdélime na % a takto vzniklé body spojime.
V pfipadé, Ze plvodni trojuhelnik byl rovnostranny, i nové vzniklé trojahelniky budou také

rovnostranné. Toto je dlleZita vlastnost vhodna v mnoha aplikacich.

Tento zplsob podporuje pfirozené hierarchické déleni, resp. adaptivni zjemnovani trojuhelnikové

vvvvvv

Algoritmus

Do koule vepiseme 2 pyramidy o hrané r/2 podstavou k sobé. Jednotlivé hrany pak rozdélime na % a
soufadnice takto vzniklych bod( ,dotdhneme” na povrch koule. Timto postupem postupné

zjemnujeme trojuhelnikovou sit aproximujici povrch koule trojuhelnikovou siti.
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4. Projekce

A7 dosud jsme se zabyvali geometrickymi transformacemi v E? a E3. P¥i zobrazovani tfirozmérnych
dat obvykle dochazi k promitani 3D dat na 2D prlimétnu, a to i v pfipadé virtudlni reality, kdy dochazi

ke generovani stereoskopickych obrazl, které pouze vytvareji viem 3D prostoru. Promitani je tedy
obecné proces, kdy se 3D objekty zobrazuji na néjakou plochu, kterd nemusi byt nutné rovinna.
Jednim typem projekce je projekce perspektivni. Asi nejznaméjsi kresba znazornujici perspektivni
projekci pochazi od Albrechta Diirera (1471-1528).

V pocitacové grafice se prevainé pouzivaji projekce rovinné, a ty lze klasifikovat takto:

jednoubéznikova
perspektivni | dvoutibéZnikova
triibéznikova

‘

isometricka
pravouhla { dimetricka
trimetricka

rovinné projekce <

paraleln{

.11- ( kavalier
L l kosouhla {kabinet

pricemz paralelni projekce je vlastné specialnim pripadem projekce paralelni, kdy pozorovatel je
v nekonecnu. Paralelni projekce se predevsim pouzivd vtechnické praxi, zatimco viceubéZznikové
perspektivy se pouZivaji hlavné v architekture.
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4.1.Perspektivni projekce

Perspektivni projekce reprezentuje velmi dobfe vjem prostoru ¢lovékem. Je zndmo, Ze paralelni
pfimky se pozorovateli jevi jako pfimky, které se protinaji. Takovy bod se nazyva ubéznik (vanishing
point). Podle poctu takovych bod( mluvime o jednoubéznikové, dvouubéznikové nebo triubéznikové
perspektivé. Ubé&inik si lze tedy predstavit jako zobrazeni bodu v nekone¢nu. Je tedy ziejmé, Ze
pokud budeme zobrazovat krychli rlizné natoenou v prostoru, pak pfimky, na kterych jeji hrany lezi,
se budou po projekci protinat maximalné ve trech bodech.

Pti perspektivni projekci je nutné si uvédomit, Zze dochazi ke ztraté informace o vzdalenosti, nebot
vSechny body jsou po transformaci na priimétné.

P
) I
{:i .~—-_": — Q
primétna >
0 1 ZP Z| ZQ V4

Pokud parametricky vyjadiime Usec¢ky v E3 a jeji primét na rovinu, tj. v E2, pak neni pravdou, Ze
parametr odpovidajici pldvodnimu bodu v prostoru a parametr odpovidajiciho bodu na primétné
jsou si rovny. Tedy:

X:X1+(X2—X1)t
Xi=X1+X;,—X)A2
Pak obecné:

t €(0,1)
A€(0,1)

t+ A
V ptipadé projekci se opét budeme snaZit prevést operaci projekce na maticové ndsobeni, tj. do
tvaru:
x' X
A
— y
}Z]’ - Mprojekce lzl
1 1

Je zfejmé, Ze takto realizovana projekce vsak nespliiuje nékteré jisté vlastnosti, resp. pozadavky,
které jsou v pocitacové grafice nutné, nebot:
e se ztrati informace o vzdalenosti, protoze vysledné objekty jsou na priimétné, tj. vysledkem
jsou vlastné dvourozmérné souradnice bodu po projekci
e transformuji se i body objektl, které jsou za pozorovatelem. Navic, pokud geometricky
element, napf. trojuhelnik, ma jeden vrchol za pozici pozorovatele a ostatni vrcholy pred
pozorovatelem, neni vysledek operace korektni. Jinymi slovy feceno, je nutné odfiznout
objekty a jejich casti, které jsou ,,za pozorovatelem”,, tj. je nutné pouzit clipping.
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4.2.Matematicky aparat rovinné projekce

Souradny systém, ve kterém je objekt definovan, je pravotodivy. Takze pokud se pozorovatel diva
smérem k pocatku na ose z tohoto soufadného systému, tak se vlastné divd proti sméru této osy.

Souradny systém pozorovatele, resp. kamery, je proto prirozené levotocivy, viz obr.TTT.

pohled dold ve sméru osy ¥

.\ d
}r' 'Illl' __."ff P[Ily}z T | _-_
— ' z.
-‘_‘"-—.___ - P {Ip,}’p ;’d—}
Xp | e
—

i | Pi(x.v.z

X, 1
}/xv ..prﬁmétna pohled ve sméru osy X

¥v |

primé&tna |

P(x,y,z

f__,f’f { Prixpt}rpld}

|

d

Pro jednoduchost budeme uvaZovat priimétnu kolmou na osu z a ve vzdalenosti d. Je zfejmé, Ze

pouzitim podobnosti trojuhelnik(l dostaneme rovnice:
»_X Yo

d z d
Jednoduchou Upravou pak dostavame:

x X y

x,,=;d=— Yp==d=

V4

%la

objekt bude vétsi nez objekt vzdalenéjsi. Vzdalenost primétny od pocatku je vlastné jen méritkovym

faktorem.
Perspektivni projekci je pak mozné popsat vztahem:
x' X [1 0 O O] X
y' —u y=[0 1 0 O”y]
7! per |, 0 0 1 O0llz
w' il o o 1/, ofl1

Vsimnéme si, ze hodnota homogenni soufadnice w = 1.

>

Roznasobenim dostavame:
x y z ]T

» H d T = I:_ﬁ_r_:
oy zz/dl = |70 2 27a
kde: £ je operator projektivni ekvivalence.

Xy T
(Ed,;d,d)
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Zde je nutné poznamenat, Ze se predpoklada, ze bud homogenni souradnice bodu x je rovna
hodnoté 1, tj. w = 1, nebo se musi nasledné je$té hodnota w’ ndsobit hodnotou w. Nicméné
v grafickych akceleratorech se operace projekce realizuje trochu jinym zplsobem, nebot s kazdym
bodem musi byt, napt. pro feSeni viditelnosti, jesté k dispozici informace o vzdalenosti bodu od
pozorovatele. Vzdalenost bodu od pozorovatele se ve skutecnosti fesi zavedenim pseudovzdalenosti,
viz kap.4.4 (Perspektiva a pseudovzdalenost).

Vznikd také otdzka, zda lze uréit vzdalenost od pozorovatele, tj. soutadnici z, pokud zndame
soufadnice plivodnich a promitnutych koncovych bodd tsecky z E3.

Urceni vzdalenosti bodu na usecce po projekci
Pro vypocet pouzijeme tu soutadnici, ktera ma nejvétsi diferenci. Necht jde o osu x pro ucely
odvozeni vztahu. Pak plati

x; = (1—Dxp + Axg

yi =0 -Dyp+ 2y,
Vypocet hodnoty z; je pomérné jednoduchy. Pokud vyjdeme z obrazku, kde pro jednoduchost ddme
pramétnu do vzdalenosti 1, pak Ize ukazat, Ze plati

1 1 1

S (1) —+A—

Zy Zp ZQ
nebot

Zi—2Zp  Zg—Zp

X[Z] — XpZp  XZo — XpZp

Vynasobenim jmenovateli a vydélenim zpz;z, dostavame
Xo—Xp Xg—X X —Xp

Z; Zp Zq
Pokud nyni pouZijeme substituci
x; — xp = A(xq — xp) xg—x;=(1—2)(xg—xp)

a nasledné vydélime vyslednou rovnici vyrazem x, — xp, pak dostaneme dany vztah.

Viz Ammeraal,L.: Programming Principles in Computer Graphics, p.146, John Wiley1992
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Jednoubéinikova perspektiva
Pti konstrukci jednoubéznikové perspektivhiho pohledu na krychli je primétna rovnobézina s jednou
sténou promitané krychle.

v T fk“‘mx

o - -
Pl -

/ - x..x l

primétna
e
’,ff’ . .HRH . \
jednotib&inikovid perspektiva jednotib&Znikovd perspektiva

le zfejmé, ze pokud budeme pohybovat krychli nahoru/dolli nebo vpravo/vlevo, Gbéznik bude mit
jinou polohu. Jednoubéznikovd prespektiva se pouzivd velmi Casto, zejména pfi navrzich bytovych
interiérd apod.

Zkusme se nyni podivat, co se stane, pokud krychli budeme otacet v roviné zx.

Dvoutbéznikova perspektiva
Pfipad dvouubéznikové perspektivy je celkem Casty a v praxi takovy pohled lze snadno ziskat tak, ze

/

smér pohledu je ,, diagonalné” z opacného rohu kfizovatky.

Poznamenejme, Ze dva UbézZniky urcuji pfimku, kterd je oznacovana jako horizont. Jeho pozice zavisi
na vertikalni pozici pozorovatele.
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tib&Xnik tlib&Enik

90

Obecné lze Fici, Ze dvouubézZnikovy perspektivni pohled na krychli vznika tak, Ze jedna hrana krychle
je rovnobézna sjednou osou soufadného systému. Nicméné je ziejmé, Ze pokud budeme
fotografovat vysoké objekty, napr. kostelni véz, horni ¢ast bude na fotografii uzsi nez Site u paty véze,
coz je dano tim, Ze se vlastné uplatni tfiubéznikova perspektiva, tj. hrana krychle je po promitnuti
rovnobézna s osou y na primétné. Pochopitelné obraz mize byt rotovan, ale to uz je operace na
pramétné.

Triubéznikova perpektiva
TrilbéZnikova perspektiva u krychle vlastné vznikne tak, Ze primétna je vici krychli v libovolné
poloze a ani hrana krychle uz neni rovnobézna s plochou primétny.

4 dib&inik
i
!

.".I
!

ib&Znik

TriubéZnikova perspektiva se nepouziva pfilis ¢asto a i vice ubéznikovych projekci jde v principu
vétsinou o dvouubéznikovou perspektivu s tim, Ze plochy objektu nejsou pouze na sebe kolmé apod.
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Perspektiva s vice tibézniky
Pokud si vSak predstavime obecnéjsi téleso nez krychli, pak na obrazku po projekci najdeme vice

Ubéznikd.

’

Dalsi ,pseudoubézniky” vznikaji napf. z hran schodisté apod.
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4.3.Paralelni projekce

Paralelni projekce se pouzivaji predevsim v technické praxi, a to bud projekce pravouhlé, nebo
kosouhlé. Kosouhlé projekce jsou oblibené proto, Ze umoziuiji ziskat 3D predstavu.

Pravouhla projekce
Nejcastéji se pouziva pravouhld (orthogonal projection) projekce, a to zejména ve strojirenstvi a
stavebnictvi apod., nebot umozriuje odmérovani, coz perspektivni projekce z principu neumozniuji.

bokorys

nirys

Paralelni projekce jsou vlastné specidlnim pfipadem, kdy pozorovatel je v ,,nekoneénu”.

Pravouhlou projekci se zabyvat specidlné nebudeme, nebot feseni je trivialni a vlastni projekce je
popsdna vztahem:

x' X 1 0 0 O]rx
y' —m |Y[=f0 1 0 0] [y
z' partz 0 0 0 d||z
w' 1 0 0 0 11l1

AZ dosud byly rovinné projekce reprezentovany pro pfipad w = 1, coZ neni vidy mozné, a navic byla
ztracena vzddlenost od pozorovatele, kterd je nutnd pro reseni viditelnosti.
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Kosouhlé projekce
Kosouhlé projekce se velmi €asto pouZzivaji v praxi. Jejich vyhodou je ¢astecna moznost odmérovani,
napfr. z vykresu, hran ploch, které jsou rovnobézné s primétnou.

Obr.QQQQ

Obr.QQQ znazornuje kosouhlou projekci. Je nutné zdlraznit, Ze vlivem zobrazeni dochazi ke zkresleni
tvard, které nejsou rovnobézné s rovinou priimétny.
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4.4.Perspektiva a pseudovzdalenost

Pro feSeni viditelnosti jednotlivych ¢asti objektu se dnes prevdiné pouziva tzv. z-buffer (depth
buffer), viz kap.11 (Algoritmy feSeni viditelnosti). Ztrata informace o vzdalenosti od pozorovatele, tzv.
o hloubce, je nepfijatelnd, nebot by pak nebylo mozné resit otazku viditelnosti. Vzdalenost bodu P od
pozorovatele, ktery je v pocatku souradného systému, je dana vztahem:

d= /sz + P7 + P?

coz je evidentné nelinedrni vztah. Nicméné pro ucely urceni viditelnosti vlastné nepotiebujeme
vzddlenost, ale potfebujeme informaci, co je ddle a co je blize k rozhodnuti, kterd ¢ast objektu je
zakryta, resp. je viditelna pozorovatelem. TakZe staci vlastné funkce, jejiz hodnota monoténné roste
se vzddalenosti, tzv. pseudovzddlenost. Zvypocetniho hlediska je rozumné, aby vypocet
pseudovzdalenosti pouzival stejny jmenovatel, jak pro soufadnici x, tak i pro souradnici
y v perspektivni projekci s néjakym linearnim ¢lenem zahrnujicim hodnotu z soufadnice.

Upozornéni: Z diivodu konzistentnosti s vétsSinou dostupnych publikaci a grafickych knihoven budeme
v ndsledujicim pouZivat pravotocivy souradny pro vyklad pseudo—vzddlenosti.

Pro vypocet perspektivni projekce s pseudovzddlenosti se pouziva vztah:
P, P, aP,+b
x5y5z") =d—, , )
"y 27) ( —p,'“"p' P,
Z uvedené transformace vyplyva, Zze hodnoty x*, y* jsou stejné hodnoty jako v ptipadé jednoduché

perspektivni projekce a hodnota z* uréujici pseudovzdalenost je ovlivnéna dvéma parametry a a b.
Tyto parametry by Slo volit prakticky libovolné, ale z praktickych davodid, kdy z* hodnota je
v pohyblivé fadové ¢arce, je rozumné volit hodnoty parametr( a a b tak, aby z* € (—1,1). V realné
scéné jsou objekty ,,uzaviené” mezi dvéma rovinami, a to rovinou predni (Near), kterad se oznacuje
jako N, a rovinou zadni (Far), ktera se oznacuje jako F. Vzhledem k tomu, Ze vzdalenost primétny ma
vliv jen na velikost, ztotoZnuje se priimétna s rovinou N a tedy:

P P, aP,+b
(x*,y*,z*) — (N X ,N y ) Z )
_Pz _Pz _Pz

Z vyse uvedenych podminek, tj.:

aN +b aF +b
TN l=—"%
Upravou pak dostavame:
N=aN+b —F=aF+b
Redenim pak“
N+F 2NF
“=-F=w =TF-N

Hodnota z* je vlastné hodnotou, kterd v z-bufferu slouzi k rozhodnuti, zda dany pixel se ma vykreslit,
¢i nikoliv vzhledem k viditelnosti. Z grafu na obr.XXXX je zfejmé, Ze pro velké hodnoty z dochazi
k malym zménam, coZz muzZe vést ke Spatnému urceni viditelnosti.
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Obr.XXXX

ProtoZe N < F, |ze pseudovzdalenost aproximovat vztahem

=1+ 2N
z" = —
P,
Vyse uvedend formulace je vlastné pro kartézské souradnice, nikoliv pro projektivni prostor, kde bod

je reprezentovan svymi homogennimi souradnicemi.

Transformace pro perspektivni projekci pro body danymi v homogennich soufadnicich, tj. bod x je
uréen jako x = [x,y,z:w]T, je uréena transformaci”

x' N 0 0 O]rx
y'|_ N 0 Ofl|y
z' | 0 a bl||z az + b
w' 0 1 olw

—

Tato transformace vsak uz nema posledm fadek [0,0,0:1]7 Vsechny geometrické transformace,
které nemaji posledni Fadek transformaéni matice ve tvaru [0,0,0:1]7, uZ nerealizuji afinni
transformaci, ale transformaci perspektivni, v naSem ptipadé perspektivni projekci. D4 se ukazat, ze
perspektivni projekce je vlastné zietézenim operace perspektivni transformace a paralelni projekce.

PFi realizaci vlastniho zobrazeni se vlastné zobrazuji ty objekty, resp. jejich ¢asti, které jsou v tzv.
pohledové pyramidé. Ta je ur¢ena obdélnikem na primétné a pozici pozorovatele. Je tedy ptirozenou
otdzkou, zda by bylo mozZné objekty ,néjak transformovat” tak, aby byl nahrazen vliv perspektivni
projekce, a vSe zpracovavat obdobné jako pfi paralelni projekci, viz obr.qqq

¥

{ = e

{left, top, —N)

_ =z

perspective |
transformation
x
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Vzhledem ktomu, Ze se transformuji body, resp. vrcholy linearnich uUtvard, jako je Usecka,
trojuhelnik apod., Ize postupovat ve dvou krocich, a to:
e transformace objektl do tvaru, ktery po paralelni projekci da stejny vysledek
e transformace do normalizovanych soufadnic NDC prostoru (—1,1) X (—1,1) x (—1,1), ktery
se nazyva kanonicky pohledovy objem (canonical view volume).

le zfejmé, Ze misto z souradnice bude vysledkem opét pseudovzdalenost z*.

L]

Y
Fy

obrr. TTTTTTTTTTT

Nepfimym disledkem této transformace je, Ze:

e v mnoha operacich se eliminuje operace ndsobeni; jde o vlastné o ndsobeni hodnotou +1
e nezvysuji se vypocetni naroky, nebot transformace se ,pfidaji“ do kumulované matice
transformace

Zobrazovaci okno je uréenou obecné souradnicemi (left,right) X (bottom,top) a vysledna

transformace je pak urcena matici:

2N 0 right + left 0 1
right — left right — left
0 2N top + bottom
top — bottom top — bottom
0 0 F+N 2FN
F—-N F—-N
0 0 -1 0o

Matice projekce (Projection Matrix) zajistuje perspektivni transformaci, posuv a zménu méritka

vCetné prevodu do kanonického pohledového objemu.

Vaclav Skala
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V pripadé poufziti knihovny OpenGL je tato matice je vytvorena OpenGL funkcemi:
glFrustrum(left, right, bottom, top, N,F)

nebo ,uZivatelsky privétivou” funkci:
gluPerspective(viewAngle, aspect, N,F)

kde:
I ; —
top=Ntg <@ viewAngle/Z) right = top  aspect

left = —right bottom = —top
Je zfejmé, Ze nékteré objekty jsou zcela nebo ¢aste¢né vné pohledové pyramidy, a ty je tedy nutné
vhodnym zplisobem odstranit. Tuto operaci zajisti operace ofezavani, tj. ofiznuti vici kanonickému

(pohledovém) objemu, viz kap.5 (Metody ofezavani v EZ a E* a operace s n-uhelniky).

V soucasné dobé se zacina prosazovat trh s 3D zobrazovanim, které je v prevazné vétsiné realizovano
stereoskopickou projekci. Je tedy vhodné uvést alespon zakladni informace.
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4.5.Stereoskopicka projekce

Stereoskopickd projekce je v zasadé zaloZzena na perspektivni projekci, kdy se generuji dva obrazy, a
to jeden pro levé oko a druhy obraz pro pravé oko, pficemz se respektuje o¢ni vzdalenost (disparita),

tj. cca 65 [mm]. Tim se vytvafi iluze 3D prostoru z hlediska percepce.

Apparent position
of the point

Left eye Right eye

-

Retinal disparity

Screen
Parallax

Left eye Right eye

——

Retinal disparity

a) konvergentni paralaxa

b) divergentni parala

Je nutné zdUraznit, Ze zejména:

e stereoskopicky obraz je ,korektni“ jen pro takového pozorovatele, ktery je presné v pozici,
pro kterou byl obraz generovan. To znamen3, Ze napf. 3D televize nebo v 3D kiné maji ostatni
pozorovatelé obraz nekorektni

e stereoskopicky obraz musi byt generovan tak, aby respektoval vlastnosti projekéniho zatizeni,
tj. skutecnou velikost promitaci plochy a fyzické rozliSeni. Pokud se zméni velikost promitaci
plochy, napf. 5x v kazdém sméru, tak se disparita také 5x zvétsi a ocni osy nebudou
konvergovat do spolec¢ného bodu a budou pfipadné divergovat, viz obr. xxx.b.

PFi generovani stereoskopickych obrazl je celd fada dalsich faktor(, které je nutné respektovat, aby
vysledny viem byl akceptovatelny. V mnoha pfipadech vysledny 3D stereo obraz vykazuje ,cartoon
effect”, tj. jako kdyby scéna byla slozena z 2D fezQ.

Fotoaparat s 3D ndstavcem 3D profesionalni kamera

Rovinné projekce, které byly uvedeny vyse, jsou zajisté velmi Casto pouzivané, avsak také hodné
limitujici. Vedle rovinnych projekci se pouZivaji i projekce nerovinné, at uz v pocitacové grafice,
pocitacovém vidéni, nebo v kartografii. Tyto projekce vSak uZ nejsou realizovatelné linedrnimi vztahy
ani pfi poutziti projektivniho rozsireni kartézského souradného systému.
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4.6.Nerovinné projekce

Typické nerovinné projekce, mezi které lze pocitat valcovou a sférickou projekci, se bézné pouzivaji.
Valcova projekce se pouziva pro zobrazeni scény predevsim se Sirokouhlym zaznamem. U fotografii
s malou ohniskovou vzddlenosti a Sirokym uUhlem zdbéru je znamo, Ze objekty na stranach jsou
zkresleny. TakZe by bylo spravné obraz promitat na valcovou plochu. Sféricka projekce se s vyhodou
pouziva napf. ve vizualizaci astronomickych dat.

Uvedme jen nékteré zajimavé nerovinné projekce:
e Panniniho projekce (Pannini projection), kterd je urcena predevsim pro perspektivni obrazy
s velkym pohledovym thlem (http://vedutismo.net/Pannini/).

Gian Paolo Pannini, Interior of St. Peter's, Rome, c. 1754, oil on canvas, 60.75 x 77.5 in. National Gallery of Art, Washington
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e Projekce Mercatorova (Mercator projection) pouZzivand v GIS systémech a kartografii
http://www.geo.utexas.edu/courses/420k/PDF_files/LABS/GIS/map_project.pdf

B
i

S

== = s

http://dawnemapy.com.pl/pages/mapy/swiat/xvi—w.php?p=40

Urcité zajimavou oblasti aplikace nelinedrnich projekci je oblast pocitacového vidéni (computer
vision). Na obr.XXX je ukazka snimani okoli robota s thlem snimani 360°.

[ ]
Mirror
.
©,a]f [\lt:=@]
o)
b
¢ — ens
| ,=d] Ca;
s
: Sensor
[=p—(a+ f)]
Robot
Ground pl [0, -4 [r<h]
Viz http://jbe.wz.cz/wiki/omni/publ/2-theory Typicky vystup z kamery

Je zfejmé, Ze:

e zdUvodl nelinearnich transformaci kamera musi mit vysoké rozliseni
e pokud jsou pouzity vhodné dveé takové kamery, dostdvame moZnosti reprezentace prostoru

Drs, Vsetecka: Objektivem pocitace, SNTL 19857??
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4.7.Priklad perspektivni projekce

Priklad 1

Uvazme ndsledujici ulohu, kdy chceme simulovat perspektivni pohled fidi¢e jedouciho na pfimé
silnici. Pozice pocatku bude vZdy v pocatku souradného systému. Jaky bude vysledny pohled fidice?

b
¥ i
|
LB e R o B o A = (u,c,v)
s B = (u,c+v,w)
st&na panel D = (u+v,c+v,w-v)
E = (u+v,c+v,w-v)
G.K 4
| c | A ' E
2R | R u u+v
x
-C
= | g 5
| »
GH -
o |
} rimé&tna 5
1;1 P B
<
K,L W-v
d
Priklad 2

Uvaime krychli (—=1,1) X (—1,1) , tj. s téZistém v pocatku a ve standardni pozici. Vrcholy oznaéme
A,B, ,H. Jaky bude vysledek perspektivni projekce, pokud pozorovatel bude na ose z v pozicich
z=-2,z=-0.5,2z=0,5, z =2 avysledky nakreslete v¢éetné hran a zkontrolujte korektnost.

Co je zvlastniho a proc?
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Projekci z E3 do E? je vlastné zakon&ena ¢ast geometrickych transformaci s objekty.

ED{;§S;t?% 3D woxld View reforence I‘;E'm“j‘emﬂ'mf 2D device
compdinates coordinates coordinates iordinates coordinates

Ty Casti objektu, které jsou mimo zobrazovany prostor, se musi odstranit. Tento proces se nazyva
orezdvdni, neboli clipping.
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5. Metody orezavani v EZ a E3 a operace s n-uhelniky

Metody ofezavani jsou metodami, které jsou pouzitelné i v jinych oblastech. Ofezavani je ,Uzkym
hrdlem“ grafického systému, nebot prakticky vsechny elementy musi modulem ofezavani projit.
V nasledujicim textu budou uvedeny jen zakladni algoritmy s tim, Ze mnoho dalsich algoritmU lze
nalézt v dostupné literatufe a z digitalnich knihoven dostupnych ze ZCU, resp. pFistupem pres VPN,
napf.

e Skala,V.: Algoritmy otfezavani, ISBN 978-80-86943-22-0, Plzeri, 1990, 2011
(http://herakles.zcu.cz/~skala/EDU-PUB/Habilitace-komplet.pdf)

e Skala,V.: Algoritmy pocitacové grafiky Il, ISBN 978-80-86943-20-6, Plzeni, 2011
(http://herakles.zcu.cz/~skala/EDU-PUB/APG-2-OCR.pdf )

e Bui Duc Huy: Algorithms for Line Clipping and Their Complexity, PhD, Plzen, 1999
(http://herakles.zcu.cz/~skala/MSc/Diploma_Data/DIS_1999 Bui_Duc_Huy.pdf)

Algoritmy ofezavani jsou predevsim uréeny k odstranéni téch ¢asti, které jsou mimo kreslenou
plochu, nebo mimo pohledovou pyramidu, resp. k realizaci néjakého vyfezu z ptivodniho celku.

5.1.Algoritmy orezavani v E2

Algoritmy ofezavani v E? lze rozdélit podle rGiznych hledisek. Téméi viechny algoritmy pracuji
v Eukleidovském soufadném systému, kromé algoritmu S-Clip pro ofezavani pfimek a Usecek, ktery
ofezava pfimky a Usecky v E? zadané v implicitni formé& nebo body v projektivnim prostoru. Také
ofezavaci okno, tj. obdélnik, konvexni nebo nekonvexni n-uhelnik, mizZe byt zadano body
v projektivnim prostoru. Algoritmus nevyZaduje operaci déleni pro prevod do Eukleidovského
prostoru.

Dale uvadéné algoritmy nejsou optimalizovany — pfi jejich aplikaci je nutné je optimalizovat.

5.1.1. Cohen-Sutherland algoritmus
Cohen-Sutherlandlv algoritmus je asi nejzndméjsim algoritmem pro ofezavani Usecky obdélnikovym
oknem. Tato Uloha je zdanlivé jednoduch3, ale pokud se ma realizovat operace efektivné, pak nejde o
zcela trividlni algoritmus. UvaZme proto zakladni pripady, které je nutné uvazovat, viz obr.QQQ

Ymin /
o/‘p q

min Xmax
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Obr.QQQ: Zakladni situace pro orfezavani usecky obdélnikem

Je zifejmé, Ze pocet zdkladnich typickych situaci neni trividlni a prfimy vypocet a testovani by byly
vypocetné neunosné. Cohen a Sutherland navrhli efektivni feSeni spocivajici pfedevsim v ,,chytrém®

kddovani koncovych bod( Usecky s naslednym vyuZitim téchto kodl pro efektivni feSeni tlohy.

1001 1000 1010
0001 00O00O0 0010
0101 0100 0110

Obr.TTTT: Kédovani koncovych bod( Usecky

Algoritmus je zaloZen na rozdéleni plochy na 9 oblasti, viz obr.TTTT, a ndsledujicich zdkladnich

krocich:

e urceni, do které oblasti koncové body usecky patfi

o detekce elementarnich pfipadd, kdy Usecka je zcela uvnitf nebo vné

e FeSeni ostatnich pripadu iterativné. Maximalni pocet krok je 4, ale jsou pomérné slozité

Urceni kédu pro bod:
function CODE(x, y);
byte c;
{
if x < X, then c: = 1 else if x > x,,,, then c: = [0010] else c: = [0000];
if Y < Ypmin then c:= c lor [0100] else if y > y,,,,, then c: = ¢ lor [1000];
CODE :=c

Timto postupem dostaneme kddova slova ¢; a ¢, pro oba koncové body Usecky x; a x,.

Je zfejmé, Ze elementdrnimi pfipady jsou:
e oba koncové body jsou uvnitf okna, tj. (c; lor c;) = 0, kde lor je operace or po bitech
e oba koncové body jsou nad, pod, vlevo nebo vpravo, tj. (c; land c¢,) # 0, kde land je
operace and po bitech
Pokud nejde o jeden z téchto trividlnich pFipadu, je nutné pocitat prlseciky s jednotlivymi hranami
okna a testovat, zda novy prlsecik je vné okna, ¢i nikoliv. Jednotlivé priseciky se pak uci takto:

(xmin: k(xmin —x) + Y1) Je-li bod vlevo
(Xmax k(X1 = Ximax) + Y1) Je-li bod vpravo
(Q(yl - ymax) + xl"’)’max) Je-li bod nad
(@Ymin — ¥1) + X1, Xmin) Je-li bod pod
kde:
k:u & x;—x;#0 k:xz—x1 & y,—y; #0
X2 =% Y2 — V1
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Cely postup lze schematicky popsat takto:
c1:= CODE (x1,¥1); ¢z := CODE (x3,¥,);
if (c; lor c;) = 0 then { LINE (x1, y1, X2, V,); EXIT } # Usecka je zcela uvniti #
if (c; land c;) # 0 then EXIT # Gsecka je zcela vné #
repeat
ifcy, =0thenc := cyelsec := cy;
if (c land 1) # 0 then # bod je vlevo #
{ yi=y1+ Gmin =202 = y1) /(X2 — X1) ; X 3= Ximin }
else if (c land 2) # 0 then # bod je pravo #
{ yi=y1+ (1—Xmax) V2 = Y1)/ (X2 = x1) ; X = Xpax }
else if (c land 4) # 0 then # bod je pod #
{ x:=x1+ Wmin =y 2 = %1/ (V2 = Y1) 5 ¥V = Yinin' }
else if (c land 8) # 0 then # bod je nad #
{ x:=x1+ 1= Ymaxr) %2 =200/ V2 = Y1) ;¥ *= Ymax b
ifc = cy then{x; = x;y; :=y; CODE (xq,y1) }
else {x; = x; y, =y ; CODE (x3,¥,) };
if (c; 1and c;) # 0 then EXIT # posledni ¢ast Usecky je zcela vné #
until (¢; lor c;) = 0;
LINE (x1, Y1, X2, ¥2);
EXIT
Algoritmus TTTTTTTTTTTTT

Z algoritmu je zfejmé, Ze algoritmus pres zdanlivou jednoduchost feSeného problému md pomérné
vysokou vypocetni slozitost. Je mozné jej Castecné optimalizovat, napf. predpocitdanim hodnot k, g,
nebot odpovidajici vyrazy se nékdy pouZivaji 2x.

Otdzka - V jakém pripadé provede algoritmus celkem 4 cykly??

Zde je nutné upozornit:
e na moZné problémy s presnosti vypoctu, které mohou vzniknout pfi vypoctu priseciku a
stanoveni odpovidajiciho kédového slova
e operace porovnani je nejdelSi numerickou operaci hned po operaci déleni v pohyblivé fadové
Carce

Uloha
Porovnejte Cohen-Sutherland(iv (CS) algoritmus s nasledujicimi algoritmy, které nahradi posledni ¢ast
CS algoritmu:

e pro netriviadlni situace se spoctou 4 priseciky s hranami okna pfimo a hodnoty parametru t
se porovnavaji, protoze obdélnik je konvexni n-thelnik, tak i parametry t museji byt cyklicky
usporadany

e porovnejte CS algoritmus, navrzeny algoritmus bez poufZiti vldken a paralelizovany
algoritmus. Lze napf. podle hodnot s, a s, rozhodnout, které hrany mohou byt protnuty?

Napovéda: Pokud jsou hrany obdélnika indexovany po sméru nebo proti sméru hodinovych, pak i
hodnoty parametrl t maji stejnou indexaci a musi mit cyklicky rostouci nebo klesajici hodnotu.
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5.1.2. Sutherland Hodgman algoritmus - doplnit
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5.1.3. Cyrus Beck algoritmus
Cyrus-Beck algoritmus (CB) je algoritmus, ktery umoZiuje ofezdvani primky i usecky konvexnim
n-uhelnikem a je snadno modifikovatelny i pro pripad primky, resp. Usecky v prostoru. Algoritmus je
sloZitosti 0(n), kde n je pocéet hran n-uhelnika.

Priseciky pocitané CB algoritmem

Pfimka je zaddna dvéma body X, a Xy a tedy v parametrické formé:

X=X+ Xg—X)t=X,+St
Pfedpokladejme hypotetického pozorovatele, ktery je v bodé t = —oo a divd se ve sméru vektoru S.
Algoritmus je zaloZen na:

e rozdéleni hran n-Uhelnika do dvou skupin, a to: na hrany, které pozorovatel vidi, a na hrany,
které nevidi
e vypocet prusecikd primky s jednotlivymi hranami
o uhran, které vidi, hleda maximalni hodnotu t,,;,, parametru u pfislusnych prasecikd
o uhran, které nevidi, hleda minimalni hodnotu t,,,, parametru u pfislusnych
priseciki
o pokud tyax < tmin, ti- interval (tmin, tmax) = 9, pak dana pfimka konvexni n-Ghelnik
neprotind

V pfipadé orfezavani uUsecky je nutné spocitat, zda vypocteny interval ma neprazdny pranik
sintervalem (0,1). Pokud (0,1) N (tin, tmax) = @, pak Usecka nema sn-Ghelnikem prisecik.
V opacném pripadé se body priseciku dopoctou z parametrické rovnice pfimky.
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procedure CB; #input: xa, Xz #

{
S 1= Xg - Xp;
tmini=-0; tmac=0; #Htmin:=0; tma:=1;in case of aline segment #
for i:=0 to N-1 do

{
q:=ns;
if g <0 then
{ # the i-th edge can be seen from infinity in the negative direction of —s #
t:= - (0 Xa+ €)/Q; tmin:=max (t, tmin);
} else
if g > 0then
{ #the i-th edge can be seen from #
#infinity in the direction of s #
t:= - (0 X+ 6)/0; tmaxi= MIN (t, trax);
} else solve a special case n;/'s=0
|3
if toin < tmax then
{ Xa:= Xa+Stmin; Xg = Xa+Stma; output (Xa,Xz)}

} # CB algoritmus #

Princip Cyrus-Beck algoritmu

5.1.4. Algoritmus se sloZitosti O(lg n)

Cyrus-beck algoritmus pro fezavani prfimky nebo usecky konvexnim n-uhelnikem vyuZiva konvexitu
pouze k tomu, aby vyhodnocoval pouze 2 moiné priseciky. V pfipadé E? jsou vrcholy usporadané ve
sméru (clockwise) nebo v protisméru (anticlockwise) hodinovych rucic¢ek. Princip duality v E? ¥ika, Ze
bod je dualni pfimce a naopak, prlinik je dualni sjednoceni a naopak. TakZe problém, zda pfimka
protina konvexni n-thelnik v E? je dudlni Uloze, zda je bod uvniti konvexniho n-thelnika. Tento
problém je sloZitosti O(lg n). Vlastni algoritmus ofezavani je zalozen na plleni intervalu indext
vrcholll daného konvexniho n-uhelnika. Vzhledem k vétsi sloZitosti algoritmu, vlastni algoritmus neni
zde uveden. Podrobny popis viz:

Skala, V.: O(Ig N) Line Clipping Algorithm in E2, Computers & Graphics, Pergamon Press, Vol.18,
No.4, 1994

Je nutné zdlraznit, Ze algoritmus je pro n > 3 rychlejSi nez algoritmus Cyrus-Beck. Je nutné
zdUraznit, Ze pokud konvexni n-thelnik ma napt. 1024 vrchol(, pak Cyrus-Beck vyzaduje 1024 krokd,
zatimco O (lg n) algoritmus vyZaduje pouze 10 krokd, coZ je podstatny rozdil.

Na tomto pripadé je nazornd ukazka, jak aplikace principu duality mize vést k navrhu novych
efektivnich algoritm(. Poznamenejme, Ze aplikaci principu duality se vSak vypocetni sloZitost daného
problému neméni.
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5.1.5. Algoritmus Smart-Clip (S-Clip)

AZ dosud jsme se zabyvali algoritmy, které byly navrieny pro feSeni problému v Eukleidovském
prostoru. Nicméné soufadnice bodu jsou reprezentovany v homogennich soufadnicich a po aplikaci
geometrickych transformaci nebo jinych vypoctl hodnota homogenni soufadnice je obecné w # 1.
To znamen3, Ze pro Ucely ofezdvani by bylo nutné provést déleni souradnici w, tedy 3 operace déleni
na 1 bod. Pfi poctu zpracovévanych bodd 10> — 101° by tato konverze vyZadovala nedmérny
vypocetni vykon.

Algoritmus S-Clip je algoritmus, kterd umoziuje ofezavani primky nebo Usecky obdélnikovym
oknem, konvexnim n-Uhelnikem se sloZitosti O(n) a nekonvexnim n-tuhelnikem se sloZitosti

O(n + mlg m), nebot je nutna operace fazeni nad m nalezenymi priseciky.

Algoritmus je zaloZen na vyhodnoceni pozice vrchold n-thelnika vzhledem k ptimce dané dvéma
body, tj. ve které poloroviné body lezi. Na zakladé této klasifikace se urci indexy hran, které pfimka
protina, a nasledné se spoctou pruaseciky téchto hran.

Predpokladejme, Ze je dan konvexni n-thelnik a pfimka p rovnici F(x) = ax + by + c. Pfimka p
rozdéli prostor na dvé poloroviny, tj. pro F(x) > 0 a pro F(x) < 0. Hodnota funkce F(x) muize byt
vyhodnocena pro kazdy vrchol n-ahelnika. Pro i-ty vrchol pak dostavame i-ty bit kddového slova ¢
jako:

¢ = {1 pokud  F(x;) > 0 proi =0,..,n—1

0 jinak

To znamena, Ze kazdy vrchol je ohodnocen, zda leZi ,,napravo” nebo ,,nalevo” od ptimky p.

s
. F(x)<0

Obr.xxx: Ohodnoceni vrcholll n-uhelnika vici pfimce p

V nasledujicim se omezime na obdélnikové okno, bez Ujmy na principu, ¢i na obecnost algoritmu.

X3 X, Xg
%
e3
F(x)<0 e,
XA
F(x)>0 e,
X, X,

Obr.XXXX: Otfezavani obdélnikovym oknem
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V pripadé obdélnikového okna je kédové slovo c uréeno:

¢ =[c3,cy, C1'Co]T

a kod ¢ nyni uréuje jednoznacné pozici pfimky vici vrcholim ofezavaciho n-thelnika. Pro jednotlivé

hodnoty kddovych slov ¢ Ize explicitné specifikovat hrany, které budou pfimkou p protnuty, Tab.QQ.

C |G| C2| Ci | C | TAB1|TAB2| MASK
0 0| O 0 0 | None | None] None
1 0] 0 0 1 0 3 0100
210]0 1 0 0 1 0100
310]0 1 1 1 3 0010
4 101 1 0 0 1 2 0010
510 1 0 1 N/A | NNA| N/A
6 10| 1 1 0 0 2 0100
7101 1 1 1 2 3 1000
8 110 0 0 2 3 1000
9 110 0 1 0 2 0100
101110 1 0 N/A | NNA| N/A
111110 1 1 1 2 0010
12 | 1 1 0 0 1 3 0010
13| 1 1 0 1 0 1 0100
14 | 1 1 1 0 0 3 0100
151 1 1 1 1 ]| None [None| None

kde:

e N/A (non-applicable case) oznacuje ptipady, které nemohou principidlné nastat, nebot
kombinace ¢ = [0,1,0,1]7 by znacila, e ptimka p mé 4 priseciky s konvexnim n-Ghelnikem,

coz pro konvexni n-uhelnik neni mozné.

e None oznacuje pfipad, kdy pfimka p neprotina dany n-dhelnik

e vyznam sloupce MASK bude vysvétlen pozdéji — pouZije se pro rozsifeni algoritmu S-Clip pro

ofezavani usecky, tj. algoritmu S-Clip_Segment.

Indexy hran protnutych pfimkou p jsou uloZzeny v TAB1 a TAB2 a lze nahlédnout, Ze tyto hodnoty jsou
»Ssymetrické”, coz je ddno implicitnim popisem pFimky p, kdy F(x) = 0 a - F(x) = 0 definuji stejnou
pfimku p. Proto je také nepodstatna orientace vrchold okna, tj. ve sméru nebo v protisméru

hodinovych rucicek.

Vyse uvedenou tabulku Ize vygenerovat automaticky pro konvexni n-uhelnik, nebot pokud
c; # Ciy1, pak hrana x;x;,, bude pfimkou p protnuta. Délka tabulky je pak 2", kde n je pocet

vrchold n-uhelnika.

procedure S-CLIP_Line ( x4, Xg);

#input: x4 = [x4,y2:w4l" xp = [xp,yp:wp]" p=[a,b:c]” n=4#

{

HlH# p=x, X xp; #prax+by+cw = 0#

#2# fork:=0ton—1do # cyklus maze byt realizovan paralelné #
#3#  ifp'x, > 0thenc, = lelsec, = 0; #x, = [xp, Vi wi )T #

#4# if ¢ = [0000] or c = [1111]” then EXIT; # numericky test if c=0 or c=15 then EXIT #

#5# i :=TABl[c]; |j:=TAB2[c];

#o# x,:=pXe;; Xxg:=pXe;; #e;jei-tahranan-thelnika #

#7# DRAW (x, , x5)
} # S-CLIP_Line#
Alg. Clip-LS
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Z vyse uvedeného algoritmu je ziejmé, Ze body definujici pfimku, resp. Usecku a vrcholy n-uhelnika
jsou v homogennich soufadnicich, pficemz homogenni slozky soufadnic bodd mohou byt w # 1, cozZ
je dlsledkem pouziti implicitni formulace. Neni tedy zapotrebi pouzit operaci déleni pro prevod do
Eukleidovského prostoru.

Vyse uvedeny algoritmus je jednoduchy, elegantni, a pokud implementovan, napf. na GPU
architekture, pak vektorovy a skaldrni soucin je hardwarovou instrukci. Otazkou je, zda algoritmus
nelze dale optimalizovat.

Optimalizace algoritmu pro okno (—1,1) X (—1,1)

U geometrickych transformaci a projekci byl zaveden princip NDC prostoru. Analyzou algoritmu vyse
uvedeného je zfejme, Ze vektorové souciny v pfifazenich x,:=p X e; a xg:= p X e; mohou byt
podstatné zjednoduseny, nebot pfimky hran obdélnika mohou byt vyjadieny tak, Ze jejich koeficienty
nabyvaji hodnot {—1,0,1}. Neni tedy zapotfebi ndsobeni pro realizaci vektorového souéinu, tj. lze
uSetfit aZ 6 nasobeni na kazdou primku.

Modifikace algoritmu S-Clip pro tsecky

Vyse uvedeny algoritmus S-Clip je uren pro ofezavani primek. Pocitacova grafika vSak vétSinou
zpracovava ,konecné” elementy, napf. Usecky, trojuhelniky apod. Je tedy nutné se podivat, jak
algoritmus S-Clip Ize modifikovat pro pfipad ofezavani usecek. Obdobné jako Cohen-Sutherland
algoritmus pouzZijeme kdédovani koncovych bodl ofezavané usecky.

2@

XA B
1010 0010 0110
X3 eZ Xz/XB
Xg e,
€, y @ Xg
1000 y 0000 0100
A XA@ XB XB
e, @ ®
Xy X,
1001 0001 0101
XA XA XA

Obr. Klasifikace koncovych bodu ofezdvané usecky

Modifikace algoritmu S-Clip pro ofezdvani usecky je zaloZena na jednoduchém principu. Drive
uvedeny algoritmus S-Clip urcuje pfimo, které dvé hrany jsou protnuty pfimkou, na niz dana usecka
lezi. Pokud se eliminuji elementdrni pfipady, kdy usecka je zcela uvniti nebo vné, pak pokud koncovy
bod leZi uvnitf, je nutné vybrat spravnou hranu jiz dfive z dvou vybranych hran, se kterou se vlastni
prusecik spocte. Napf. pokud pfimka protina hrany e; a e; a ¢, je kdd ohodnoceni vrcholu
ofezavaciho okna, pak prikazy:
if cg land MASK[c] =0

then intersectionp & e,

else intersection p & e;
urci odpovidajici prisecik. Tabulka MASK byla jiz uvedena dfive, viz Tab.xx.
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function CODE (x);
{
c:=[0000];
if X < Xmin then c:=[1000]
else if x> Xax then c:= [0100];
if y < Ymin then c:=clor [1001]

else if y >y, then c:= c lor [0010];

CODE :=¢
} #CODE#;

procedure S-Clip_Segment (x, , Xz); #input: X, , Xz #

# C_LS - Clipping Line Segment x,, Xz — can be in homogeneous coordinates #

# the EXIT statement ends the procedure #
# land / lor — bitwise operations and / or #
{ # end-points classifications#

ca := CODE (x,); cg:= CODE (xz);

# detection of trivial cases #

# case 1 —line segment inside #

if (ca lor cg) = 0 then

{ output (x,; Xz ); EXIT }

# case 2 — line segment outside — just EXIT#

if (ca land c;) # 0 then EXIT;
# all trivial cases solved #
# compute coefficients of the line p #
P = Xa X Xg; # ax+by+c=0; p =[a,b,c]" #
for k:=0 to 3 do # x,=[x,yi, 1] #
if p'x, > 0 then c,:=1 else c,:=0;
#c=[csCpcy, Col #
if ¢=[0000]" or ¢ =[1111]" then EXIT;

# the line segment lies outside of the window - it distinguishes also the cases 4 and 6 in Fig.xx #

# there MUST be one intersection at least #

i:= TAB1[c]; j:=TAB2[c];

if ca0andcz =0

then
# there are two intersections #
{xa:= pxe;; xg:= pxe; }

# vector e is pre-defined for the i-th edge #

else # there is only one intersection point #

if c,=0then# x; is outside #

{ if cgland MASK[c] #0 then xg:

else if ¢z =0 then # x, is outside #
{ if caland MASK[c] #0 then x,
output (X, , Xz )
end # S-Clip_Segment #

= pxe; else xz:

pxe}

pxe; elsex,:= pxe};

Modifikace algoritmu S-Clip pro ofezavani Usecky obdélnikem
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Zvyse uvedeného algoritmu je zfejmé, Ze S-Clip algoritmus pro ofezdvani pfimky a usecky je

jednoduchy, rozsifitelny na konvexni n-uhelnik. Tabulky TAB1, TAB2 a MASK se generuji podle zadané

hodnoty n, tj. poc¢tu vrchol( zadaného n-uhelnika.

V pfipadé nekonvexniho n-uhelnika je nutné pfrimku,

resp.

usecku reprezentovat pomoci

parametrického vyjadreni, vypocty modifikovat pro parametrické vyjadreni a hodnoty parametru t

jednotlivych prisecikd seradit.

Obr. Ofezavani pfimky nekonvexnim n-thelnikem

Podrobny popis algoritmu S-Clip a jeho modifikaci viz:

e Skala,V.: A new approach to line and line segment clipping in homogeneous coordinates, The
Visual Computer, ISSN 0178-2789, Vol.21, No.11, pp.905-914, Springer Verlag, 2005
e Skala,V.: S-Clip E2: A New Concept of Clipping Algorithms, Poster, SIGGRAPH Asia, ISBN 978-

1-4503-1757-3, 2012, Singapore, 2012

5.1.6. Liang-Barsky algoritmus - doplnit

Doplnit
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5.2.Algoritmy orezavani v E3

Algoritmy ofezavani v E3 jsou uréeny k odstranéni téch &asti zakladnich grafickych primitiv, které jsou
mimo zobrazovanou oblast, tj. pfevainé Usecek a trojuhelnikd. V nasledujicim budou uvedeny jen
zakladni algoritmy.

5.2.1. Cohen-Sutherland algoritmus

Rozsiteni Cohen-Sutherland algoritmu do prostoru E2 je vcelku trivialni. Ofezavacim elementem je
kvadr, jehoZz hrany jsou rovnobéiné s osami sourfadného systému. Kédové slovo pozice koncovych
bod(i Use¢ky ¢ ma nyni 6 bitl, tj. ¢ = [near, far,left,right, bottom, top |7, kde bit near =1,
pokud bod je pred kvadrem, kterym ofezavame. Bit far = 1, pokud bod je za kvadrem, kterym
ofezdvame. Pruiseciky primky s kvadrem se poditaji jako prlsecik pfimky s plochami kvadru a
odpovidajicim zpGsobem je kdd modifikovan.

5.2.2. Cyrus-Beck algoritmus

Modifikace Cyrus-Beck algoritmu je také trivialni. V pripadé E? byl konvexni n-Ghelnik tvofen vlastné
prinikem polorovin, které jednotlivé hrany n-Ghelnika definovaly. V pfipadé E3 je konvexni
mnohostén definovan jako prinik poloprostor(i, na nichZ stény konvexniho n-uhelnika lezi. Takze
v algoritmu staci zaménit pojem hrany za pojem sténa a normala hrany za pojem normala roviny,
resp. stény. Algoritmus je stejny, pouze vypocet parametru musi obsahovat i koeficient roviny pro
z slozku, takze:

nlx, +d;

t:
' n'ls

kde kazdd rovina p; je dana rovnici a;x + b;y + ¢;z + d; = 0. Zbytek celého algoritmu je stejny.

Uloha

Formulujte CB algoritmus pro projektivni prostor, tj. kdyZz body jsou dany obecné v homogennich
soufadnicich, tj. x = [x,y,z:w]T, vektor s je také urfen v projektivnim prostoru, tj. linearni
interpolace s nelinedrni monotdnni parametrizaci, viz kap.9.1 (Linearni interpolace). Ukazte, Ze neni
zapotfebi operace déleni.

5.2.3. Sutherland-Hodgman algoritmus

Sutherland-Hodgmandv (S-H) algoritmus pro E3 je vlastné jednoduchym roziitenim S-H algoritmu
pro E3, kdy misto priise¢iku dané tsecky s hranou obdéinika se pocita prisecik Usecky se sténou
kvadru, obvykle jednotkové krychle, kdy vypocet je velmi jednoduchy. Toto se vyuziva v grafickych
akceleratorech, kdy otezavani usecek jednou rovinou krychle realizuje hardwarovy modul, a tyto
moduly jsou Ffazeny za sebou. TakZe cely blok realizujici ofezdvani se sklada z 6 moduld, které jsou
v sérii za sebou. Toto resSeni ma své vyhody, a to:

e jednoduché HW teseni a
e stejnou dobu zpracovani pro jednotlivé zpracovavané grafické elementy
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Algoritmus S-H |ze popsat sekvenci
(http://www.sunshine2k.de/coding/java/SutherlandHodgman/SutherlandHodgman.html)

for each clipping edge do
for (i = 0; i < Polygon.length -1; i++)
P; = Polygon.vertex[i];
P..1 = Polygon.vertex][i+1];
if (P; is inside clipping region)
if (P, is inside clipping region)
clippedPolygon.add(P;,4)
else
clippedPolygon.add(intersectionPoint(P;, P;,1, currentEdge)
else
if (P;,1 is inside clipping region)
clippedPolygon.add(intersectionPoint(P;, P;,1, currentEdge)
clippedPolygon.add(P;,1)
end for
Polygon = clippedPolygon // keep on working with the new polygon
end for

5.2.4. Clipping faces agains canonical volume - Hill, pp. 386
Doplnit
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5.3.0perace s n-uhelniky v E2

Mezi algoritmy orezavani patfi algoritmy pro operaci s n-Uhelniky, zejména pak operace mnozinové,
jako je prunik, sjednoceni, rozdil atd. Je zfejmé, Ze algoritmy se budou zasadné odliSovat podle typu
n-thelnikl, se kterymi jsou operace provadény. Hlavnim faktorem pak je, zda n-uhelniky jsou
konvexni nebo nekonvexni. Pfi sjednoceni dvou disjunktnich konvexnich n-uhelnik( zajisté mdzeme
obdrZet 2 samostatné konvexni n-uhelniky. Avsak v pfipadé prlniku dvou konvexnich n-uhelnikd
mUzeme obdrZet n-Uhelnik nekonvexni. V pfipadé nekonvexnich n-thelnikl pak obé operace, tj.
sjednoceni i pranik, obecné vedou k mnoZiné nekonvexnich n-thelnik(l na vystupu dané operace.
Operace s nekonvexnimi n-uhelniky jsou sloZitosti O(m n), kde m, resp. n je pocet vrcholl prvniho,
resp. druhého n-uhelnika. Pokud jeden n-uhelnik je konvexni, Ize ofekavat sloZitost O(m lg n).

Weiler-Athertonlv je jednim ze zakladnich algoritm( pro ofezavani nekonvexniho n-uhelnika
nekonvexnim n-thelnikem a vlastné realizuje operaci priniku.

5.3.1. Weiler-Athertoniiv Algoritmus

Weiler-Athertontv (W-A)algoritmus pouZiva orientovany seznam vrcholU k reprezentaci n-uhelnika.

—— e = = =

S

1
Obr.TTT: Reprezentace n-Uhelnik( a postup pfi generovdani vysledného n-uhelnika

Princip W-A algoritmu je zaloZen na praci se seznamy vrcholll reprezentujici nekonvexni n-uhelniky.
Vzdjemna orientace poradi pak urcuje, zda W-A algoritmus bude realizovat prunik, tj. ofiznuti, nebo
sjednoceni apod.
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a) Vysledny n-dhelnik

Start

Obr.XXX: postup prochazeni seznamem vrcholll a seznam reprezentujici vysledny n-thelnik

Podrobnéjsi popis W-A algoritmu Ize nalézt v odborné literature nebo v:

e Skala,V.: Algoritmy pocitacové grafiky Il, skripta, Plzern 2011

(volné dostupné v elektronické formé)

5.3.2. MinozZinové operace

MnoZinové operace v roviné nejsou prilis casté, ale jejich pouZiti v prostoru je pomérné casté.

Uvedme alespon zakladni typy operaci:

Prinik

Sjednoceni

Rozdil

Doplnék

C=ANnB

C=AUB

C=A-B

C=-—

kde A, B, C jsou obecné nekonvexni n-thelniky, resp. mnoziny nekonvexnich n-thelnikg.

vvvvvv

strukturu transformovat tak, aby operace prlniku a rozdilu byly pokud mozno co nejnize, operace

sjednoceni pak naopak co nejvySe. Jde o proces zndmého pod nazvem ,optimalizace dotazu

uzivatele” z databazovych systém(l. MnoZinové operace se pouZivaji obecné pro geometrické objekty

a geometrické modelovani, viz kap.13.6 (CSG stromy).

le zfejmé, Ze pro efektivni algoritmy jsou nutné i datové struktury. Urcité neni nejlepsi zplsob, jak

reprezentovat napf. konvexni n-uhelnik, resp. konvexni mnohostén pomoci praniku polorovin, resp.

poloprostord.

Volba datové struktury zdsadné ovliviiuje efektivitu algoritmu.
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6. Datové struktury

Datové struktury a jejich pouziti je klicovou soucasti vSech aplikaci. Datové struktury musi byt pokud
mozno voleny tak, aby:

e byly pouzivany v celé aplikaci, aby zbytecné nedochazelo k jejich pfevodu do jinych datovych
struktur apod.

e byly takové, aby mohly maximalné vyuzivat cache paméti pfi predpokladaném zpracovani,
pokud mozno eliminovat indexovani pomoci dvou nebo t¥i indexl

e podporovaly konzistenci geometrickych modell, tj. musi umoZriovat snadnou kontrolu
konzistence dat a geometrickych aspektl

e nevyzadovaly Casté prohazovani stranek virtualni paméti atd.

Je nutné si uvédomit, Ze pfi sou¢asném rozsahu zpracovavanych dat uz neni pfili$ kriticka rychlost
elementarnich operaci, ale kriticka je rychlost pfenosu dat z paméti, pripadné z velkokapacitni paméti
do cache paméti daného systému.

6.1.Zakladni typy popisu dat

Popis geometrickych entit mizZzeme rozdélit v zasadé na:
implicitné
objekt zadany parametricky
explicitné
Jednotlivé typy jsou pro jednoduchost ukazany na rovnicich pfimky a roviny.

Implicitni zadani

Implicitni forma je uréena implicitni funkci ve tvaru F(x) = 0. Objekt je tedy uréen v pfipadé E?
kiivkou nebo v pfipadé E3 povrchem, splfiujicim danou rovnici. Je nutné zddraznit, e obecné neni
dana orientace a vyndsobeni funkce libovolnou konstantou g # 0 urcuje stejnou kfivku, resp. stejny
povrch.

Pfimka Rovina Kruznice

Ax+By+C=0 Ax+By+Cz+D =0 x> +y*—R*=0

Implicitni popis je velmi silny, avSak v mnoha ptipadech vede k feSeni nelinearni algebraické rovnice
nebo jejich soustav.

Priklad slozitéjsich funkci

Y vt
v
v
/
€T X
—aN, O
/
o —a
7
7
Descarttv list x3 + y3 — 3axy = 0 Cassiniho kFivky
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Parametrické zadani
Parametricka forma je ¢asto pouzivana, nebot poskytuje orientaci v roviné parametr(. Typickou
ukdzkou je napf. linearni interpolace, nicméné parametricky Ize vyjadrit mnohé krivky nebo plochy.

Primka Rovina Kruznice
__[cosp
x=R [sin(p
x(w,v) = x1 + (X, — x)u nebo
x(t) =x4 + (x, — x1)t
(©) = x; + (0 — x;) e e e 12
X=R|——,——

[1 +t2'1+1t? l

Parametricka forma je pomérné casto pouzivana pro geometrické modelovani kfivek a ploch. P¥i
vykreslovani se parametrické krivky nahrazuji lomenou ¢drou, parametricky zadané plochy pak
mnoZzinou trojuhelnik( nebo trojuhelnikovou siti.

Podrobnéjsi informace, viz kap.10 (Parametrické kfivky a plochy), kdy budou popsany kubické krivky
a bikubické plochy.

Parametrickym popisem se daji popisovat i objekty, které maji jen jednostrannou plochu. Jako pfiklad

uvedme Kleinovu lahev, kterd je definovana takto:

Pro0<v<2mr>0a0<u<n

. cosu
x=6cosu(1+smu)+4r(1— )cosucosv
cosu
y=16sinu+4r(1— )sinucosv
cosu
y=4r(1— )sinv

apro0<v<2mr>0an<u<?nm

cosu
x=6cosu(1+sinu)—4r(1— )cosucosv

y =16sinu
cosu
y = 4r(1 -

)sinv
Wikipedia

Explicitni zadani
Explicitni forma je asi v praxi nejcastéjsim pfipadem, nebot pro zadané hodnoty nezavisle
proménné x umoznuje vypocet funkéni hodnoty v tomto bodg, tj. y = f(x).

Uvazime-li rovnici pfimky v implicitni formé&, pak jeji explicitni ekvivalenty jsou:

y=kx+q x=my+p

Ax+By+C=0 k % oo m % oo

Je tedy zfejmé, Ze pro pfimku se sklonem do +45° je vhodnéjsi pro numerické vypocty rovnice
y = kx + q, v opatném pfipadé pak je vhodné pouZit rovnice x = my + p. Napf. v pfipadé kruznice
dostadvame y; , = +VR? — x2 nejen dvé hodnoty, ale pro x — R bude hodnota y zfejmé vypocetna
s velkou numerickou chybou.
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6.2.Zakladni geometricka primitiva

V soucasnych grafickych systémech jsou zakladni geometrické elementy, pro které je optimalizovan
graficky hardware.

Zakladni primitiva

e body — zadavaji se obecné v E3, resp. v P3 v homogennich soufadnicich

e Usecka (line segment) — je dana koncovymi body

e trojuhelnik (triangle) — je uréen 3 body. Orientace vrchol(l trojihelnika v E3 obecné neni
moznd bez referenéniho bodu, napf. pozice pozorovatele, nebo néjakou Umluvou, napt. Ze
normadla trojuhelnika sméfuje z objektu ven atd.

2 4
Fig. 1: Triangle strip

SloZzena primitiva, ktera se pouZivaji, pro urychleni vykreslovani:

e pas trojuhelnikG (triangle strip) Pro vykresleni se zaddva jen posloupnost bodl
Py, Py, P, ..., Ps. V ptipadé vykreslovani jako mnoZiny trojuhelnikt bychom body Py, P,, ..., P,
transformovali vicekrat a byly by zpracovavéany pro kazdy trojuhelnik samostatné.

e véjif trojuhelnikd (triangle fan) — nepouziva se pfrili$ ¢asto, ale opét Setti ¢as zpracovani. Pro
vykresleni se zaddva jen posloupnost bodl Py, P,, ..., Pg, misto zadavani 6 trojuhelnika.

V nékterych systémech se jesté pouZivaji ¢tyfuhelniky, ale zde je nutné zddraznit, Ze i kdyZz jsou
rovinné z hlediska cisté matematického, nejsou rovinné z divodl numerické presnosti.
Obecné pak vykreslovani grafickych primitiv je dano sekvenci:

e nastav atributy — nastavuje se napf. barva apod.
e vykresli dané primitivum, resp. primitiva

V mnoha postupech, napf. pfi stinovani, je nutné urcit normalu trojuhelnika. Je ziejmé, Ze normalu
Ize urcit napf. jakon = (P; — Py) X (P, — Py).

Dosud bylo viceméné predpokladano, Ze se pracuje s povrchy objektl, které jsou reprezentovany
mnoZzinou trojuhelnikd, které jsou dale zpracovavany do vizudlni podoby. Jde tedy o zpracovani
plosnych elementd, které jsou v obecné poloze v prostoru E3.
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6.3.Reprezentace tirirozmérnych objektti a scén

V pfipadé plosnych elementl bylo mozné reprezentovat n-uhelniky bud usporadanym seznamem po
sobé jdoucich vrcholil, nebot v E? je relevantni pojem orientace, nebo seznamem hran s odkazem do
tabulky se soufadnicemi pfislusnych vrchol(. V pfipadé E3 je viak nutné reprezentovat uzavieny
povrch, resp. objem geometrického objektu.

Reprezentace geometrickych objektt |ze rozdélit na:

e reprezentace hrani¢ni (Boundary representnation) B-rep
o hranové reprezentace slouzi prevainé k reprezentaci ,draténych” modelli a neni
mozné fesit viditelnost ploch, nebot tato informace neni vdatové struktufe
k dispozici
o plosné reprezentace, napf. okfidlena hrana, half-edge atd., reprezentuji povrch
télesa, takZe obsahuji informaci o plochdch, vrcholech a hranach daného objektu.
V pfipadé parametrickych ploch, viz kap.10.3 (Transformace kubickych
parametrickych kivek), datova struktura obsahuje informace o vrcholech a pfipadné
hrani¢nich kfivkach atd.
e reprezentace objemové
o diskrétni — objekt je reprezentovan v diskrétni 2D nebo 3D mfiZce a uzel mtizky je
asociovan s hodnotou skalarni nebo vektorovou. Typickou ukazkou jsou CT a MRI
data, viz kap.16.1 (Vizualizace dat)
o CSG stromy (Constructive Solid Geometry) apod., je objekt reprezentovan napf.
pomoci ,orientované” implicitni funkce F(x), kdy se napf. pFedpoklada, Ze
F(x) < 0 pro vdechny body uvnitf télesa F(x) > 0, pro body vné télesaa F(x) =0
reprezentuje povrch objektu

Vedle uvedenych datovych struktur jsou pouZivany specidlni datové struktury, zejména pro ucely
urychlovani, pro reprezentaci rozmisténi objektl v roviné nebo prostoru.

Obecné lze datové struktury a reprezentaci objektl a jejich pozic v prostoru rozdélit na dvé skupiny,
a to:

e hierarchické datové struktury slouzici predevsim k uceliim ,zjemnovani“, resp. zmensovani
prostoru, ktery je nutno pfi vypoctu uvazovat
o statické — slouZici predevsim k uloZeni hierarchie, resp. vazeb mezi objekty, jejich
hloubka je predem dana
o adaptivni — hloubka struktury se miZe ménit podle sloZitosti scény v té které casti
prostoru
e ne-hierarchické datové struktury — tj. napf. patfi mnoZina trojuhelniki, n-uhelnikd,
mnohostén( atd. bez struktur popisujici jejich vzajemny vztah

V ndsledujicim budou uvedeny jen zakladni datové struktury. Pokrocilé datové struktury a jejich
aplikace Ize nalézt v:

e langetepe,E., Zachmann,G.: Geometric Data Structures for Computer Graphics, A.K.Peters,
2006
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6.4.Déleni prostoru a Binarni masky

V mnoha aplikacich se je nutné zjistit, zda v néjaké ¢asti prostoru je néjaky objekt. Jde tedy o problém
lokalizace objektu v urcité c¢asti prostoru. Jednou z moznosti efektivniho feseni této ulohy je déleni
prostoru na mensi prostory a pro né pak uchovavat identifikaci objekt(, které s danym prostorem

inciduji, tj. maji neprazdny pranik. Rento pfistup v zasadé vyuzivaji techniky typu ,rozdél a panuj”
(Divide and Conquer).

6.4.1. Déleni prostoru
Standardni déleni prostoru (Space Subdivision) je pomérné oblibena jednoducha technika, kdy dany

prostor rozdélime, vétSinou rovnomérné, na mensi prostory. Pro kazdy prostor pak uchovdvame,
napr. v seznamu, identifikatory objektd, které s danym prostorem sdili néjakou cast.

1 2 3 4 1
5 6 7 8 5
9 10 11 12 9
C =
13 14 15 <@ 13 13
; |
L 0 X —+ 2 1A | "B
Obr.XXX: RozloZeni objektl v prostoru Obr.ZZZ: Struktura pro déleni prostoru

Pamétova narocnost techniky déleni prostoru miize byt odhadnuta na:
d
0(p qM?)
kde M je pocet déleni na jedné ose, d je dimenze prostoru, p je pravdépodobnost, Ze , prdmérny”
objekt zasahne sub-prostor, g = q(M,p,s) je funkce zavisejici na jemnosti déleni a velikosti
,primérného” objektu, podrobné viz reference

Pak pamétové naroky pro standardni déleni prostoru (Standard Space subdivision) jsou:
Mss =M1 +pq+1) x4 =M% (pq +2)*4 [B]
kde: alokuji se 4 B na pointer.

Je tedy zfejmé, ze pamétové naroky prudce vzristaji s jemnosti déleni prostoru, tj. hodnotou M a
dimenzi d.

6.4.2. Reziden¢ni maska

liny pfistup zavedl jsou reziden¢ni masky (Residency masks), viz Cychosz, které pouzivaji bitové
masky. Pro kazdy objekt je k dispozici vektor bitl, ktery fikd, zda dany objekt se v dané oblasti
nachazi, tzn. Ze pocet bir(l je dan celkovym poctem déleni prostoru. Matice Q ukazuje stav pro
situalci na obr. XXX
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0000 0000 0110 0110 rObject A7
[ 0000 0000 1100 0000] Object B
0000 0010 0000 0000|_ |ObjectC
1100 0000 0000 0000| |ObjectD
0000 0000 0011 0011 Object E
15 bits ... 0
Lze ukazat, Ze pamétové naroky jsou uréeny
Mgy = pM*/8 [B]
Metoda rezidenc¢nich masek umoznuje rychlou detekci kolize objektd pomoci bitové operace land,
takZe pfi zkoumani mozné detekce objektl € a D feSime jednoduchou podminku:

Q[3,+] land Q[4,+] # [0, ...,0]

Q=

kde p je pocet objektll v prostoru.

6.4.3. Binarni masky
Binarni masky (Binary Masks) jsou technikou, zaloZenou na diametrdlné jiném pfistupu. Metoda

rezidencnich masek velmi dobfe zodpovi otazku
Q1: Nalezni oblasti, které inciduji s danym objektem.
Nicméné v prevaziné vétsiné pripadl potfebujeme odpovédét trochu jinou otazku, a to:
Q2: Nalezni vSechny objekty, které inciduji s danou oblasti.
Pokud dotazy zanalyzujeme, pak jsou to otdzky komplementarni. Uvazme situaci na obr.TTT

L 5 ] > s
Obr.TTT: Princip binarnich masek
Uvaime mnoZinu 'R, resp. Is objekt(, které inciduji s fadkovym ,fezem” i, resp. se sloupcovym
»rezem” j. Pak mnoZina ijW, ktera je definovana jako:
“w= ‘Rn’s
uréuje objekty, které mohou incidovat s oblasti na pozici ij. Obdobné pro E3 dostdvame:
Ukw = ‘Rn s kT

kde *T je mnoZina objektd, které inciduji s ,,hloubovym Fezem” k.

Podrobnéjsi analyzou snadno zjistime, Ze se podafilo prevést pamétovou sloZitost z O(Md) na
0(dM). V ptipadé E3 pro M = 256 pamétové naroky snizime v poméru 2563 — 3 x 256!
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Z hlediska implementacniho je vhodné mnoZziny ‘R, jS, KT implementovat jako bitovy vektor Q o
délce p bitl, kde p je pocet objektd v prostoru. Bit irk = 1, pokud k-ty objekt inciduje s i-tou
fadkou, jinak irk = 0.

Pamétova narocnost metody bitovych masek Mg, je:

dpM
Mgy = T [B]

Podrobnéji viz:
e Skala,V.: An Efficient Space Partitioning Method Using Binary Maps, 11" Conference SIP’2012
conference, pp.121-124, ISBN: 978-1-61804-081-7, St.Malo, WSEAS, France, 2012
(CLICK off-line)
e Skala,V.: Memory Saving Technique for Space Subdivision Technique, Machine Graphics and
Vision, Vol.2, No.3, pp.237-250, , ISSN 1230-0535, 1993
(CLICK off-line)

e Cychosz,J.M., Use of Residency Mask and Object Space Partitioning to Eliminate Ray Object
Intersection Calculation, Graphics Gems Ill (Ed.Kirk,D.), pp.284-287, 1992.

6.4.4. Quadtree a Octree
Quadtree a Octree jsou techniky hierarchického déleni prostoru. V zasadé jde o stejny princip a

oblast daného prostoru obsahujici objekty se postupné déli na mensi a mensi sub-oblasti, pokud
s danou oblasti inciduje vétsi nei specifikovany pocet objekt(l. V ptipadé E? dostavame techniku
nazyvanou Quadtree, v pfipadé E3 dostavame Octree.

spodni zadni roh
6

~ gmér pohledu

Obr.XXX: Octree datova struktura

Hlavni nevyhodou datovych struktur Quadtree a Octree, Ze nejsou invariantni napf. vlci rotaci. Takze
velmi ¢asto dochazi k nutnosti jejich opétovného vytvoreni, coz je vypocetné narocné.

V mnoha aplikacich se vyzaduje hrani¢ni reprezentace, zejména ve strojirensky orientovanych CAD
systémech, k reprezentaci povrchu a manipulace s nim. Vedle toho je vSak v mnoha aplikacich pocitat
s mechanickymi veli¢inami jako je objem, vdha, moment setrvacnosti atd. K vypoctu téchto veli¢in
vSak povrchova reprezentace neni vhodna.
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6.5.Hranicni reprezentace

Hraniéni reprezentace jsou charakterizovany popisem hranic daného objektu a jsou oznacovdany
terminem B-rep, zkratkou od anglického Boundary representation. Pro jejich vysvétleni uvaime
objekt na obr.TTT

Obr.TTT: Objekt reprezentovany hrani¢ni Obr.XXX: Dratény model a jedna zmoZnych
reprezentaci reprezentacie

Nejjednodussi reprezentaci je reprezentace hranova.

Hranova reprezentace

Hranova reprezentace je nejjednodussi datovou strukturou, nebot je dana pouze tabulkou vrchold V
s jejich soufadnicemi a tabulkou hran H, kterd pro kazdou hranu urcuje jeji koncové body.

Tabulka vrcholl V je dana:

vrchol LY 2l 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
4 0 0 4 1 0 o < 4

vV = 3 3 0 0 3 0 2
0 0 0 0 4 4 4 o 4 2

Tabulka hran H je dana:
hrana 1. 2. 3% 4, 5. 6. 7/ 8. 9. 10, 11, 12. 13, l4a. 15.

1. 7 6 5 10 6 7 3 i/ 8 9 8 4 9 3
2 6 5 10 1 7 3 2 8 9 5 4 1 10 4

Hranova reprezentace neni vhodnd, pokud budeme chtit uréovat viditelnost hran, nebot schazi
informace o plochach. Proto se také nékdy oznacuje terminem drdtény model, ktery je
nejednoznacny z hlediska interpretace ploch. na Obr.XXX je uvedena jedna ze 3 moZnych
interpretaci.
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Plosna reprezentace

K reSeni viditelnosti, tj. eliminaci neviditelnych ploch a jejich ¢asti, které jsou zakryty jinymi plochami
daného ¢i jiného objektu, je zapotrebi informace o plochach. Je tedy nutné hranovy model rozsifit
o hrani¢ni plochy, které jsou definovany tabulkou ploch P.

¢islo pocet ¢islo hrany

plochy hran ohranicéujici plochu
1 5 , 20 Rm3le oy e
2 4 2 »  GIRET N E
3 4 . SNEENL2E.. SIS
4 5 12, 1BEER5E R4S MO
5 5 g0 98108 e, 3
6 3 4 , 11 , 14
7 4 ; 8 5, 45 , 13

Tabulka ploch P.
Tabulky V, H a P se nékdy jeSté doplnuji o informaci, které dva n-uhelniky sdileji danou hranu, viz
tabulka H'.
hrana 1. 2l 3. 4, . 6. 7/ 8. 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15.

~ H N

[ o T S = L S

[V RV, B
(=1
o

7
8
3
5

(=, IV, BNV, Y]
= W e
~ =

8
9
4
5

-~ NNW

6 7

7 3

2 2

5 3
Obr.xxx: Modifikovana tabulka hran H

Prvni dva radky tabulky obsahuji indexy vrchol( hran a druhé dva radky obsahuji indexy ploch, které

danou hranu sdili. Pokud lze dodrZzet usporadani vrcholl jednotlivych ploch konzistentné, pak je
mozné tabulku hran H vynechat a modifikovana tabulka P’ ma pak tvar:

¢islo pocet ¢isla vrcholu

plochy vrcholu plochy
1 5 1, 20psaivilsg o S
Z 4 2, SO 6
3 4 15 , 1Eas 9 5
4 5 13 , Sy 1EG A10 , 12
5 5 11 , 2 6 , 9 , 10
6 3 4 , 11 , 14
7 4 1, 13, 15, 8

Obr.: Modifikovana tabulka ploch P’
Pro vnitini reprezentaci je vSak vhodné z tabulky P’ odvodit tabulky P a H stim, Ze u odkazu na
hranu v tabulce P je uloZena i informace o orientaci hrany.

Pro rozsahlé aplikace byla vyvinuta specialni datova struktura znama pod oznacenim okfidlena hrana,
ktera je zaloZena na seznamech.
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Okfidlend hrana
Okridlena hrana (winged edge) je datova struktura byla plvodné vyvinuta pro reprezentaci povrchu
objektu, ktery je tvoren rovinnymi n-uhelniky, a efektivni zpracovani objektd definovanych rovinnymi

O 00 N OooWu,

10
11

12
13

plochami.
P A dal3¥f hrana
4 P
p 5
3 H
23 Vi H22 2 "Vl "V2
s AP AP
Hoy L H21 1 2
| v
2 "Hy | “Hag
"Hy1  “Hj3
| .
¥y H F L]
Y
1'[11_ NQE ] 1
H P T
Py 12 . ; :

P; - i-t4 plocha ‘

Hij - j-t4 hrana od vrcholu i-tého

Datovd struktura je zaloZena na seznamové architekture. Uvedme pro ilustraci, jak by datova

struktura vypadala pro Ctyfstén, viz obr.QQQQ

L

—— seznam hran
seznam vrcholll ——
seznam ploch

Obr.QQQAQ: ¢tyrstén a jeho plochy, hrany a vrcholy
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1 Datova struktura okfidlena hrana pak pro dany Ctyfstén ma tvar:

, seznam v3ech ploch

P, P, P3 P,
[ ] @ ) =@
| > - - Lo
; | b R 7 )
N A S T
/. | .ll e
.‘. h- P i : Py 4 4
A\ o /
Hl‘. & = i =
=@ [ —=- . = . = 4
—~ . \
H2 | ) - H3 H4 H 5
i = i e W, F 'f Y. ,,‘ E) =, N, y
- @ - @ e - @
v Va a2 Vs
seznam viech vrchold s-eeis--ez- . Odkaz na prvni
2 hranu dané plochy
3  V,grafovém, pojeti je pak struktura tvaru:
b
@<

hrana Hl je spoletnéd plochdm 1 a 4

a inciduje s hranami Hy, H3, Hy, Hg

Obr.QQQQ
Vzhledem komezené presnosti vreprezentaci soufadnic vrchold je rozumné

reprezentovatelnd jednoduchymi datovymi strukturami.

O 00 N O U1 b

reprezentovat pomoci trojuhelnikové sité. Pak se okfidlend hrana podstatné zjednodusi a je
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Modifikace pro trojuhelnikové sité

Datovou strukturu ,okfidlena hrana“ je moziné modifikovat pro trojuhelnikové sité pomérné
jednoduse. Uvazme ¢&ast trojuhelnikové sité, viz obr.xxxx, véetné jejich orientace. Pravidla indexace
jsou jednoducha, a to:

e proti vrcholu s indexem a je trojuhelnik s indexem A

e poradivtabulce TT a TV si odpovidaji

e orientaci vSech trojuhelnikd je konzistentni pro cely povrch, napf. tak, Ze normalovy vektor
sméruje z objektu

Pak modifikovana datova struktura je:

-
v TV -
VC ox Yy 3
> 9
< —>
—>
2% [ e Ta "] < |
—>
Bﬁq /‘—JL\t _‘NM &

/_\
kde TT je tabulka trojuhelnikd, TV je tabulka vrchold, TC je tabulka souradnic.

V pripadé potreby lze datovou strukturu doplnit o tabulku TN, kde jsou uloZeny normalové vektory
ve vrcholech.

Poznamenejme, Ze se pouzivaji indexy do tabulky, nikoliv ukazatelé, a tabulky by mély byt
implementovany jako jednorozmérné pole struktury, napf. struct (x,z,z: real), aby nebylo nutné
pouzivat dvourozmérné indexovani. Pokud se v datové strukture provadéji zmény typu zruseni a
vkladani je vhodné implementovat ,memory management” pro vlastni pridélovani volnych pozic
v tabulkach.

Modifikace pro trojuhelnikové sité

Modifikace vySe uvedené datové struktury pro tetrahedronové sité je velmi jednoduchd, nebot
v zasadé staci pridat jeden sloupec k tabulkdm TT a TV.

Vaclav Skala 111 Update: 2013-09-14 09:09



N o o WN

00

10
11

12

13
14

15
16
17
18
19
20
21
22

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

Datova struktura ,Half-edge“

Dalsim datovym typem je datovad struktura ,half-edge”. Jeji pfesnou definici Ize nalézt napt. v

http://www.cgal.org/Manual/latest/doc_html/cgal manual/HalfedgeDS/Chapter main.html

Podstatnou vyhodou je predevsim snadnost realizace Eulerovych operator( a spotfeba paméti je

minimalizovana.

Datova struktura ma nasledujici ¢asti:

vrcholy

half-edge, tj. orientovana hrana

hrana, tj. neorientovana
plocha orientovana

prev

cdge

)

vertex
halfedge
< edge |
halfedge[2] -1 hcllfedge

face i Thalfedge

A\) next

face

source _

target

DODELAT

Pro prenos geometrickych dat se pouzivd mnoho formatl, mnohé z nich byly standardizovany.

Jednim ze zakladnich a jednoduchych format( je format STL.
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6.6.Eulerovy operatory a manifoldy

VysSe popsana télesa, kterd jsou popsana, jako mnohostény splfiuji jednu vlastnost, kterou jsme
implicitné predpokladali, Ze hrana je sdilena sudym poctem ploch. Takova vlastnost se oznacuje
pojmem manifold. Ve vétsiné pfipadl jde o 2-manifold, tj. hranu sdili pravé 2 plochy. Pro mnohostén
bez dér pak plati Eulerdv vztah, nékdy téZ Eulerova rovnice:

F+V—-E=yxy=2
kde F je pocet ploch (Face), V je pocet vrcholll (Vertex), E je pocet hran (Edge). Je nutné upozornit,
Ze jde o implikaci, ne o ekvivalenci, tj. pokud plati uvedeny vztah, pak o objektu nemuzZeme tvrdit, Ze
je to mnohostén bez dér.
Eulerova charakteristika y mizZe nabyvat hodnoty y # 2 pro jina télesa, napf. pro:

Objekt s Genus-2 Kleinova lahev - jednostranna plocha
xX=-2 x=0

Pokud objekt ma diry, pak plati tzv. zobecnéna Euler-Poincaré formule:

F+V—-—E=H+2($—-G)
kde H je pocet dér (Hole), S je pocet spojenych komponent (Shell) a G je genus objektu (Genus).
Vedle Eulerovy formule jsou nad manifoldy dale definovany Eulerovy operatory, které definuiji, jak se
zméni Eulerovy vztahy pfi manipulaci, napf. odebrdni vrcholu apod. a slouzi ke kontrole
konzistentnosti geometrického modelu. Jdou zavedeny dva typy, a to:

Name Description AV AE AF AH AS AG
MBFLV  Make Body-Face-Loop-Vertex 1 01010
MEV Make Edge-Vertex 0 11000
MEFL Make Edge-Face-Loop 110000
MEKL Make Edge, Kill Loop 0 1 0-100
KFLEVB  Kill Faces-Loops-Edges-Vertices-Body 2-n-n0 -10

KFLEVMG Kill Faces-Loops-Edges-Vertices, Make Genus-2 -n -n 0 0 1

Prvni pismeno operace M/K oznacuje akci Make/Kill, tj. vytvoF/zrus.

Podrobné info: viz Havemann,S.: Generative Mesh Modeling, PhD Thesis, 2005, (CLICK off-Line)
http://www.generative-modeling.org/GenerativeModeling/Documents/Dissertation-

Havemann print.pdf
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6.7.CSG stromy

Reprezentace objektll CSG (Constructive Solid Geometry) je pomérné jednoducha a elegantni.
Pfedpokladejme, Ze jsou dany zakladni objekty jako kvadr, koule, vélec, jehlan, kuZel atd. a z téchto
objektl chceme realizovat slozZitéjsi objekty pomoci mnoiinov{/ch operaci.

Obr.www: Tvofené téleso a pouZita zakladni primitiva

Vysledné téleso T je tedy vlastné definovano*
T=AuUBUC)—D
nebo jako“
T=(B-D)UAUC
Je tedy ziejmé, ze téleso:

e je vlastné reprezentovano stromem, ktery se nazyva CSG strom, kde listy stromu jsou
zakladni objekty a uzly stromu reprezentuji mnozinové operace

e miulZe mit nékolik rlznych reprezentaci, tj. CSG stromU, které ve vysledku definuji stejné
téleso

Pfedpokladejme, Ze povrch télesa je reprezentovdn rovnici:

F(x)=0
stim, Ze F(x) < 0 pro vSechny body uvnitf télesa, F(x) > 0 pro body vné télesa. Tedy funkce F(x)
definuje orientovanou plochu. Proto se také nékdy tento postup nazyva funkcionalni nebo
modelovani implicitnimi funkcemi apod.

Predpokladejme, ze A je reprezentovano funkci F;(x), B je reprezentovédno funkci F,(x). Pak
zakladni operace nad télesy lze pak definovat takto:

Nazev Ma;;r:s(t)llcky Opéritor Matematicky popis
Sjednoceni AUB | F(x) & min{F; (x), F,(x)}
Pranik ANB & F(x) & max{F; (x),F,(x)}
Rozdil A—B \ F(x) & F,(x) — F,(x)
Doplnék —A — F(x) & —F,(x)

(unarni)

Tab.XXX: Tabulka mnozZinovych operaci

Je nutné si uvédomit, Ze tento zplsob konstrukce objekt(l je pomérné velmi mocny. UvaZme objekt

tvoreny jako sjednoceni dvou kouli. Pak je zfejmé, Ze:

e koule je reprezentovana stfedem x; a polomérem R, tj. 4 hodnotami v pohyblivé fadové

Carce. Pokud bychom reprezentovali povrch koule trojuhelnikovou siti (pro jednoduchost

predpokladejme generaci trojuhelnikl pomoci sférickych souradnic), pak budeme potrebovat
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cca 20 000 trojuhelnikd (déleni v prostoru ¢ a ¥ na 100 X 100 bodl a déleni vzniklého
¢tyrahelnika na 2 trojuhelniky). Tedy kompresni pomér je 20 000: 4 = 5000: 1.

e pfi realizaci sjednoceni a i dalSich operaci vznikd na pruaseciku ploch kfivka. V ptipadé
trojuhelnikové sité toto vede k nasledné ,explozi“ malych trojuhelnik(i, nebot je nutné
reprezentovat presné povrch objektu na spolecné hranici danych objekt(.

eV pripadé funkcionalniho popisu a CSG strom( popis jednoduchy, kompaktni.
funkéni popis umoznuje realizaci i prostorové ,,neomezenych” objektd, jako poloprostory,
,hekonecny“ valec, rotacni paraboloid atd.

Je nutné upozornit, Ze gradient vysledné funkce neni spojity. Tento problém je fundamentalni, nebot
ani povrch neni hladky. Proto se pouZzivaji trochu slozitéjsi funkce, které ,vyhlazuji“ povrch v misté
protinani, a tim pak i gradient funkce je spojity. Tab.XXX ukazuje jedno mozné feseni, kde koeficient
a urcuje ,,miru“ vyhlazeni.

Celd fada systému je zaloZena na funkciondlnim modelovani s CSG stromy, napf. systém Hyper-Fun
viz http://cis.k.hosei.ac.jp/~F-rep/HF descr.html

Nazev Operator Matematicky popis

Sjednoceni | AUE | f(x) & - (F() + B0 +VIFE® + () - 2aF, (0B ®)])

ni def 1
Pranik ANB P e —— (R0 + R0 - IFEG) + F2(x) — 2aF 0 F, ()]
Rozdil A—-B Realizuje se jako A N (—B)
Doplnék — A (unarni) F(x) ¥ —F,(x)

Tab.XXX: Tabulka zakladnich operaci

Zasadni vypocetni problém s funkciondlni reprezentaci je pak vypocet a zobrazeni vysledného
povrchu. Ve vétsiné pripada:

e prostor objektu se diskretizuje (obvykle uZivatel musi specifikovat rozsah zobrazované
oblasti) a pouzije se nékterda metoda extrakce iso-povrchu pro objemova data (metody pro
zpracovani CT, MRI dat), viz kap.16.1.1 (Vizualizace skalarnich dat), nebo

e povrch se zobrazi metodou sledovani paprsku (Ray Tracing), viz kap.13.1 (Metoda sledovani
paprsku) apod.

Pomoci vySe uvedeného postupu mlizeme konstruovat i velmi sloZité geometrické objekty, pokud
umoznime do stromové struktury vkladat také geometrické operace, napt. posuv, rotace apod.

Priklad

Ukolem je vytvoreni objektu, ktery je uréen jako prinik 3 valcd o stejném priiméru (dostate¢né
dlouhé nebo ,,nekonecné”), jejichz osy jsou navzajem na sebe kolmé. V pripadé pouZiti trojuhelnikové
sité je zdsadni problém volby velikosti trojuhelnik(, které nahradi jednotlivé valce tak, aby prisecnice
byla , dostatecné” hladka. Pfi reseni je pak nutné ocekavat ,explozi“ generovani malych trojuhelnikd
v misté praseciku jednotlivych ploch. Geometricky objekt je popsan nasledujicim CSG stromem.
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prinik

<N
AN}

rotace rotace

SN N
BN

Pokud vysledné téleso zobrazime v paralelni projekci, pak dostdvame nasledujici pohledy. Z pohledu
je zfrejmé, Ze vysledné téleso by se mélo ,koulet”, nicméné ma jakési hrany. Nejde tedy o kouli, jak
byva prvotni odhad, ale o téleso, které se mize ,valet” ve tfech na sebe kolmych smérech.

X &

ptidorys

nirys bokorys
pohled zleva pohled ze spodu

Nezbytnou soucasti kazdého geometrického elementu u CSG stromU je informace o minimalnim
intervalu, resp. minimalnim ohranicujicim objemu, ktery dany objekt zahrnuje. Je nutné zdiraznit, Ze
napf. pro rotaéni paraboloid v zdkladni poloze je interval v jednom sméru (0, ), interval mize
obecné byt (—oo, + ).
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Optimalizace CSG strom(
Pti realizaci sloZitych objekt( je nutné mit na paméti, Ze dva rizné CSG stromy mohou reprezentovat
stejny objekt. To znamena, Ze rlzni uZivatelé mohou vytvofit pro stejné zadani rizné CSG stromy.
Nicméné efektivita pfi vypoctech a zobrazovani je zdsadné ovlivnéna poradim jednotlivych operaci.
Navic pfi zobrazovani povrchu objektu je nutné se omezit na prostor, ve kterém se objekt naléza.

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze CSG strom je vhodné transformovat tak, aby operace priniku byly
co nejblize k listlim CSG stromu a naopak operace sjednoceni co nejvyse, tj. ke kofeni stromu.

Mnozinové operace se aplikuji také na ohranicujici objekty a mize dojit k situacim:

e pfi operaci praniku:
o pranik ohranicujicich objekt( je prazdny, pak i odpovidajici podstrom mUze byt ze
struktury vypustén a jde pravdépodobné o chybovy stav
o obalové objekty podfizenych podstrom( maji neprazdny prinik a mohou se
rozpadnout na mnoZinu geometricky mensich obalovych objekt(
e plioperaci sjednoceni:
o obalové objekty maji prazdny prinik — vysledek operace sjednoceni ,zdédi”
pGvodni obalové objekty
o obalové objekty maji neprazdny pranik — je vhodné je redukovat, resp. nahradit
tak, aby vysledna mnoZina obalovych objektl byla prostorové co nejmensi

e amnoho dalsich

le zfejmé, Ze optimalizaci CSG strom( Ize docilit podstatné Uspory ve vypocetnich narocich a vyplati
se tedy optimalizaci CSG stromu realizovat.

V mnoha pfipadech, které jsou feseny pomoci priseciku pfimky s objektem, se pfimka vyjadfuje
v parametrické formé a nasledné se pracuje s intervaly parametr(, se kterymi se délaji mnozinové
operace, napf. pranik, sjednoceni atd. Tohoto postupu se zejména vyuZivd pfi aplikaci metody
sledovani paprsku.

Reference
Langetepe,E., Zachmann,G.: Geometric Data Structures for Computer Graphics, A.K.Peters, 2006

Pro pfenos geometrickych dat se pouzivd mnoho format(i, mnohé z nich byly standardizovany.
Jednim ze zakladnich a jednoduchych formatd je format STL.
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6.8.STL format

STL format (STereolLithography) je format pouzivany v CAD-CAM systémech a v systémech, které se
oznacuji terminem ,rapid prototyping” pro ucely 3D tisku. Format STL zachycuje pouze geometrii 3D
objekt( bez ostatnich atributl jako je barva, textura apod. STL format je definovan jak ve formé
textovych dat, tj. ASC/l STL, tak i pro binarni data, tj. binary STL. Povrch objektu je definovan
mnoZinou samostatnych trojuhelnik(, tedy nikoliv trojuhelnikovou siti, posloupnosti dat pro kazdy
trojuhelnik, a to:
normalovy vektor — 3 hodnoty

vrchol; — 3 hodnoty soutadnicové

vrchol, — 3 hodnoty souradnicové

vrchol; — 3 hodnoty soutadnicové

normalovy vektor — 3 hodnoty
vrchol; — 3 hodnoty soutadnicové
vrchol, — 3 hodnoty soutradnicové
vrchol; — 3 hodnoty souradnicové
Orientace normalového vektoru by vzdy méla byt takovd, Ze normala plochy sméfuje ven z objektu.

Nékteré nové modifikace STL formatu umoziuji zahrnuti i atribut( jako je barva, prlsvitnost, coZ je
dlleZité zejména pro 3D tisk, kde se barva jiz béZné pouziva.

Zakladni nevyhody STL formatu (podle plvodni definice standardu) jsou:

e vsechny soufadnice vrcholl musi byt vétsi nez nula

e jde o mnoZinu samostatnych trojuhelnikd, takZe neni Zadna informace o sousednich
trojuhelnicich ani o trojuhelnicich sdilejici dany vrchol

e souradnice vrcholll se vyskytuji mnohondsobné, nebot se vrcholy uvadéji pro kazdy
trojuhelnik zvlast

e je obtizna kontrola, zda objekt je konzistentni a zda plocha je uzavien3, tj. Ze tvori objem

nachylnost k nekonzistenci vlivem nepfresnych dat v souradnicich vrchol(
e neobsahuje zaddné informace o méritku, jednotkach ([mm] x [inch]) atd.

Pfes vSechny nevyhody je STL format pouZivany pro svoji jednoduchost. Tento format je postupné
nahrazovan formatem PLY. Format PLY byl vyvinut na Stanford University pro zpracovani dat velkého
rozsahu z 3D skenovani sochy Davida a naslednou rekonstrukci povrchu. Tento format je znam téz
pod nazvy ,Polygon File Format” nebo ,Stanford Triange Format”,

viz http://en.wikipedia.org/wiki/PLY (file format).
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6.9.Algoritmy vypoctu pruseciki a ohranicujici télesa

V geometrickych algoritmech se velmi ¢asto pouziva vypocet prisecikll geometrickych entit, napr.
pfimka s rovinou, ptfimka s kouli, trojuhelnik s trojuhelnikem atd. Pro urychleni vypoctu se pouzivaji
rtzné techniky k urychleni detekce, zda prusecik existuje. K tomuto slouZi jednoducha obalova télesa
jako je kvadr nebo koule. V ptipadé sloZitych objektl, resp. dlouhych objektl, se pouZiva vice
ohranicujicich téles, ptficemz mohou mit obdobnou strukturu jako CSG stromy. V prevaziné vétsiné je
vypocet prlseciku zaloZzen na parametrickém tvaru pfimky a na implicitnim rovnici definujici danou
entitu.

V nasledujicim budou ukazany zakladni techniky pro detekci priseciku s pfimkou.

Prisecik pfimky s rovinou
Pfimka je dana v parametrickém tvaru, tj.:
X =X,+St
a rovnice roviny p:
aX+bY+cZ+d=0
tj.
a’X+d=0
Dosazenim rovnice ptrimky do rovnice roviny dostavame:
a’(X,+8St)+d=0
pak prasedik ptimky s rovinou je uréen hodnotou parametru t:
_a'X,+d
=TS
Pokud ptimka je kolma na normalu roviny, pak t = +oco. To znamen3, Ze je zde numericky problém
a otdzka stability vypoctu. Zkusme analyzovat, jak by feSeni vypadalo v ptipadé reprezentace
v projektivnim prostoru. Pfimka je nyni ddna rovnici:
x()=x,+s1T
kde x4 = [x4, Y4, 2a: wal” a5 = [sy, 5y, 55 SW]T.
Rovnice roviny p v projektivnim prostoru je dana (pGvodni rovnici vyndsobime w # 0):
ax+by+cz+dw=20
tj. :
a’x=0
Vidime tedy, Ze jde o vice kompaktni formu i z hlediska datové reprezentace. Pak prasecik je urcen:
a’(x,+s1)=0
a tedy:

a’x,

T=-
a’s

Hodnotu parametru pro prisecik mGZzeme reprezentovat pfimo v homogennich souradnicich a pak:
T2 [-a"x4:a’s]”

le zfejmé, Ze v pfipadé projektivni reprezentace neni problém s operaci déleni ani se stabilitou

vypoctu, nebot operace déleni je ,odloZzena” véetné rozhodnuti o singularité.

V nasledujicim textu budou pouzZity pouze Eukleidovské soufadnice, modifikace pro projektivni
prostor jsou jednoducha.
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Prasecik pfimky s kvadrem (AABB - Axis Aligned Bounding Box)

Algoritmus praseciku pfimky s kvadrem, jehoZ hrany jsou rovnobézné s osami soufadného systému je
velmi jednoduchy, nebot je o vlastné o Cyrus-Beck algoritmus v extrémni podobé, kdy rovnice
jednotlivych rovin jsou ve tvaru:

x=d2a ‘ nebo ‘ y=4%b ‘ nebo ‘ z=+*c

a pfimka je dana v parametrickém tvaru:

x()=x4+(xg—xy)t
V pripadé algoritmu sledovani paprsku, viz kap.13.1 (Metoda sledovani paprsku), pak hledame jen
hodnotu t,,;,,- AABB box ma, pres svoji extrémni vypocetni jednoduchost, zasadni nevyhodu a to, Ze
neni rota¢né invariantni a neni vhodny pro dlouhé stihlé objekty v obecné poloze. Proto se nékdy
pfimka transformuje do polohy, kdy je objekt v zakladni poloze, resp. v poloze, kterda umoznuje, aby
AABB byl co nejmensi.

Ohranicujici koule (Bounding sphere)
Koule jako ohranicujici téleso ma vyhodu v tom, Ze je rotac¢né invariantni. Pfedpokladejme, ze mame
pfimku p v Eukleidovském prostoru E3 danou rovnici
x()=x,+(xg—x4)t=x4+5st
a povrch koule je dan vztahem:
(x — xs)T(x —Xs) — r2=0
Dosazenim vyrazu pro primku do rovnice pro kouli pak dostdvdme:
x4 +st—x]T[x,+st—x,]—12=0
a tedy:

[st + &]"[st +&] —r2=0 | kde ‘ E=x,—x;

tedy kvadratickou rovnici a jeji feseni:
sTst? +2sTE+EE—1r2=0

at?+bt+c=0 . _ —b+Vb?—4ac
1z~ 2a

Je zfejmé, Ze pokud:

b%? —4ac <0
pak prisecik a ani dotyk primky s kouli neexistuje. Pokud se pocitd vétsi pocet prisecikd se stejnou
pfimkou, je vypocetné vyhodné vektor s normalizovat.

Uloha

Porovnejte vypocetni narocnost standardniho algoritmu s postupem, kdy se scéna transformuje tak,
Ze koule ma stfed v pocatku, tj. xg = 0, vektor s je normalizovan, tj. ||s|| = 1. Optimalizujte detekci
praseciku primky s kouli. Zkuste odpovédét na otazku, zda, napf. pro metodu sledovani paprsku, neni
vyhodnéjsi vSechna télesa reprezentovat v zakladni poloze a pocitat prlseciky objektl, resp.
obalovych téles, s pfimkou, ktera je odpovidajicim zplisobem transformovana.

Dosud byly popisovany zakladni datové struktury pro reprezentaci objektld. Avsak v pocitadové
grafice se pouZivaji k zobrazeni jesté dalsi entity, atributy atd. Navic scéna se obvykle sklada z vice
objekt(, svételnych zdroji atd. To znamen3, Ze potfebujeme reprezentovat zobrazovanou scénu.
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6.10. Hashing a eliminace duplicit

V pocitadové grafice se jako pamétové struktury pouZivaji vicerozmérna pole, stromy, fronty a
zasobniky, seznamy atd. Jednou z opomijenou datovou strukturou je hashing, které se velmi Casto
pouziva pfi zpracovani textu. Hash datova struktura ma vyhodu, Ze v idealnim ptipadé, tzv. perfect
hashing, je uloZeni hodnoty a jeji nalezeni slozZitosti 0(1). Zkusme se podivat, jaké jsou rozdily mezi
textovymi data a daty geometrickymi.

Dimenzionalita

Maly »Nekonecény“

Textova data
Dimenze, tj. délka rfetézce dlouhd
Interval hodnot, napf. 256 pro
ASCII

Maly
Interval

hodnot —
Geometricka data

,Nekonecény” Dimenze 2, 3
Interval hodnot (—oo, +00)

Tab.xx: Rozdilnost textovych a geometrickych dat

e textovad data — rozsah hodnot je dadn pouZitou alfabetou, napf. 256 pro ASCII, zatimco
dimenzionalita je ,,nekonecna“, nebot fetézce mohou byt velmi dlouhé, napf.
o protein titin je popsan 189,819 znaky
o Zelezniéni stanice Llanfairpwllgwyngyligogerychwyrndrobwllllantysiliogogogoch ve
Walesu atd.

pocet slov, tj. zpracovavanych elementd je napf. pro ¢esky slovnik cca 2-3 mil. slov.

e geometrickd data — obvykle maji jen 2, resp. 3 soufadnice (x,y), resp. {x,y,z), ale
,nekone¢ny” interval hodnot (—oo, +00), pficem? bé7né zpracovavame 10° — 10> hodnot

X TAB
addr=f(x)
addr >
Free

vaL I

X L
A

Obr.XXX: Hash datova struktura

Princip hashovani je pomérné jednoduchy. Zdané hodnoty (klice v textovém pojeti“) se pomoci
hashovaci funkce urci adresa, kam se hodnota uloZi. Je tedy zfejmé, Ze klicovou otazkou je navrh
hashovaci funkce, kterd by neméla pro dvé rGzné hodnoty davat stejnou adresu do hashovaci
tabulky. V pfipadé geometrickych dat vSak mame soutadnice x, y, z a interval hodnot je ,,nekoneény”.
Standardni hashovaci funkce obvykle vyuzivaji operaci mod, ktera je vlastné kompozici nasobeni,
déleni a pfevodu na celé Cislo:
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a
amodp=a—p*lEJ

Lze ukazat, Ze dobrou hashovaci funkci pro geometricka data je funkce:

f(x,y,z) = hand (2771) | h = C(ax + By + yz) and (2¢°1)

|

kde: a, 5,y jsou malé iraciondini hodnoty, napfr. %,n, e,V2,V3, C je méfritkova konstanta zavisla na
predpokladaném rozsahu hodnot, napt. v zpracovavaném datovém setu, k je hardwarové hodnota
zavisla konstanta (32/64 bitova reprezentace pro integer a pocet bitd mantisy), g urcuje délku
hashovaci tabulky, ktera je 29.
Algoritmus je zaloZen na tom, Ze se z hodnot x, y, z uri adresa do ,virtualni“ tabulky h € (0, 2k-1y,
Tento interval se pak mapuje na interval adres hashovaci tabulky.
Podrobné viz:
Hradek,J., Skala,V.: Hash Function and Triangular Mesh Reconstruction, Vol.29, No.6., pp.741-
751, Computers&Geosciences, Pergamon Press, ISSN 0098-3004, 2003
Jako priklad uvedme body podvozku automobilu, viz obr.XXX

e «-

o T

hu emé

Obr.XXX: Datovy set podvozku automobilu Obr.z2Z: rep}e-etécevrc

Pro efektivni ¢innost hashovani je nutné analyzovat délku vznikajicich seznam{, viz obr. XXX
100
N% Bucket length 1000000 o:: Ghalssis - [Buckdt léngth
clusters \\
18 10000 = ~J
10 al
100 ™
N
» 1 0
1 - . No 2 3 4 5 6 7 8
1 501 1001 clusters

»Standardni“ hashing funkce \

Obr.XXX: Porovnani ,,standardni” a vySe popsané hash funkce

Z histogramu délky seznamu zietézenych hodnot, viz obr.XXX, je zfejmé, Ze v pfipadé ,standardni”
hash funkce musime provést cca 600 dotazll, zatimco s popsanou hash funkci podstatné ménég, jen
cca 2-4, coz znamena podstatné urychleni.

Hashovani lze velmi dobfe pouZit k odstranéni duplicit v datovém setu. Pfi béiném pfistupu
algoritmus zfejmé bude 0(n?), nebo pfi poufziti tiidéni O(n lg n). Pfi poutziti hashovani pak mizeme
dosdhnout Ogypectea ().
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6.11. Rekonstrukce trojihelnikové sité z mnoziny trojuhelniki

V praxi je velmi casty pfipad, kdy z mnoZiny samostatnych trojuhelnik(i potfebujeme vytvofit
trojuhelnikovou sit s pouzitim napt. okfidlené hrany kap.6.5 (Hrani¢ni reprezentace). Toto je uz
ponékud komplikovanéjsi tloha, nebot musime uvazit to, ze poclet zpracovavanych trojuhelnik( bude
béiné n € (10%,108). a pocet vrcholll m = 3n. Vytvorenim trojuhelnikové sité, kdy je kazdy vrchol
uloZen pouze jednou, podstatné zredukujeme pamétové naroky.

Princip je pomérné jednoduchy. Pro kazdy trojuhelnik se uloZi do tabulky soufadnice kazdého vrcholu
trojuhelnika, pokud tam jesté nebyl. Nyni mame identifikaci, kde jsou vSechny tfi souradnice
trojuhelnika uloZeny. Do seznamu trojuhelnikd se uloZi informace o vrcholech a k vrcholiim se prida
informace na pravé zpracovany trojuhelnik. Po zpracovani vsech trojuhelnikl se dopoctou vSechny
ostatni poZzadované vazby.

vertex coordinates hash table
X
Index = f(x)
cluster
) — I -
index = pointers to the
i vertex_array
free vertex
/ vertex_array
2| L | | | |
triangle_array
[e[s]e] (o] [ | |
] Y L—‘Y‘_" \free triangle
j-th triangle i-th triangle

Obr.QQQ: Datova struktura pro rekonstrukci trojuhelnikové sité

Ulohu rekonstrukce trojihelnikové sité z mnoZiny samostatnych trojuhelnikl uZ neni moino
realizovat modifikaci algoritmu pro eliminaci duplicit se sloZitosti O(n lg n). Takze mdmé nyni pouze
moznost algoritmu brutdini sily se sloZitosti 0(n?) nebo pouZiti hashovani se sloZitosti Opxpectea ()
Je zfejmé, 7e algoritmus se sloZitosti 0(n?) je absolutné nepoufZitelny vzhledem ke zpracovdvanému
poctu trojuhelnikd.

Podrobné viz:

e Hradek,J., Skala,V.: Hash Function and Triangular Mesh Reconstruction, Vol.29, No.6.,
pp.741-751, Computers&Geosciences, Pergamon Press, ISSN 0098-3004, 2003

e Glassner, A., 1994. Building vertex normals from an unstructured, polygon list. In: Graphic
Gems IV. Academic Press, New York, pp. 60-73.
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7. Reprezentace scény

Zobrazovana scéna v realné situaci neobsahuje jen popis geometrickych objektli, ale téZz dalsi
informace, napft.:

e pozice kamery, resp. pozorovatele, jeji smérovou orientaci, vlastnosti kamery, napf.
ohniskova vzdalenost atd.

e svételné poméry na scéné, napf. pozice a charakteristika svételnych zdrojli, pfipadna fixace
svételného zdroje na objekt, nebo skupinu objektd, kdy se pfi geometrické transformaci méni
s objektem i pozice zdroje svétla

e hierarchickou strukturu geometrie scény a atributy jednotlivych geometrickych objektd,
napfr. textury, prihlednost

Graf scény umozniuje efektivné budovat komplikované scény, jednoduchou editaci jejich casti a
manipulaci s objekty ve scéné.
7.1.Graf scény

Tyto vlastnosti jsou zaznamenany ve strukture, kterd se nazyva graf scény (scene graph) a je primarné
tvorena stromovou strukturou, podobné jako u CSG stromu, avSak geometrické objekty mohou byt
definovény i jinym neZ funkcionalnim popisem. Zakladni vlastnosti grafu scény je pak to, Ze jak
transformace, tak i atributy atd. se ,, dédi“ na podfizené uzly stromu, pokud neni stanoveno jinak.

Proilustraci uvazme jednoduchy graf scény (viz http://www.disgruntledrats.com/?p=266):

Scene Graph

Shape

Op Light

Transformation

camera

M
o
m
=]
m
=
[v]
m
=
o
)
A

rotation_ground light

translate_base

Group
scale_ground
scale_base
scale_crown

Model
plane_ground

cylinder_base cone_crown

Camera

Branch

@O0

Obr.XXX: Ukdzka grafu scény
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7.2.Reprezentace grafu scény

Graf scény pak muze byt zapsan ve formé XML, napft.:

<?xml version="1.0"?>
<scenegraph name="scene tree">
<branch name="branch tree">
<translation name="translate tree" x="200.0" y="0.0" z="-100.0">
<translation name="translate base" x="0.0" y="5.0" z="0.0">
<scale name="scale base" x="5.0" y="5.0" z="5.0">
<shape name="cylinder base" type="cylinder" color="brown" />
</scale>
</translation>
<translation name="translate crown" x="0.0" y="15.0" z="0.0">
<scale name="scale crown" x="15.0" y="15.0" z="15.0">
<shape name="cone crown" type="cone" color="green" />
</scale>
</translation>
</translation>
<rotation name="rotation ground" ray x="1" ray y="0" ray z="0"
angle="90">
<scale name="scale ground" x="1000.0" y="1000.0" z="1000.0">
<shape name="plane ground" type="plane" color="gray" />
</scale>
</rotation>
<directional_light_source name="1light" x="20.0"
y="300.0" z="20.0" />
</branch>
<camera name="camera" cop x="0" cop y="0" cop z="0" vrp x="20"
vrp y="150" vrp z="20" vuv_x="0" vuv_y="1" vuv_z="0" />
</scenegraph>

Zasadni vyhody grafu scény a jeho pouziti:

e je predevsim snadna realizace Uprav scény, tedy moznost editace, i pro velmi rozsahlé scény

G
[

e moznost ,klonovani“ skupin objektd, tedy vlastné podstrom(

e jednoznacny popis scény a moznost optimalizace grafu scény podobné jako u CSG strom(

AZ dosud jsme se zabyvali viceméné geometrickymi vlastnostmi geometrickych objektl s relevantnim
matematickym popisem. Pfi zobrazovani scén je nutné brat v Uvahu také svételné pomeéry ve scéné.
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8. Svétlo a barevné systémy
Pouzit

Skala,V.: Svétlo, barvy a barevné systémy v pocitacové grafice, Academia, 1991

8.1.Radiometrie, rovnice prenosu, fotometrie
8.2.Achromatické svétlo

8.3.Chromatické svétlo

8.4.RGB, CIE-uv, Lab, HLS,HSV, Opponent color space
8.5.Barevné vzorniky
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9. Interpolace a aproximace usporadanych a neusporadanych dat

Interpolace a aproximace dat je opét jednou z velmi pouzivanych oblasti v pocitacové grafice. Obecné
se pojmem interpolace oznacuji ty metody, kdy vysledny interpolant zadanymi body prochazi. Napr.
u Bézierovy kfivky interpolovana kfivka prochazi body x, x,,_1, zatimco body x4, ..., x,,_, jsou Fidici
body, které urcuji chovani kfivky. Pojmem aproximace se oznacuji ty metody, kdy vysledny
interpolant zadanymi body nemusi prochdazet, ale dané hodnoty aproximuje podle zadaného kritéria,
napf. metodou nejmensich ¢tvercll. Nékdy se obé skupiny oznacuji jako interpolace, avsak chapano
v SirSim smyslu. V nésledujicim budou probrany zakladni metody interpolaci a aproximaci s ohledem
na aplikace v pocitacové grafice a vizualizaci dat.

Asi ve vSech publikacich pojedndvajicich o interpolacich se uvadi Lagrangeova interpolace.
Pfedpokladejme, Ze médme n + 1 navzdjem rlznych bodl x, ..., x,, a dané hodnoty v téchto bodech,
tj. f(xg), ..., f (xy,). Pak Lagrangeliv interpolacni polynom je uréen:

Ly (x) = f(x0)lo(x) + -+ f(xn)1n (%)

kde:
1pokudi=j
L) = {0 pokud i # j
Tyto podminky napf. splfiuje polynom:
X~ %o X—Xg X—Xj1 X~ Xiy1 X —Xp
oskan X T Xk Xi T X0 Xi T X1 X T Xig1r Xp T Xp
k#i

Vzhledem k vypocetni ndrocnosti se vyuziva rovnosti, a to:
L,(x) = ay + ayx + apx? + -+ a,x" = z ax' =1

ke konstrukci matice A, 41xn+1, reprezentujici Lagrangelv polynom. Pak Ize koeficienty a; vypocitat
feSenim soustavy linearnich rovnic:

A=
kde:
R | %] | o)
R B e |
A:|1 X; xlz xlnl o= . B=| 1
S E :2 ‘ EnJ ag_l lf(xn—l)
1 x, x; Xn n f(xn) J

a kde matice A je znama Vandermondova matice, viz Alexandre Théophile Vandermonde.

Nicméné je nutné poznamenat, Ze:
e pro vétsi pocet bod(i mlZe nastat problém s numerickym feSenim soustavy rovnic
o zdkladni vlastnosti Lagrangeovy interpolace je jeji charakteristické ,rozkmitavani“ se
s rostoucim poctem bodu
Vzdélenou podobnost svySe uvedenym postupem pak bude u aproximace pomoci radidlnich
bazovych funkci (RBF aproximace).

Osobni pozndmka — pfimy dopad do béZného Zivota:
Cim vice zdkon( se zavede, které lidé museji respektovat, tim vétsi je rozkmitdvdni chovdni lidi, tj.
chaos.

Vaclav Skala 127 Update: 2013-09-14 09:09




0O N O U A WN

10
11
12
13
14

15
16
17
18

19
20
21

22
23
24
25
26
27

28

29

30
31

32
33
34

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

9.1.Linearni interpolace

Linearni interpolace je zfejmé nejcastéjsi v aplikacich pocitacové grafiky. V zasadé jednotliva
interpolaéni schémata vychazeji bud' z explicitni nebo implicitni rovnice ptfimky, roviny apod., nebo
z parametrického tvaru. V nasledujicim se budeme zabyvat parametrickou linedrni interpolaci.

Linedrni interpolace
Predpokladejme, Ze jsou dany dva body v E™, a to X; a X,. Pak linedrni interpolace, tj. ,,na pfimce”,
je dana vztahem:

Xt)=X;+X,— X))t
kde t € (0,1) je parametr. VySe uvedeny vztah se pouZiva pro parametrické vyjadfeni pfimky, resp.
polopfimky nebo paprsku (ray), kdy parametr t € (—oo,+), resp. t € (0,00). Parametrického
vyjadreni pfimky se s vyhodou pouziva pro vypocet priseciku pfimky s rovinou apod.

V pfipadé linedrni interpolace ,na rovinné plose” v prostoru E™ (v ndmi uvaZovanych aplikacich je to
témér vyluéné prostor E3) je interpolace uréena vztahem:

Xuv)=X;+X, - XDu+ Xz —X)v
kde u, v jsou parametry. VySe uvedeny vztah se pouZiva pro parametrické vyjadreni trojihelnika, kde
pro parametry platiu, v € (0,1)& 0 <u+ v < 1.

V mnoha aplikacich se pouzZivaji barycentrické soufadnice:

e bodu na Useéce v E1, kde uréuji pomér délek
e v trojuhelniku v E?, kde uréuji pomér ploch
e ve ltyisténu (tetrahedronu) v E3, kde urcuji pomér objemd

Je nutné upozornit, e barycentrické soufadnice bodu v trojuhelniku, ktery je v obecné poloze v E3
nejsou pfimo definovany, nebot soufadnice jsou jesté ,svazany” rovinou, na které dany trojuhelnik
leZi. Toto se vétsinou resi projekci do néjaké zakladni roviny soufadného systému.

Barycentrické souradnice bodu na usecce
Barycentrické souradnice jsou definovany takto:
MXi+ALX =X
A+, =1
Pokud dosadime A; = 1 — A, do rovnice, pak:
X +1,X,-X)=X
Vidime tedy pfimou souvislost mezi linedrni interpolaci a barycentrickymi souradnicemi a plati
t=21,
Barycentrické souradnice bodu v trojuihelniku
Barycentrické soufadnice jsou dany vztahy:
X1+ L X438 =X
MY+ L5+, =Y
M+l +23=1
Pokud dosadime A; =1—A71, —A; do rovnice, pak opét dostaneme linedrni interpolaci na
parametrické roviné X(u, v). Barycentricka souradnice 1; pak urcuje pomér plochy trojuhelnika P;,
jehoz vrcholem je dany bod X a plochy celého trojuhelnika.

Vaclav Skala 128 Update: 2013-09-14 09:09



O 00 N O U b W N B

[ =
N B O

13
14
15

16
17
18
19
20
21
22

23

24
25
26
27
28
29

30
31
32
33
34

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

X2

_ Py x,x, _ Px,x x, _ Px, x,x

PX1X2X3
X3

X1

Z A2 A3

PX1X2X3 PX1X2X3

Je zfejmé, Ze urceni hodnot barycentrickych soutfadnic vede nafeSeni soustav linearnich rovnic
Ax = b.

VySe uvedend linedrni parametrickd interpolace a interpolace barycentrickymi souradnicemi
v Eukleidovském prostoru E™ je linearni vzhledem k parametru, resp. parametriim.

V pocitatové grafice se pouzivaji homogenni soufadnice, tj. pouzivame projektivni rozsiteni
Eukleidovského prostoru. Otazkou tedy je, jak postupovat, pokud souradnice bodl jsou dany
v homogennich soufadnicich.

Interpolace v projektivnim prostoru
Pfedpokladejme, Ze body jsou dany soufadnicemi v homogennich souradnicich, a to:

o x=[x:w]T vpripadé E*
e x=[x,y:w]T vpfipadé E?
e x=[x,y,z2w]" v p¥ipadé E3

a pro homogenni soutadnici nemusi platit, Ze w = 1. Obecné je mozné prevést soufadnice bodl do
Eukleidovského prostoru, tj. vydélit souradnice hodnotou homogenni slozky w a ndsledné poutzit
linedrni interpolaci nebo barycentrické soufadnice. Toto feSeni je pomérné vypocetné ndarocné,
nebot se musi pouZit operace déleni. Otazkou je, zda je mozZné realizovat linearni interpolaci bez
pouziti operace déleni.

Pfedpoklddejme, Ze jsou dany dva body x; a x, v homogennich soutadnicich. Pak zajisté je mozné:
x(t) = wyxy + (Wixy —woxq) t
nebot homogenni soufadnice reprezentuje ,,odlozené” déleni. Pak pro pfipad E! miizeme psat:
2 © = [rua] + (] =~ [sws))
[W] ©) = WiWw; + wiWw; L) t
Analogicky i pro E? a E3. Parametrizace parametrem t je linedrni, avak je zapotfebi nékolik operaci
nasobeni.

Otazkou je, zda je mozné provést interpolaci pfimo v projektivnim prostoru a jaké to ma dlsledky.
Linedrni interpolaci v projektivnim prostoru, tj. body jsou dany v homogennich soufadnicich, mizeme
zapsat:
x(t) =x1+(—x)7

Lze ukdazat, Ze vysledkem je pfimka v projektivnim prostoru s parametrizaci danou parametrem 7.
Z predchoziho vime, zejména pak viz kap.4.1 (Perspektivni projekce), ze parametr T # t, kromé
krajnich bod(, nebot pti pfevodu do Eukleidovského prostoru jde vlastné o perspektivni projekci.
Parametr T monotdonné roste nebo klesd, avsak nelinedrné. V tomto pripadé projektivni reprezentace
bodl jde o linedrni interpolaci s nelinedrni monotdnni parametrizaci.
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3,1
4
5.6 \ ——X(t) 2,9 e
\ —=—Y(1) X-Y
4,6 2,7

3,6 2,5 \
2,6 - 2,3 \
2,1

0,6 ‘ ‘ 1,9 T T T

0,0 0,5 1,0

1,6

Vyse uvedeny postup lze aplikovat obecné pro E™ a i pro rovinou interpolaci na plose, tj.:
x(u,v) =x;+ (X —xp)u+ (x3—x)v

Takze Ize vlastné linearni interpolace rozdélit takto”

v Eukleidovském prostoru s linearni parametrizaci
s linearn{ parametrizaci
s nelinarni monoténni parametrizaci

linedrni interpolace = S,
v projektivnim prostoru

V mnoha algoritmech nepotfebujeme linedrni parametrizaci, postacuje pouze monotdénni
parametrizace. Typickymi ukdzkami jsou:

e metoda sledovani paprsku (Ray tracing), viz kap.13.1 (Metoda sledovani paprsku), kdy je
nutné urcit, ktery objekt protnuty polopfimkou, tj. paprskem, je nejblize pocatku poloptimky

e algoritmus Cyrus-Beck pro ofezavani ptimky, resp. Usecky konvexnim n-uhelnikem — vhodnou
modifikaci Ize takto algoritmus zrychlit cca o 15%

V pfedchozim textu byl ukdzdn vypocet barycetrickych souradnic, ktery vede na feSeni soustavy

linearnich rovnic Ax = b. Je tedy pfirozenou otazkou, zda barycentrické souradnice je mozné pocitat

také primo v projektivnim prostoru. Vlastni odvozeni je nad rdmec tohoto textu a lze jej najit v:
Skala,V.: Barycentric Coordinates Computation in Homogeneous Coordinates, Computers &
Graphics, Elsevier, ISSN 0097-8493, Vol. 32, No.1, pp.120-127, 2008

Nicméné v kap.2.4 (Dualita a jeji aplikace) bylo ukdzano, Ze feSeni soustav linearnich rovnic je
ekvivalentni zobecnénému vektorovému soucinu. Uvazme pro jednoduchost vypocet barycetrickych
soufadnic pro bod v trojuhelniku v E2.

/11X1 + /12X2+13X3 =X | Alyl + 12Y2+A3Y3 =Y | ll + /12 + A3 = 1
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Uvedenou soustavu rovnic lze pfepsat do implicitni formy, tj.:

X, X, X3 X @1 0 w1 X1 + W Xotw3 X3+ W X =0
1 2 3 -
w3 (,()1+(U2+(,()3+(,()4_:0
1 1 1 1 Wy 0 b
/11' = -
Wy

Redeni uvedené soustavy rovnic Ax = 0 je ekvivalentni zobecnénému vektorovému soucinu a lze

psat:
i j k l
X, X, X3 X
= X X =
w=ExnxXT= oy, y
1 1 1 1
kde:

§=1[X1,X5,X3,X ]T, n=[Y,%YY ]T, T= [1,1,1,1]T, W = [a)l,a)z,a)3:a)4]T

i =[1,0,0:0]7,j =1[0,1,0:0]7, k = [0,0,1: 0]7, L = [0,0,0: 1]7

Je tedy ziejmé, Ze:

e pro vypocet barycentrickych souradnic neni nutné fesit soustavu rovnic, napf. Gaussovou

eliminaéni metodou nebo néjakou jinou, a Ize pouzit vektorovy soucin

e vypocet barycentrickych soufadnic, pokud soufadnice jsou v homogennich soufadnicich je

také jednoduchy, nebot determinant je multilinearni

Vypocet barycentrickych souradnic pro body v projektivnim prostoru:

i j k1 i k1 i j ok 1
w=|%1 Xz Xs X |_ 1 wiX; woX, wiXs wX |, |x x x5 X
n rn n vt wiwowaw |[WiYs woY,  wiYs wY [Ty oy, oy Y
1 1 1 1 wy wy w3 w wy Wy, w3z W

TakZe Ize psat
w=XNXT
kde:

E = [Xl,XZ,X3,X ]T' n= [}’1' V2,Y3, Y ]T, T= [Wl!WZ!WS'W]TI w = [wl'wZ!w3: w4-]T

i =[1,0,0:0]%,j =[0,1,0:0]7, k = [0,0,1: 0], 1 = [0,0,0: 1]
Barycentrické soutadnice jsou pak dany:

wq w»
MH=——- Ay =——F"— Ay =
Wo W3 Wy

Poznamka

Zvyse uvedeného je ziejmé, Ze vypocletni postup je jednoduchy, elegantni, nepotiebuje ke své

realizaci operaci déleni a je vhodny pro GPU aplikace. Déle pak:

e vyse uvedeny zplsob vypoctu barycentrickych souradnic ma linearni parametrizaci

pro zjisténi, zda bod je uvnitf trojuhelnika je vhodné pouzit modifikovany test

0<w £—wrwzw

0<w; £ —wjwzw

0 w3 < —www
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Rozsifeny vektorovy soucin mlze byt implementovan na GPU napf. takto:

float4 cross_4D(float4 x1, float4 x2, float4 x3)

{
float4 a;
a.x = dot(x1.yzw, cross(x2.yzw, x3.yzw));
a.y = -dot(x1.xzw, cross(x2.xzw, x3.xzw));
a.z = dot(x1.xyw, cross(x2.xyw, x3.xyw));
a.w = -dot(x1.xyz, cross(x2.xyz, x3.xyz));
return a

AZ dosud jsme se zabyvali linedrnimi interpolacemi. Dalsi specifickou interpolaci je interpolace
sféricka, kterd je interpolaci ,,po oblouku” s témér linedrni parametrizaci.
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9.2.Sféricka interpolace
Sféricka interpolace je interpolaci specidlni a vychazi z nasledujicich predpokladi:

e stfed rotace je v pocatku souradného systému

e pokud se interpoluji normalové vektory, pak maji prisecik v po¢atku souradného systému

e interpoluje se po kulové plose

Sféricka interpolace je interpolaci s témér linedrni parametrizaci.

sin[(1 — t)Q] N sin[tQ]

slerp(Xo, X1, 8) = — 0 " sinq °t

Je nutné upozornit, ze pro Q — km, k = 0,%1, ... je formule nestabilni, nebot se déli hodnotou

blizkou nule.
Proto je vhodné pouZivat projektivni reprezentaci slerp, (xo, x4, t) a ,0dloZit” operaci déleni.

slerp(Xo,X1,t) £ slerp,(Xo, Xy, t) = [sin[(l - t)%]i;)ion-l_ sin[tQ]X1]

= [sin[(1 — )Q]X, + sin[tQ]X; :sinQ]”

Je urcité na misté se ptat, jak je sféricka interpolace definovana, pokud body jsou zadany obecné

v homogennich soufadnicich. Pak Ize psat pro x a w soufadnice (analogicky pro y, z ):

_sin[(1 - 6)Q] . sin[tQ] w(t) = sin[(1 —-1t)Q] sin[tQ]
= 0 - 0

x(t)

sin sinQ 1 sinQ

Pak interpolované soufadnice bodu vyjadiené v Eukleidovskych souradnicich jsou:
sin[(1—1t)Q] sin[tQ] x ] _
) = S sinQ 1 _ sin[(1 — t)Q] xy + sin[tQ] x;
sin[(1 —t)Q] sin[tQ] sin[(1 — )Q]wy + sin[tQ] wy
sinQ Wo+~gma W1
Pak Ize psat pro x (analogicky proy, z)

Xg +

- w
sinQ !

funl

a w soufadnice: srens st yssna s o2 |

sin[(1 — t)Q] xo + sin[tQ] x;
x(t)=| . ;

sin[(1 — t)Q] wy + sin[tQ] wy
To znamena, Ze mame lepsi numerickou stabilitu.

Obr.XXX znazornuje vliv hodnot homogennich ;
slozek w na miru nelinearnosti parametrizace :
sférické interpolace.

0 01 0z 0.3 04 05 0.6 07
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9.3.RBF interpolace

V mnoha oblastech dfive uvedené metody nejsou aplikovatelné vzhledem ke specifickym
predpokladlim. AZ dosud jsme se zabyvali interpolaci usporadanych dat v rlizném kontextu. Nicméng,
zejména v Ulohach s vys$si dimenzi nebo v pfipadé ¢asové proménnych dat, kdy se strukturovana sit
musi vytvaret, se upfednostiiuji tzv. bezsitové (,,meshless”) interpolacni techniky.

Jednou z takovych interpolacnich technik je interpolace pomoci radialnich bazovych funkci (Radial
Basis Functions), tzv. RBF interpolace. RBF interpolace je vhodnou metodou pro interpolaci
neusporddanych dat, napt. skaldrniho potencidlového nebo vektorového pole. Jde tedy o ulohu, kdy
jsou zadany soufadnice bodl x; € E™ a hodnoty h; € EP, které se maji interpolovat.

RBF interpolace je v postaté ulohou feseni soustavy linearnich rovnic Ax = b, kde b je vektor
zadanych hodnot a x je vektor vah pro jednotlivé interpolacni funkce. Vyslednd interpolovana
hodnota je pak dana vyrazem:

N
fx) = Zﬂi o (1)
i=1

kde A; jsou vahy, ¢(r;) = ¢(]|x — x;||) jsou hodnoty interpolacnich funkci a x; jsou zadané hodnoty
soufadnic i-tého bodu ar; = ||x — x;]|.

V nasledujicim si ukdzeme princip RBF interpolace, tj. kdy interpolacni kfivka nebo plocha prochazi
danymi body, a aproximace, kdy aproximacni kfivka nebo plocha nemusi nutné prochazet danymi
body.

RBF interpolace ma nasledujici vyznamné vlastnosti:

e RFB je uréena predevsim pro interpolaci neusporadanych dat
e RBFinterpolace je vhodna pro interpolaci d-rozmérnych dat, d > 2

e RBF je zaloZena na ,parametrizaci na vzdalenostech bodd r;; = ||xl- — Xj||, a tedy jde o

interpolaci v principu neseparabilni, tj. neni mozné interpolovat po jednotlivych dimenzich

RBF interpolace pouZivaji rozdilné interpolacni bazové funkce ¢ (r), tj. ¢(||xl- — xj||). RBF interpolace
Ize rozdélit do dvou zakladnich skupin, a to dle typl funkci, které se pro interpolaci pouzivaji:

e globalni funkce, které maji vliv na cely interval, a které Ize rozdélit na funkce, jejichz hodnota:
o roste s rostouci vzdalenosti r, napt. ¢(r) = r?lgr nebo ¢(r) = 13

o klesa s rostouci vzdalenosti r, napt. ¢ (r) = 1/r2 nebo ¢(r) = e~ Kkde €je

parametr

PFi pouziti globalnich funkci je matice A pomérné hodné zaplnéna nenulovymi hodnotami a
podminénost soustavy rovnic se zhorsuje s rostoucim radem matice.

e |okalni funkce (,,Compactly Supported” RBF-CSRBF), jejichz hodnoty jsou nenulové jen pro
urdity interval, vétsinou pro r € (0,1). Nékteré typické CSRBF funkce jsou uvedeny nize.

Vyhodou poufZiti CSRBF je predevsim to, Ze matice A je matici fidkou, coZ nasledné vede
k podstatnému sniZzeni vypocetni sloZitosti. Nicméné, vzhledem ktomu, Ze jejich vliv je
omezen na interval r € (0,1), je nutno vSechny vzdalenosti r zvétsit, resp. zmensit tak, aby
v intervalu pro r bylo vice zadanych bod.
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Uvedme zékladni ,globalni“ funkce pouZivané pfi RB interpolacich:

Thin-Plate Spline (TPS) r?lgr Inverse multiquadric 1
(M) Niver
Gauss e—¢er? Multiquadric (MQ) 1+ er?
Inverse Quadric 1
Q /(1 + er?)

Tab x: “globalni“ RBF funkce

L

25F

o -] SEREENEEETER U

PR S N

Obr.X: Geometrické vlastnosti CSRBF

ID CSRBF ID | CSRBF
1 (1-7), 6 (1-7)8(35r% + 18r + 3)

2 (1-m3@Br+1) 7 (1-7)8@32r3 +25r2 +8r +3)
3 (1-713@r2+5r+1) 8 1-r)3

4 (1—-r)2 9 1-r)3Gr+1)

5 1-ri@r+1) 10 (1-7r)i(16r2+7r+1)

Tab. x: Typické CSRBF funkce

’

V roce 1971 navrhl Hardy [Hardy 1971] interpolaci pomoci RBF s pouzitim funkce , multiquadric’
a metodu nazval metodou radialnich bazovych funkci, ktera je zaloZena na interpolacnim vzorci:

N
fx) = zli o (1)
i=1

kde: ¢(r;) = ¢(llx — x;]]) a x je d-dimensionalni vektor a A; jsou vahy. V roce 1977 Duchon
[Duchon 1977] pouiil funkci typu ¢(r) = r?lg r, kterou nazval ,Thin-Plate Spline“ (TPS), Shagen
[Shagen 1979] vroce 1979 navrhl funkci ¢(r) = e~(€* 3 Wetland [Wetland 2005] v roce 2005

navrhl pouziti CSRBF (,,compactly supported”) funkci:

_(1=m1Pr), 0<r<1
d)(r)—{ 0, r>1

kde: P(r) je polynom a q je parametr. Otazky freSitelnosti a stability jsou FeSeny napf.
v [Micchelli 1986] a [Wright 2003]. Wright rozsifil z dlivod( stability plvodni RBF interpolaci
polynomem k-tého stupné takto:

Vaclav Skala 135 Update: 2013-09-14 09:09




w

O 00 N O U b

10

11

12
13

14
15

16

17

18

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

N N
)= 2dUx = xil) + Pe() = ) 4 i(x) + Pe®)
i=1 i=1

L
a zaved| dodatecné podminky:

N
Z)li=0 Aix=0
=1

i=1 i

Obvykle je misto polynomu k-tého stupné Py (x) pouzit polynom lineérni a to:

Pr(x)=ay+a’ x
Geometricky vzato, ¢len a, vlastné ,nastavuje“ hodnotu pro x = 0 a druhy ¢len a’x, pak vlastné
reprezentuje v pfipadé E3, tj. {x, h}, naklonéni“ roviny, v obecném ptipadé ,naklon&ni“ nadroviny.
Z uvedeného je zfejmé, Ze RBF interpolace neni nezdvisla na posunuti a dalSich geometrickych
transformaci.

Protoze hodnoty h; = f(x;) v bodech x; jsou zndmy pro j = 1, ...,n, rovnice tvoi systém linedrnich
rovnic Ax = b, jehoZ feSenim dostaneme koeficienty 4; a ag, a, tj.:

N N
fx) = Z’li dllx; — x:]) + Pe(x) = Zli ¢ij+P(x;)  j=1..n
i=1 i=1

le tedy zfejmé, Ze pro d-dimensionaini interpolaci a N danych bod( dostavame soustavu
(N+d+1)Xx(N+d+1)
rovnic.

T ., . ey
Pro d = 2 jsou tedy vektory x; = [x;,y;]T aa = [ax, ay] . VySe uvedenou formuli mGzeme rozepsat
takto:

$11 - v 1 X1 Y17 [/11] [fl]
: : HE : : | =]
¢N,1 .- ¢N,N 1 xy yn||An =|fN|
1 .. 1 0 0 olfla| ol
x1 s xN 0 0 0 ax [OJ
ly, .. yw o0 o ollal Lo

B P1[A] _ [f]

[ ollal =10

Ax=Db

a’ x; 4+ ag = apta, x; +a, y;
RBF interpolaci lze vyuZit:

e pfirekonstrukci poskozenych obrazu

Plvodni obraz - 60% poskozenych pixel{ Rekonstruovany obraz
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e pro odstranéni napisl na predlohach (inpaining), resp. trhlin na fotografiich a na nasténnych
malbach apod.

Original image [Bertalmio et al. 2000 Reconstructed image [Uhlir and Skala 2006]

e prirekonstrukci 3D povrchu z nasnimanych bod.

Surface reconstruction (438000 points) [Carr et al. 2001]

V pfipadé rekonstrukce povrchu z nasnimanych bod( uloha vede na soustavu homogennich rovnic, tj.
Ax =0, tj. nemame Zadnou informaci o orientaci plochy, a proto je nutné pouzit specidlnich
pristupa.

Je zfejmé, Ze vySe uvedenou techniku Ize s vyhodou poufZit k , pfevzorkovani“, napf. pfevzorkovani
namérenych dat do pravouhlé strukturované pravidelné datové struktury.

AZ dosud jsme se zabyvali interpolaci neusporadanych dat, tj. pfipadem, kdy interpolovana kfivka i
plocha prochazi danymi body. V mnoha pfipadech jsou vzorky interpolované veli¢iny pfilis , husté”,
pfipadné nepozZadujeme naprostou presnost, ale chceme sniZit pocet parametrd RBF. V tomto
ptripadé mizeme pouzit RBF aproximace.
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9.4.Aproximace

Aproximace, na rozdil od interpolaci, prokladaji danymi daty kfivku, ktera obecné neprochazi
zadanymi body. Aproximace dat se pouziva pfi feSeni mnoha problémd, kdy jsou dany vzorky dat a je
nutné je pfiblizné reprezentovat néjakym funkénim popisem.

V technické praxi se velmi Casto pouZivd metoda nejmensich ¢tvercl (Least Square Error - LSE) pro
nalezeni ,,optimalniho” fesSeni. PFi jeji aplikaci je vSak nutné mit na paméti, Zze ,standardni“ metoda
nejmensich ¢tverch muze poskytovat neadekvatni vysledky, nebot se chyba méfi ,na svislici“ a vliv
odchylky roste s kvadratem. Lepsi vysledky ddva ortogonalni metoda, kterd méfi vzdalenosti ,na
kolmici“, nicméné je podstatné vypocetné ndrocnéjsi.

,Standardni“ metoda nejmensich ¢tvercli je pouZitelnd na situace, kdy vysledna aproximace je
explicitniho charakteru, tj.

y =[xy, ., xn) = f(x) (7)
V ptipadé, ze vysledna aproximace je implicitniho charakteru, tj.
F(xq, ., X)) =F(x) =0 (8)

nelze vyse uvedeny postup aplikovat a musi se pouzit jiné postupy.

d } \,/\I\
P ]/f 2y

X

Standardni lin.regrese ‘ Ortogonalni linedrni regrese

Rozdil mezi zadanou hodnotou a hodnotou aproximovanou je pak chyba (Error), kterou se snazime
minimalizovat podle néjakého kritéria. Primérnou chybu aproximace Ize pak definovat takto:

€= %ZV(%’) — hyl
=1

kde: h; jsou zadané hodnoty v bodech x;, f(x;) jsou hodnoty v danych bodech vypoétené a n je
pocet zadanych bodd. Hodnota € je hodnota urcujici primérnou chybu na jeden bod, tj. jde o
relativizujici kritérium vici poc¢tu bodu.

Je nutné upozornit, ze velmi ¢asto pouzivana metoda nejmensich ¢tvercl nemusi byt vhodnd, nebot
penaliza¢ni vaha odchylky roste s kvadratem odchylky. Toto maze byt problém pfi prokladani danych
bodl pfimkou v E?, resp. prokladani rovinou v pfipadé E3, kdy bychom potfebovali minimalni
odchylku vzdalenosti, nikoliv jejich kvadratd.

n n
] z ax; + by; + ¢ ] z(axi+byi+c>2
min _—— min _——
o va? + b? ._ Va? + b?
a, b =1 a; b i=1
Minimalizace vzdalenosti Minimalizace ¢tverce vzdalenosti
metodou nejmensich ¢tvercl
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9.5.Aproximace - nejmensi ctverce

Asi nejcastéji pouzZivanou aproximaci je metoda nejmensich ¢tverch. Necht jsou dany skalarni
hodnoty h; v bodech x;, a chceme témito body proloZit kfivku ¢p(x), kterd je tvaru:

T
¢(X) = fl(pl(x) + et Ep¢p(x) = [El! ""'Sp][(pl(x)' ---:@p(x)]

pfiemz funkce @;(x) nejsou zdvislé na Zddném parametru a n > p. Hleddme takové koeficienty &;,

které minimalizuji nami zadané kritérium, v naSem pftipadé pouzijeme nejmensi Ctverce.

Lze nahlédnout, Ze pro jednotlivé body Ize v maticové formé psat:

01(x) 0 @p(xq) [ hy 1]
(P1(x2) (Pp(xz) ]|: 2 |

: - Tedy dostavame Ax=Db
[(P1(xn—1) QOp(xn 1) |hn 1
(pl(xn) (pp(xn) |‘ h J

¢imz dostavame preurcenou soustavu rovnic Ax = b a potrebujeme urcit hodnoty vektoru x. Nyni
mUGzeme definovat chybu r a jeji kvadrat r? takto:

r = ||Ax — b|| | r2 = (9§ — h)"(®E— h)

2=(Ax—b)"(Ax — h) = (Ax)T(4x) — (Ax)"Th — bTAx + b™h
ProtozZe plati
b"Ax = (Ax)™b
2=(Ax-b)T(Ax—h) = (Ax)T(Ax) — 2xTA"b + b"b

Pro extrém musi platit podminka

or” =24TAx—-2ATh =0

x
Takze dostavame soustavu linearnich rovnic:

ATAx=A"b (9)

Matice ATA je symetrickd pozitivné semidefinitni. Ve vétsiné realnych ptipadd je pozitivné definitni.

Priklad
Pro jednoduchost uvaime body reprezentujici povrch koule ziskanych, napf. odmérovanim,
skenovdnim apod. Je tedy dana mnoZina bodd {x;}]-, reprezentujici povrch koule a podet bodi
n > 4. Body na povrchu koule musi vyhovovat rovnici:
x2+y?+z2+ax+by+cz+d=0 (10)

Pro jednotlivé body x; by méla platit tato rovnice, tj.:

xt+yf+zi+ax;+by;+cz;+d=0

i=1,..,n

Je zfejmé, Ze zadné méreni neni absolutné platné a tedy rovnice ziejmé nebude splnéna ani pro

(11)

jeden dany bod. Ukolem je v3ak nalézt parametry pro kouli ,nejlépe” aproximujici naméteny povrch.

X1 Y1z 17ga [x12 +yi+ 212]

X2 - b - _ XZZ + y22 + 222 (12)
11|c¢ :

X, Vo 2zp 11ld lx,zl +y2 + Z,ZLJ

Dostavame opét preurcenou soustavu rovnic Ax = b, kterou mlzeme rtesit rdznymi numerickymi
postupy, napf. metodou nejmensich ¢tverct nebo dekompozici (Singular Value Decomposition - SVD)
apod.

Je nutné zdlraznit, Ze stabilita Fedeni prudce klesd s rozmérem vysledné matice A7 A.
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Priklad

V mnoha ptipadech potfebujeme posoudit chovani algoritmu, tj. ¢asovou nebo pamétovou slozZitost

na zakladé experimentalnich méreni. Uvazme algoritmus, ktery zpracovava ,typickad data“ pro rzny

pocet zpracovavanych dat. To znamend, 7e z experimentd dostdvame mnozinu @ = {(n;, t;)}V_,, kde:

n; je pocet zpracovavanych primitiv, t; je spotfebovany vypocetni ¢as a N je celkovy pocet

experiment(.

Ukolem je odhadnout vypoéetni sloZitost algoritmu.

Pfedpokladejme, Ze zakladni uvazované slozitosti jednotlivych €asti algoritmu jsou napf.
0(lgn), 0(¥n), 0(n), 0(nlgn), .., 0(n?, ..

Pak tyto funkce jsou vlastné funkce ¢;(n), viz pfedchozi text, tj.

d)(n) = flgol(n) + et 'Spgop(n)
protozZe kazdy algoritmus ma fixni pocatecni slozitost 0(1), polozime:

p1(n) =1 ‘(pz(n)zlgn‘ p3(n) =+n ‘ ps(n) =nlgn

| | p,(n) =n? |

pficemZzp < N.

Dostavame tedy opét preurcenou soustavu rovnic Ax = b, kterou vyreSime vysSe uvedenymi

zpUsoby.
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9.6.RBF aproximace

Interpolace RBF v zasadé spoléhd na feSeni soustavy linedrnich rovnic Ax = b fadu (N + d + 1), kde
N je pocet danych bod( a d je dimenze nezévisle proménnych. At uz v pfipadé pouZiti ,globalnich”
nebo CSRBF funkci, matice jsou fadové velké a v mnoha pfipadech jsou data pfilis husté vzorkovana.
Je tedy legitimni otazkou, zda je mozné ,redukovat” problém, tj. sniZit poCet hodnot A; s dobrou
aproximacni presnosti. Typickou Ulohou mUzZe byt reprezentace terénu, kdy mame vlastné zadané
body (x,y) s vyskou h.

Zkusme se proto podivat na RBF interpolaci z jiného hlediska. Ptedpokladejme, Ze mame
neusporadana data v E? (dale uvedené také obecné plati pro d-dimensionalni pfipad) a do datového
setu vloZme ,virtualné” body f]-, viz obr.xxxx. ,Virtudlné” vlozené body f]-, které nemusi byt
v pravouhlé mfiZce, mlize uzivatel vloZit tak, aby co nejlépe vystihovaly dany povrch, napf. profil
terénu apod. Pocet vloZzenych bodi §; bude M a bude podstatné mens3i nez poCet zadanych bodu N,
ti. M K N.

* Given points x
5 — 4 b—
- ] o '. ) ° ve ... e ¢
Py [ J ° Py
» . Ay F .. D L
* o. % P Y ’. ' e & °
[ ] ™ . . [ ] - ‘ | Y
* « ° ° .o ®e ..
i '. v s " .
m New reference points §

Obr.xxxx: RBF aproximace a redukce bod(

Aplikujeme-li RBF, pak interpolovand hodnota muizZe byt uréena obdobné definovanou funkci,
pficemZ hodnota 7;; je urlena nyni vztahem r;; = ||xl- —fj”. Jde tedy o vzdalenosti mezi body
danymi a body virtualné vloZzenymi. Interpolovana hodnota je tedy uréena vzorcem:

M
@ =) ho(lx -l
j=1

pficemz interpolacni funkce @(r) jsou stejné jako v pfipadé RBF interpolaci. Je zifejmé, Ze opét pro
dané hodnoty dostavame soustavu rovnic:

M
feo =) yollxi— &)
j=1

hl-=f(xl-) l:1,,N
kde §; nejsou dané body, ale body ,virtudlné” vioZené. Pro jednoduchost nyni uvazme, napf. Ze
pokud pomér poctu zadanych hodnot a poctu ,virtudlné” vioZenych je N/M = 102, pak rychlost

vlastniho vypoctu pouze jedné aproximované hodnoty bude také cca 10% X rychlejsi.
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Vyse uvedena formulace vede na feSeni soustavy lineadrnich rovnic Ax = b, kde pocet rddek N > M
a kde M je pocet nezndmych vah [A;, ..., Ay, 7.

[<P1,1 <P1,M] [hl]

| : KN | /11 :

| Pix - Pim | =] Ax=h
E ‘o, E AM E

[‘PN,1 ‘PN,MJ hy

Soustava rovnic je tedy pfeurcenou soustavou, tj. je vice rovnic nez nezndmych. Takovou soustavu
miZeme fresit metodou nejmensich c¢tvercll (,Least Square Method”“- LSM) nebo dekompozici
singuldrnich hodnot (,,Singular Value Decomposition” - SVD).

Vyhodou tohoto pfistupu je, Ze volba ,virtualné” vliozenych bodu je libovolnd, a tedy lze snadno
zlepsit presnost aproximace v oblasti uzivatelova zdjmu, resp. |épe vystihnout vlastnosti a chovani
dat. Toto je zejména vitand vlastnost v inzenyrskych aplikacich a aplikacich GIS.

Radiadlni bdzové funkce se dnes pouZivaji i vjinych oblastech, napf. pro feSeni parcidlnich

diferencidlnich rovnic. Jejich vyhodou je, Ze nepotiebuji vytvareni siti, na druhé strané vznika
komplikace s ostrymi prechody apod.

Vaclav Skala 142 Update: 2013-09-14 09:09



u A W N

10
11
12
13
14
15

16
17
18
19
20
21
22

23

24

25

26

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

10. Parametrické krivky a plochy

Parametricky popis je pomérné mocnym a flexibilnim popisek k popisu objektd, resp. jejich povrch(.
Nicméné jsou pomérné komplikované nékteré ,béziné“ operace. Uvedme alespon béiné operace,
napf. prlUsecik primky s parametrickou kfivkou nebo rovinou, prlsecik roviny s parametrickou
plochou atd.

10.1. Parametrické krivky

Jedna tfida béznych parametrickych interpolaci je zalozena na kubickych parametrickych krivkach a
bikubickych parametrickych platech. Pravdépodobné nejcastéji jsou pouzivany kfivky a platy zalozené
na Hermitoveé, Bézierové a Coonsoveé formulaci.

Hermitova (Fergusonova) kfivka

Hermitova kfivka je urcena souradnicemi pocatecniho a koncového bodu kfivky a tecnymi vektory
v téchto bodech. Na obr.xx je kfivka nakreslena pro souradnici x, obr.x.b pak ukazuje krivku
v prostoru E3. V nasledujicim budeme pouzivat znaéeni P = (x,y, z).

&

Pro pochopeni uvedme jednoduché odvozeni Hermitovy kfivky. Pokud chceme prokladat hladkou
krivkou, pak kfivka musi byt alespon 2. stupné. Pro proloZeni vice body potfebujeme polynom vyssiho
stupné, nebo polynomy nizsiho stupné, které budeme napojovat. Lze ukazat, Ze 2 kfivky 2. stupné
nelze obecné hladce napojit tak, aby v misté napojeni nebyl ,,zlom“, tj. aby alesponi existovala prvni
derivace v bodé napojeni. Proto kfivky musi byt alespon 3. stupné, tj. majici inflexni bod. Hermitova
formulace vychazi ze znalosti koncovych bodd a smérnic kfivky v koncovych bodech. Lze tedy pro
parametrickou kfivku x(t) psat:

x(t) =at3+bt>+ct+d x'(t) = 3at? + 2bt + ¢

Dosazenimzat = 0 at = 1 dostavame 4 rovnice pro 4 nezndmé, tj. a, b, c, d:

x(0)=d x'(0)=c
x()=a+b+c+d x'(1)=3a+2b+c
TakZe musime vyresit soustavu rovnic:
0 0 0 1]yay [*(0)]
1 1 1 1f|b|_[x(D]
0 0 1 oflc| [x'(0)
3 2 1 o0oldd x'(1)

Redenim této soustavy, tj. Ax = b, dostavame koeficienty Hermitovy formy a, b, ¢, d a mQZeme psat
x()=atd+bt’+ct+d=xTA"1t =x"Myt
kde t = [t3,t2,t,1]T a x = [x(0), x(1),x'(0),x'(D].
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Inverzni matice A~! je pak v naSem pfipadé matici Hermitovy formy My, tj.

Obdobné postupujeme i pro ostatni soufadnice, tj. pro y , resp. z atd. Pro usnadnéni zdpisu se
pouziva symbol P, ktery pak vlastné zatupuje jednotlivé souradnice obecné v d-rozmérném prostoru.

My

2
-2

1

1

-3 0 1
3 00
-2 1 0
-1 0 O

Je vhodné zdUraznit, Ze matice je pro danou formu konstantni.

Interpolacni funkce (blending functions) g (t) jsou pak dany vyrazem:

gu(@® = [90(0), 91(), 92(©), gz (O]" = My [°,¢%,t, 1] ¢t €(0,1)
Rozepsanim maticové formy dostavame:

lgo@® =2t3=3t2+1]| g () =—-2t3+3t2 | g,() =t3—2t2+¢t | gz(t) =3 —¢?

Bod krivky P(t) = (x,y, 2) je urcen:
P(t) = [P0; Pll P6IP1,] MH [t3l tzﬂ t! 1]T te <0I1>
kde M, je matice Hermitovy formy.

e

20 02 04, 06

0.8

SRR

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obr.XX: Hermitovy interpolacni funkce

Obr.XX: Bézierovy interpolacéni funkce

Bézierova krivka

Bézierova kfivka obecné n-tého stupné je uréena:

n

=0

P(t) = Zn: B P = Z (rll) P, ti(1— )"t
=0

Bus = () £1 = o

kde: B, ; jsou Bernsteinovy polynomy.

Pro 3.stupen je pak Bézierova kfivka uréena 4 body, viz obr.xx, a kfivka je urcena rovnici:

P(t) = [POIP1IPZIP3] MB [tBItZFt' 1]T te (0!1>
Matice Bézierovy formy je definovana:

-1 3 =3 1
3 -6 3 o0
Mp = -3 3 0 0
1 0 0 0

Interpolacni funkce (blending functions) gz (t) jsou dany vyrazem:
gB(t) = [gO(t)l gl(t)l gZ(t)l g3(t)]T = MB [t3’t2, t: l]T te (011>
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Rozepsanim maticové formy dostavame interpolacni funkce pro Bézierovu krivku:

go(t) = —t3+3t2—3t+1 g1(t) =3t3 —6t2 + 3t

g,(t) = —3t3 + 3t? gs(t) =t3

Upozornéni

DileZitou vlastnosti Bézierovy kfivky je, Ze pro t € {(0,1) je kfivka pro kazdou soufadnici vidy uvnitf
konvexni obalky danych 4 fidicich bodu. Tato vlastnost je dana tim, Ze soucet interpolacnich funkci je
roven hodnoté 1 pro vsechny hodnoty t € (0,1). To znamen4, Ze viechny body kfivky pro t € (0,1)
jsou uvnitf konvexni obalky dané Fidicimi body Bézierovy kiivky. V ptipadé kfivky v E? je tedy kfivka
uvnitt tetrahedronu, ktery je dan ¢tyfmi fidicimi body kfivky.

xrfo) X2

Xo

k<

Obr.XXX: Bézierova krivka Obr.xxx: Coonsova kfivka

Poznamka
Pozice fidicich bodd v parametrickém prostoru, tj. (x,t), jsou (xg,0),(xq,1/3), (x3,2/3), (x3,1).
Analogicky pro ostatni soufadnice.

Kubickd Hermitova nebo Bézierova kfivka je uréena dvéma body, kterymi kfivka prochazi, a dalsi dvé
fidici hodnoty urcuji jeji tvar, jde tedy o interpolacni kfivky. Existuji vsak i jiné formulace
parametrickych kfivek, zalozené na aproximaci, tj. kifivka danymi body obecné neprochazi, napft.
Coonsova krivka, ktera patfi do B-Spline parametrickych kfivek.

Coonsova kiivka
Dalsi parametrickou kfivkou je Coonsova kfivka, ktera patfi do skupiny B-Spline interpolaci, nicméné
jde vlastné o aproximacni krivku. Kfivka je opét dana ¢tyrmi ridicimi body a je urcena rovnici:
P(t) = [Py, Py, Py, Ps] M [t3,¢%,6,1]T t €(0,1)
Tato kfivka, na rozdil od predchozich kfivek, neprochazi po¢atec¢nim a koncovym fidicim bodem. Jde
tedy vlastné o aproximacni krivku. Matice Coonsovy formy je definovana:
-1 3 -3 1
113 -6 0 4
6[—-3 3 3 1
1 0 0 O
V p¥ipadé interpolace pro vice bod( se Coonsovy kfivky hladce C? napojuji. V p¥ipadé Hermitovy a
Bézierovy krivky jde o vypocetni postup. Jednotlivé segmenty Coonsovy kfivky se hladce napojuji
vlastné pouhym ,,prekryvanim“ po jednotlivych intervalech, tj. intervali i a i + 1.
Interpolacni funkce Coonsovy formy g (t) jsou dény vyrazem:
gc(®) =M. [t3,t%,t,1]7 t€(0,1)
Rozepsanim pak:

go(®) = (—t3+3t>-3t+1)/6 g1(t) = (3t3 — 6t%4)/6

g,(t) = (=3t3+3t>+3t+1)/6 gs(t) =t3/6
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BT

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obr.XX: Coonsovy interpolacéni funkce

Zaveér
Vsechny vyse uvedené krivky popsat vztahem:
P(t) = [Py, Py, Ps, Pl My [t3,t2,t,1]T t €(0,1)
kde: M, je matice pfislusné formy a P; jsou fidici hodnoty podle specifikace pfislusné formy.
Interpola¢ni (blending) funkce g (t) jsou ve viech pfipadech dany vyrazem:
gr(t) = Mg [t3,t%,¢,1]7 t €(0,1)

Je tedy ziejmé, Ze popis parametrické interpolace kubickymi kfivkami je pomérné jednoduchy.

Je mozna reparametrizace t = @ () a tim ovlivnit ,,rychlost” pohybu po kfivce. Musi platit ¢(0) = 0,
0(1) =1, (1) < @(13) pro 7y < Ty, tj. funkce ¢ (T) musi byt monoténné rostouci pro 7 € (0,1).

Priklad
Ukdazka chovani Bézierovy kfivky v zavislosti na fidicich bodech.

& L

Obr.xxx: Béziérova ktivka — manipulace (CLICK-EXE)
Adresar Bezier obsahuje soubory nutné ke spusténi programu, ktery umoZnuje manipulaci
s Bézierovou kfivkou.

Vaclav Skala 146 Update: 2013-09-14 09:09



Bezier/Bezier.exe

w N

4

a U

10
11
12

13
14
15
16

17

18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

10.2. Vykreslovani parametrickych krivek

Vykreslovani parametrickych kfivek se zda byt pomérné jednoduchou zaleZitosti. Naivni feSeni, které
je velmi casto realizovano, je zaloZeno na zvoleni ptirGstku parametru, napf. At = 0.01, a kresleni
lomené ¢ary. Je nutné si uvédomit, zZe:

e pro konstantni ptirlistek parametru At, neni konstantni délka jednotlivych segment( lomené
cary
o délka vykreslované kfivky pro interval parametru t € (t,, t;) je ur¢ena nelinedrnim vztahem:
ty
1= f x'2() + y'2(t) dt
to
V pfipadé kiivky v E3 je délka kiivky pro t € (t,, t;) uréena:
ty
= f \/x’z(t) +y'2(t) + z’2(t) dt
to
Pro celou kfivku, kdy t € (0,1) dostavame:
1
lzf \/x’z(t) +y' %) + 2'%(t) dt
0

e pokud ma byt kfivka vykreslena Useky o stejné délce, je nutné najit odpovidajici hodnoty

to, t1, ..., tn. Nicméné, aby vykreslena ktivka byla hladkd, bude nutné volit intervaly (t;, t; ;1)
dostatecné ,,malé” a podle kfivosti apod.

Je tedy zfejmé, ze korektni a ,dobré” vykreslovani kfivky je ponékud slozitéjsi, nez by se ocekavalo.
Podrobnéji viz predméty Geometrické modelovani apod.

Pokud mame urceny intervaly (t;, t;;1), napf. pomoci At = 0.01, pak je otdzkou, jak kfivku
vykreslit. Z predchoziho je zndmo, Ze kubicka kfivka je dana vyrazem:

P(t) =[Py, Py, P, P31 M [t3,t%,,1]T t €(0,1)
To znamena, Ze vyraz
[Po, Py, P2, Ps] M¢

je konstantni pro vSechny hodnoty t, takZe dostdvame standardni mocninou fadu s konstantnimi
parametry a jeji hodnota se vypocte Hornerovym schématem, a to:

S = (((ant + ap_1)t+ ap_y)t + -+ +) t+ag

Neni tedy nutné pocitat mocniny pro parametr t.

Dalsi algoritmy pro vykreslovani

Zajimavym algoritmem vykreslovani kubickych parametrickych kfivek je algoritmus de Casteljau,
ktery je zaloZzen na postupném déleni Usecek fidiciho n-uhelnika Bézierovy formy. Dalsi mozZnosti je
pouziti diferenéniho schématu, které je zaloZzeno na tom, Ze druha diference pro Bézierovu krivku
3.stupné je konstantni, viz doporucena literatura.

Je zfejmé, Ze rGzné formy kubickych krivek maji jisté vyhody a nevyhody. Je otdzkou, zda a jak lze
jednotlivé formy vzajemné transformovat.
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1 10.3. Transformace kubickych parametrickych krivek
2 VSechny vySe uvedené kubické kfivky jsou po formalni strance reprezentované jednou rovnici, a to:
P(t) = [Py, Py, P, Ps] Mg [t3,t%,¢,1]7  t €(0,1)
3 nebo:
P(t) = [Py, P, P, P3] Myt  t €(0,1)
4  kde:t=[t3,t%t,1]T a t €(0,1). Je tedy zfejmé, Ze po formdlni strance Ize jednotlivé reprezentace
5 mezi sebou po formdlni strance transformovat. Pokud mame dvé kfivky, napf. Hermitovu a
6 Bézierovu, pak lze psat pro x souradnici pro Hermitovu kfivku:
xy () = [xo, Py, Pxf, Pxq] My [£3,¢%,¢,1]7
7 a pro Bézierovu kfivku:
XB(t) = [on, Bxl, sz, B.x3] MB [tS,tz, t, 1]T
8 Pokud chceme mit geometricky stejnou parametrickou kfivku v obou pripadech, pak musi platit:
xy (t) = xp(t)
9 .
[Pxq, Py, g, Hxy] My [63,62,6,1]7 = [ Bxo, Bxy, By, Bas] Mg [£3, 62,6, 1]7
10 a tedy:
[Pxo, oy, "xg, Py My = [ Pxo, Bxy, By, Bxg| Mg
11 Pro pfevod z Hermitovy do Bézierovy formy pak dostavame:
[on' Bx1; BxZ' Bx3] MB = [HxOf Hxlt Hx(,): ijll] MH
12 Matice My je reguldrni a tedy rovnici Ize ndsobit matici inverzni a pak:
[on' Bxp sz' Bx3] = [on' pr HX('); Hxi] My Mﬁl
13 Zkracené mlZeme psat:
My_p =My Mz'
14 Je zfejmé, Ze transformacéni matice My_, 5 je platna také pro soufadnice y a z.
15
16  Vzdjemné prevody jsou tedy mozné a vzdjemné transformacni matice jsou uvedeny v ndsledujici
17  tabulce. Transformace jsou vyhodné napf. pro interaktivni modifikaci, kdy uZivatelskd interakce
18  probiha napt. v Bézierové formé, zatimco vypocty hladkosti probihaji v Hermitové formé apod.
19
z Hermite Bézier Coons
1 0 -3 0 1 0 -3 0
Hermite | e 00 3 0 1f4 1 0o -3
0 0 0 =3 6|1 4 3 0
01 0 3 0 1 0 3
33 0 0 1 0 0 O
Do Bézier 100 33 1 14421
31001 0 O 61 2 4 4
0 0 -1 0 0 0 0 1
-3 6 -3 6 6 0 0 0
coons | [6 -3 6 =3|||-7 2 -1 2|
31-7 2 -1 2 2 -1 2 =7
-2 1 -2 7 0 0 0 6
20 Tab.XXX: Matice vzajemnych prevodi
21
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10.4. Hladké napojovani kubickych krivek

Jako priklad uvedme napojovani kfivek pro Hermitovu formu. Pfedstavme si, Ze chceme interpolovat

pohyb objektu po néjaké slozitéjsi prostorové ktivce (trajektorii).

Predpokladejme, Ze pohyb objektu je popsan po ¢astech kubickymi kfivkami

P(t) = PTM, t |

P = [PO'PI'P(;'P{]T

| t=[t35 1]

Je zfejmé, ze mUzZeme mit nasledujici pozadavky, a to:

e (Y spojitost - objekt neméni skokem svoji pozici, tedy koncovy bod 1.segmentu je stejny
jako pocatecni pozice 2.segmentu, tj. (1)P(1) = (Z)P(O), resp. obecné (i_l)P(l) = (i)P(O)

e (! spojitost - objekt neméni skokem sv(ij smér, tedy 7e ¢asova derivace pozice koncového

bodu 1.segmentu je stejna jako pocatecni ¢asova derivace pozice 2.segmentu,

3

od (i
tJ.E(l)P(l)z =

2
e (? spojitost — rychlost se neméni skokem % (1)P(1) =

dZ

(i-1) _da* W

Hladké napojeni Hermitovych krivek

@p(0), resp. obecné (i_l)P’(l) = (i)P’(O)

dz

e (Z)P(O), resp. obecné

Hladké napojeni Hermitovy kfivky C* spojenim segment( (1)P(t) a (Z)P(t):

P(t) = PTM t \

P = [Po»Pl»P(;'P{]T

| t=[3 A1)

Pro:

P(t)=at3>+bt>?+ct+d

d
EP(t) =3at? +2bt + ¢

2

d
Wp(t) = 6at + 2a

(i_l)Pll(l) — (l)PII(O) ‘

vede na podminku:

| 69 Va4 2070 = 2®

>y

a=P(0)

b = P'(0)

¢ = —3P(0) + 3P(1) — 2P'(0

)= P'(D) d=-

2P(0) — 2P(1) + P'(0) + P'(1)

Pokud podminky spojime dohromady spolu s podminkou (1)P(1) _ (Z)P(O) dostavime
2[3(©p — EDp) = 2070 - Op] 4 6[2(Dp = Op) + 207Dp 4+ Op/]
=2 [3 ((i+1)P _ (i)P) _oOpr _ (”DP’]

ZjednoduSenim pak:

a v maticové formé pak:

10
[1410
0 1 4 1

0 1

_ (O)P’ -

]

(1)Pr

4 4 ||m-2ps 3(
0 _(m—l)Pl_

(O)Pl

3 ((Z)P _ (O)P)

(m_l)P _ (m_S)P)

(m—l)Pl

Pokud (O)P”(O) = (m)P”(O) = 0 pak jde o tzv. pfirozeny kubicky spline (natural cubic spline).
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Coonsova kiivka
Coonsova kfivka je aproximaéniho typu, tj. kfivka neprochazi zadanymi body, nebot ma pouze fidici
body. Jednotlivé segmenty se napojuji C? spoijité prostym prekryvanim interval(. Je viak otazkou, jak

e  ktivku ,dotahnout” do koncovych bodl
e docilit ,,uzaviené” kiivky

Oba problémy jsou snadno fesitelné, pokud si uvédomime vlastnosti Coonsovy kfivky a konstrukci
vykreslované kfivky.

Konstrukce uzaviené krivky

Konstrukce uzaviené kfivky je pomérné jednoduchd, pokud si uvédomime, Ze tvar vysledné krivky
nemuZe zaviset na poradi zaddvanych bodl. TakZe uzavienda kfivka danda Coonsovymi kubikami je
urcena fidicimi body jednotlivych segmentl (poradi jednotlivych segmentd je vhodné dodrzet, ale
neni to nutné) takto:

e standardni sekvence:
[x0, X1, X2, X3, [x1, X2, X3, X4 ), [Xp—4) X3, Xn—2, X1 ]
e, uzaviraci” sekvence:
[Xn-3, Xn_2, Xn_1,X0], [Xn_2, Xn_1, X0, X1], [¥n—1, X0, X1, X7}

Vidime tedy, Ze postup je pfimocary.

DotazZeni kfivky do koncovych bodu

Konstrukce kfivky, kdy chceme ,dotahnout” Coonsovu kfivku do koncovych bodl, vychazi z jeji
konstrukce, kdy se vlastné vykresluje kfivka ,jen pod vnitfnimi fidicimi body“. Postup je opét velmi
jednoduchy, nebot je pouze nutné krajni body , duplikovat”, viz nasledujici sekvence:

e (vodni sekvence:

[x0, X0, X0, X1] (kfivka z bodu x do % hrany xyx;)

[x0, X0, X1, x,] (kfivka z % hrany x,x,; do pocate¢niho bodu standardné vykreslované k¥ivky
e standardni sekvence:

[x0, X1, X2, X3, [%1, X2, X3, X4, [Xn—4) Xp_3, X2, Xp_1]
e ,uzaviraci” sekvence analogicka té Uvodni:

[Xn_3,Xn_2,Xn_1,Xn_1] a

[Xn—2, Xn_1, Xn_1, Xn_1]
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10.5. Parametrické plochy

Parametrické plochy umoZiuji realizaci hladkych ploch popsanych jednoduchym matematickym
aparatem. Vétsinou jsou parametry plochy u, v omezeny na interval u,v € (0,1) a pro vyvareni

vvvvvv

proces jejich napojovani pak terminem platovdni. Dnes jiz klasickou ukdzkou je slavny Utah Teapot
(¢ajnik z Utahu) Martina Newella, ktery je zaloZzen na Bézierové reprezentaci bikubického platu.

Ctyrahelnikové platy

Pavodni data viz http://www.sjbaker.org/teapot/teaset.tgz
Java aplet viz http://mrl.nyu.edu/~perlin/experiments/teapot/

Parametrické bikubické platy spliuji podminku, Ze pro u = konst a v = konst dostavame dfive
uvedené kubické krivky. Pro nazornost uvedme pouze Hermit(v a BézierGv bikubicky plat:

Hermitdv bikubicky plat | Béziertv bikubicky plat \

Bikubické platy mlizeme popsat rovnici :

P(u,v) = [ud,u?,u, 1] ME P M [v3,v%,v,1]7 u,v e (0,1)
kde M je matice pfislusné formy, tj. Hermitovy, Bézierovy a Coonsovy, P je matice 4 X 4 fidicich
hodnot pro kazdou soufadnici, tj. x, ¥, z, a u a v jsou parametry bikubického platu.
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Pio X117 0_vP1o Py

1

0 I

0 [Poo P01] 9% [Py P01]|
Pio P11l oudv|Pio P11J

[ Pyo x01] 0 [Py P01]
|
|

Matice fidicich hodnot Hermitovy formy

Matice fidicich hodnot Bézierovy formy

P30 P31 P32 P33

Matice fidicich hodnot Coonsovy formy

V pfipadé parametrickych kubickych kfivek byla odvozena z podminek jejich maticova forma, viz

kap.10.1 (Parametrické krivky), kdy bod parametrické kfivky P(t) = (x,y, z) je urcen:

P(t) = [POIPI:P(;!P{

1My [t3,t%,6,1]7 t€(0,1)

kde M, je matice Hermitovy formy. Matice Hermitovy formy je definovana

MH:

Trojuhelnikové platy

2 =3 0 1
-2 3 00
1 -2 1 0
1 -1 0 O

De Casteljau, ktery pracoval v Citroénu, vyvinul parametricky trojuhelnikovy plat pred platem

Ctyruhelnikovym jiz v roce 1959. Kontrolni b
0<ij,k<nai+j+k =nabodynaplatu

n
P » Yy =Z P T
WO = 2 e UE TR

ody jdou indexovany sindexy i,j,k pficemZ plati, Ze
jsou urceny vztahem:

utviwk u+v+w=1

Hodnotu n je uréena uzivatelem podle sloZitosti povrchu. V pocitacové grafice je vétSinou n = 3. Plat

je funkci dvou parametr(, nebot plati podminkau + v+ w = 1.

Podrobnéji viz: Salomon,D.: Computer Graphics and Geoemtric Modeling, Springer, str.483, 1999

Obr. Trojuhelnikovy parametricky plat a jeho napojovani.
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Odvozeni rovnic bikubického platu pro Hermitovu formu

PFfi odvozeni rovnic pro parametrickou bikubickou plochu v Hermitové formé budeme uvaZovat
pouze soufadnici x(u, v), kterd je parametrizovdna nyni dvéma parametry u a v, nebot jde nyni
o plochu.

Zakladnimi pozadavky na bikubickou parametrickou plochu v Hermitové formé jsou:

e pro parametry plati podminka u € (0,1) & v € (0,1)

e bikubicky plat ma 4 vrcholy

e viechny kfivky prou € (0,1) & v = konst av € (0,1) & u = konst véetné kfivek hraniénich,
tj. prou = 0 nebo v = 0, jsou také kubické kfivky Hermitovy formy

Hermitova kfivka pro danou hodnotu parametru v je dana vztahem:
x(u) = [Xo, X1, X(,), X{] MH [u3'u2’u’ l]T t e <0I1>
nebo pfi pouZiti transpozice:

x(u) = [ud,u?,u, 1] M [xg, %1, x5, x1]" t €(0,1)
dx

7 U derivace podle u.

K¥ivka je uréena koncovymi body x,,x; a derivacemi x{, x;, pficemz x' =

V piipadé bikubického platu pak tyto derivace jsou derivace parcialni podle u, tj. x = Z—Z.

V pripadé bikubického platu jsou koncové body a jejich derivace parametrizovany parametrem v a
tedy mlizZeme formalné psat

x(u,v) = [ud,u?,u, 1] MY [x,20(v), xy=1 (V), xl(tio(v),xl(ti)l(v)]T u,v €(0,1)

pricems kiivky x,—o (1), Xye1 (), 2 (1), xY, (v) jsou opét kubické k¥ivky v Hermitové formé.

u=0 u=1
, ., v. w o (1) ox (wv) 0%x
V nasledujicim bude pouzito znaceni x\V) = —a x%¥) =
v oudv

Obr. XXX: Hermit(v bikubicky plat
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e prou=1
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X0 X5 | My [?

03,0, 107

xy=1 (V) = [xlo,xn,xio),xﬁ)] MH [v3,v2,v,1]T

(17). Lze nahlédnut, Ze:

]MH [v3,v2,v,1]T

Nyni je nutné vyjadfit jesté parcidlni derivace pro kr|vkyx (17) x
e prou=20
) =[5 582.55 4
e prou=1
(u) W @ () W)
1(v) = [xm X110 %10 X1

]MH [v3,v2,v,1]T

Parametrickou bikublckou plochu v Hermitové formé Ize tedy zapsat ve tvaru:

x(u,v) = [u,u?u, 1] Mj Xy My [v3,v%,0,1]" u,v €(0,1)
kde:
(W) (W)
Xo1  Xpo Xo01 I ox 1
W) W) X —
|x10 X11 Xqp X11 I_| v |
(w) w L wy) @yl 2
[¥o0"  *o1 Xoo = o1 | lg_z 66 aZJ
(w) (w) (ww) (wv) u uov
lx X114~ *10 11 J
kde matice X je definovana:
_ [xoo x01]
X10 X11

2

dudv
v jednotlivych vrcholech Hermitova

Matice

je vlastné matici zkrutl (Twist),

platu.

nebot pro x,y,z jde vlastné o vektor zkrutl

Rovnici pro bikubicky parametricky plat v Hermitové formé pak dostavame rovnici:
x(w,v) =u"ML Xy, Myv u,v € (0,1)

kde:

u=[udu?u1]7

v=[v3v?v 1]

Obdobné pro ostatni soufadnice, tj.

Y,z

yuwv) =u"ML Y, Myv u,ve(01)
z(u,v) =u'ML Z, Myv u,veE(0,1)
Matice Xy, Yy, Zy jsou matice 4 X 4 Fidicich hodnot daného bikubického parametrického platu.

Zkracené pro reprezentaci bodu P(u, v) = [x(u,v), y(u, v), z(u, v)]" pak lze psét:
P(u,v) =u"ML Py, Myv u,ve{01)

a tedy:

PH=

[Poo x01] i[Poo
Pip x4 ov | P1o
9 [Poo Por] _9° [Poo
du [Pro P11] M[Pm

Poy
Pll

P01]
Py

Pro reprezentaci plochy jednim bikubickym platem je tak zapotiebi 3 X 16 = 48 hodnot.

V ptedchozim jsme ukazali, Ze prevod mezi jednotlivymi formami, tj. Hermite, Bézier a Coons, je dan

linearnim vztahem, viz kap.10.3 (Transformace kubickych parametrickych kfivek).
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Pfevod z Hermitovy formy do Bézierovy je dan vztahem:

My_p =My M§1

tedy:

My gMp = My

Rovnici pro Hermitovu formu miZeme prepsat do tvaru pro Bézierovu formu:
P(u,v) =u"MiM%_, Py My gMgv =u"M5 PgMy v

kde: P = M}, Py My_p je matice fidicich bodl pro Bézierovu formu, My je matice Bézierovy

formy. Matice Fidicich bod( pro Bézierovu formu je pak pro souradnici x dana:

XB:

a analogicky pak pro souradnice y, z.

Obr.XXX: BézierQv ¢tyfuhelnikovy plat

Obdobné pro Coonslv plat dostdvame rovnici:

Xo1
X11
X21
X31

X02
X12
X22
X32

Xo03

P(u,v) =u"MLP .M, v

Je tedy zfejmé, Ze bikubicky parametricky ¢tyfuhelnikovy plat je popsan rovnici:
P(u,v) =u"MELP-M. v
kde M je matice pfislusné formy a P jsou matice fidicich hodnot pro soufadnice x, y, z.

Upozornéni

e Vyhodou Bézierovy formy opét je, Ze bikubicky plat je uzavien v konvexnim obalu fidicich
bodil Bézierova platu, tj. konvexniho obalu 16 bodd v E3.

e U Coonsovy formy je dotazeni plochy do hrani¢nich kfivek nebo ,uzavieni“do uzaviené
plochy realizovano analogicky jako u Coonsovy kfivky. Je vhodné uvést, Ze timto se vlastné

vytvari hrani¢ni plocha objemu daného objektu.
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Poznamka
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Béziérlv plat je nékdy popisovan jako ,tenzorovy” soucin Bézierovych krivek pro u a v takto:

3
P(u,v) = ) P(v)BYw) =
k=0

3
(Z PuiB? (v)> B ()
i=0

3
4  Priklad
5 V praxi je Casty pozadavek na prevod Hermitovy formy platu do formy Bézierovy. Lze ukazat, Ze
6  prevod z Hermitovy formy do Bézierovy formy je urcen pro souradnici x:
7
Xo0 Xo1 Xo2 Xo3
X, = X10 X112 X12 X13
B X20 X21 X22 X33
X30 X31 X32 X33
1 1 ]
X11 X1t 3%13 X12 ~3%14 X12
1 1 1 1 (13)
X114 +=x X117 +=(x13 +x31) —=x X1p +=(x3, — x —X X1p + =X
_ 1 T3%1 X 3(13 31) g¥33 X12 3(32 14) g¥3¢ X12 T3¥32
1
X1 — 35X X1 +5 (X3 —X41) — X Xpp =5 (X4 +X4p) — =X X2 — 35X
2173 X1 K21 3(23 41) g¥a3 X2z 3(24 42) g¥a4 Y22 T3 X4z
1 1
X21 X1+ 3 %23 X22 ~ 3 %24 X22 |

8 pokud pouzijeme indexaci, viz 0

X:
X33 31

br.xx. Pro ostatni soufadnice y a z postupujeme obdobné.

10
11

Vaclav Skala

Obr.XX: Ridici body Hermitova platu
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Priklad
Opacny prevod, tj. prevod z Bézierovy formy do Hermitovy formy, pfi pouZiti indexace, viz obr.TTT, je
urcen:
v
Po3 P33
Obr.TTT: Indexace Bérierovy plochy
Pak:

X111 X12  X13  X14
_|X21 X222 X23 X4
X31 X322 X33 X34
X41 X42 X43 Xaq
Xo00 X03 3(x01 — X00) 3(x03 — x02) ]
_ X30 X33 3(x31 — X300) 3(x33 — x32)
|3(x1o —xg0) 3(x13 —X03) 9(xg0 — X1 — X10 + X11)  9I(xp2 — Xo3 — X12 + X13)
3(x30 = x20) 3(x33 —X23) 9(xz0 — X1 — X30 + X31)  9(x22 — Xp3 — X32 + X33)

(14)

Obdobné prevodni vztahy jsou mozné i pro dalsi parametrické platy, viz:
Skala,V., Ondracka,V.: BS-Patch: Constrained Bezier Parametric Patch, Trans.on Mathematics, 2013

Nyni, kdyZ je bikubicky ctyfuhelnikovy plat definovan a popsan, je pfirozenou otazkou, jak jej

vykreslit, kdyZz geometrickd standardné zpracovdvana primitiva jsou vlastné jen bod, Usecka,
trojuhelnik a jejich odvozeniny.
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10.6. Vykreslovani parametrickych ploch

Vykreslovani kubickych parametrickych kfivek pomoci lomené cary bylo uvedeno v kap.10.2
(Vykreslovani parametrickych krivek). Pokud chceme vykreslit kruznici pomoci n-uhelnika, pak
potfebujeme cca 100 vrcholl rovnomérné rozloZzenych na kruznici, abychom dostali viem hladké
krivky. Vykresleni bikubického platu se vétSinou realizuje pomoci trojuhelnikové sité, resp. mnozinou
trojuhelnikd, s normalovymi vektory ve vrcholech. Parametricky prostor (u,v) se rozdéli na n X m
obdélnikl a kazdy obdélnik se pak dale rozdéli na 2 trojuhelniky. To znamena, Ze pro dosaZeni viemu
hladkosti pFi vykreslovani platu budeme uvazovat n,m € (50,100) a tedy pocet generovanych bodu
bude cca (2 500,10 000) na jeden bikubicky plat. ProtozZe sloZité objekty se skladaji z velkého poctu
platd, napf. 102 —10* je nutné vénovat pozornost efektivité generovani souradnic vrcholl
trojuhelnikd, které bikubicky plat nahrazuiji.

N Vi Ve
o.'é- //
AV
A
] V'V

0 0,2 O 6 0.f (o u

Obr.SSSS: Rozdéleni intervalu u, v € (0,1) na trojuhelnikovou sit

UvaZme opét rovnici bikubického platu pro jednoduchost pouze pro souradnici x.
x(w,v) =u"MEX M v
Je zfejmé, Ze vyraz M}T;XFMF je konstantni pro cely plat a mGze byt pfedem uloZen do matice:
Qx = MEXFMF-
Pak vlastni vypocet souradnic vrcholU trojuhelnik nahrazujici dany bikubicky plat Ize zapsat:
Qx = MiXpMp; Q) = MEYpMp; Q, = M{ZpMg;

u:=0;
fori:=0ton
{ 9= u'Qy gy,:=u'Qy; g,= u'Q, #Pouiit Hornerovo schéma #
v:=0;
forj:=0tom
{ x:= gyv; y:= gLv; z:= gLv; #Poutit Hornerovo schéma #
SAVE (x,y,z,i,j); # uloZenix,y, z do vhodné datové struktury #

QQQQQ: Ideovy algoritmus pro vypocet bod( bikubického platu
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Vlastni vykresleni bikubického platu lze realizovat:

e s konstantnim stinovanim, pak se zaddva pouze normala trojuhelnika. Ta se urci napf. jako
vektorovy soucin vektord hran jednotlivych trojihelnikd
e pro stinovani Gouraudovo nebo Phongovo je zapotfebi uréit normdlu v kazdém vrcholu
trojuhelnika. To je trochu obtiznéjsi tloha, nebot:
o lze ji odhadnout jako primér normal trojuhelnikd sdilejicich dany vrchol, nebo
o uréit pfesnym vypoctem, a to vektorovym soucinem derivaci:
Ju(u,v) odu(u,v)
n= X
Ju dv
Uvédomme si, Ze vySe uvedené parciadlni derivace jsou vlastné fidicimi hodnotami

Hermitovy formy. V pfipadé Bézierovy formy lze derivace urcit z rozdilu soufadnic
fidicich bodQ, viz transformace Bézierovy a Hermitovy formy kap.10.3 (Transformace
kubickych parametrickych kfivek).

Poznamky

e Plat neni obvykle vykreslovan samostatné, ale spolu s dalSimi platy, které jsou na dany plat
napojeny, je nutné brat v vahu také sousedni platy pfi uréovani normalového vektoru bod
lezicich na hrani¢nich kfivkach, tj. prou =0, u =1av=0,v = 1.

e Vypocet normaly mlze vyuZit analytickou formu pro plat a pocit normalu pfimo ze vzorce pro
dany bikubicky plat.

Hladké napojovani jednotlivych platl, které je nutné k reprezentaci sloZitych povrchd, je netrivialni
vypocetni operaci a se nazyva platovani.
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10.7. Hladké napojovani plata - dodélat

VIZ predmét Geometrické modelovani
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10.8. Vyhody a nevyhody parametrické reprezentace - dodélat

Nyni je asi vhodné porovnat vyhody a nevyhody parametrické reprezentace vici ostatnim.

Implicitni

snadna klasifikace bodl-pozice (bod uvnitf-vné)

snadna reprezentace prisecikd, interference, mnoZinové operace
jednoduchd reprezentace uzavrenych kfivek a ploch, multi-hodnotové
krivky, ,nekonecnd” smérnice

Explicitni

Vyhody

snadnost trasovani
jednoduchy vypocet funkéni hodnot

Parametricka

snadnost transformaci (nezavislost na soufadnych osach)
snadnda manipulace a formovani tvart — ,,free form shapes”
jednoduchd generace slozenych kfivek

Implicitni

obtiznd manipulace a formovani tvarl — ,,free form shapes”
zavislost na osach souradného systému
slozité trasovani krivky, extrakce povrchu

Explicitni

Nevyhody

zavislost na osach soufadného systému

slozita reprezentace uzavienych kfivek a ploch, multihodnotovych
krivek apod.

reprezentace ,,nekonec¢né” smérnice pro polynomialni funkce

Parametricka

vysoka flexibilita podstatné komplikuje vypocet prusecikl, napf.
pfimka -parametricka kfivka, rovina-bikubicka plocha atd.

Vaclav Skala
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11. Algoritmy reSeni viditelnosti - vlozit text

11.1. BSP strom

Vlozit text

11.2. z-buffer

12. Modely osvétleni a stinovani - vlozit text

12.1. Modely osvétleni
12.2. Metody stinovani

12.3. Lokalni metody- vlozit text

Dosud jsme se zabyvali lokalnimi metodami stinovani, které jsou v zdsadé jednoduché a vypocetné
nenarocéné, i kdyZz Phong stinovani neni bézné implementovano v grafickych akceleratorech z divodi
vypocetni slozitosti. V nasledujici ¢asti se budeme zaobirat zdkladnimi globalnimi metodami

Vv

narocnosti, tak i z hlediska naroénosti pamétové.

Vaclav Skala 162
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13. Globalni metody

Globalni metody zobrazovani scény se snazi o maximalni respektovani optickych pomérd ve scéné a
jsou zaloZeny na rlaznych modelech. Lokalni metody stinovani prezentované v predchozi ¢asti jsou
vlastné zaloZeny na pfimém zobrazovani geometrickych elementd, véetné jejich prekryvani, plnéni
barvou nebo vzorem, feseni viditelnosti atd. ~

V nasledujicim textu si uvedeme alespon hlavni techniky, a to:

o metodu sledovani paprsku, ktera je zaloZena na reprezentaci chovani optického paprsku na
optickém rozhrani, tj. paprsek se odrdzi od rozhrani dvou materidlll a propousti se do
materidlu prostfedi druhého.

Metoda sledovani paprsku dobfe zpracovdva scény se zrcadlovym charakterem nebo
s objekty prihlednymi a scény s bodovymi zdroji svétla. Pfi zméné pozice pozorovatele se
vSak cely vypocetni proces musi opakovat. Typickym predstavitelem je napfr.

POV-Ray: Persistence of Vision Raytracer http://www.povray.org/

e radiacni metodu, ktera je zaloZena na energetické bilanci ve scéné, kdy kazda elementarni
ploska pfijima a vydava néjakou energii.
Radia¢ni metoda velmi dobfe zpracovava scény s difuznim odrazem a ploSnymi zdroji svétla.
ProtoZe je zaloZena na energetické bilanci, energetické poméry ve scéné se spoctou pouze
jednou, pfi zméné pozice pozorovatele se pouze jednotlivé plosky odpovidajicim zplsobem
zobrazuiji.
Typickym predstavitelem je napt.
Radiance http://radsite.lbl.gov/radiance/download.html

Obé metody jsou ,hrani¢ni“ metody z hlediska optického modelu. Radiaéni metoda neni primarné
vhodna pro zrcadlové odrazy, metoda sledovani paprsku neni vhodna pro difuzni odrazy.

_—

Vystup z POV-Ray — Bonsai Girl Vystup z Radiance - Lobby

Z uvedeného je ziejmé, Ze je mozné resit i velmi sloZité scény a obé metody dnes uméji resit jak
difuzni, tak i zrcadlovy odraz.

Upozornéni: Vypocetni ndrocnost obou globalnich metod je nepomérné vyssi nez metod lokalnich.

Vaclav Skala 163 Update: 2013-09-14 09:09



http://www.povray.org/
http://radsite.lbl.gov/radiance/download.html
file:///G:/!!!!!!!!!!!!!_ZPG-Text------------------/Images/RT-BonsaiGirlA24.jpg
file:///G:/!!!!!!!!!!!!!_ZPG-Text------------------/Images/Radiance-Lobby.jpg

N o o A W0N

10
11
12
13

14
15
16
17
18
19
20

21
22
23

24

25
26

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

13.1. Metoda sledovani paprsku

Jedna 1z globalnich metod je metoda sledovani paprsku (Ray tracing). Metoda je zaloZena na
geometrické predstavé, Ze z oka pozorovatele se ,vypusti“ paprsek (Ray), ktery protne danou pozici
na obrazovce, tj. dany pixel, a hleda se nejblizsi prisecik paprsku se vSsemi objekty ve scéné. Po
nalezeni nejblizsiho priseciku se paprsek ,rozstépi“ na paprsek odrazeny od povrchu télesa podle
zakona o odrazu a na paprsek do télesa propustény podle zdkona o indexu lomu. Kazdy z téchto
paprskll je dale nezavisly a cely proces se opakuje, pokud neni zastaven napt. hloubkou stromu apod.

Obr.xxx: http://www.neilblevins.com/cg_education/metal_and_refs/metal_and_refs.htm

Vytvafi se tak vlastné stromova struktura s priseciky. Po skonéeni této faze vypoctu prasecikl se urci
svételné poméry prasecikd odpovidajicich listdm stromu a zpétné se pak pocitaji svételné poméry
prasecikli odpovidajicich nadfizenym uzldm stromu aZz se uréi intenzita, ktera se zobrazi
v odpovidajicim pixelu.

Z uvedeného je zfejmé, Ze metoda sledovani paprsku:

e umoznuje ve scéné dobre respektuje optické vlastnosti objektd, tj. prihlednost, prasvitnost,
lom svétla, barvu atd., viz obr.xxx

e je snadno paralelizovatelnd, nebot kazdy paprsek ,Zije” nezavislym Zivotem

o dokazZe respektovat charakteristiky svételnych bodovych zdrojl svétla

e ma velkou vypocetni sloZitost, a to O(M N2 2"), kde N X N je rozliSeni vystupu, M je pocet
objektd ve scénd, kje pocet urovni vypocetniho stromu. Takie pro N = 1024 = 210,
M = 229 co? je cca 1 mil. objektti a k = 23 se bude po¢itat cca

233 ~ 1010

prusecikl paprsku s objekty, resp. obalovymi télesy! Takze, pokud
Je také nutné zdlraznit, Ze vypocetni naroky rostou s kvadratem rozliSeni generovaného
obrazu.

Algoritmus s detailnim vypoctem pro jeden paprsek, viz:
e Skala,V. Algoritmy pocitacové grafiky Ill, Plzen, 2011, str.94-107 (CLICK off-line)

e Skala,V.: Svétlo, barvy a barevné systémy v pocitacové grafice, Academia, 1993
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Pozndamka

Prvni experimenty s metodou sledovani paprsku na Vysoké skole strojni a elektrotechnické v Plzni
(predchtdce ZCU) byly jiz v roce 1976 (tehdy se jednalo jen o tzv. primarni ray tracing s pouzitim CSG
strom(l a objektl definovanych implicitni funkci). V té dobé nebyly k dispozici odpovidajici vypocetni
kapacity a ani moZnosti grafického vystupu.

Prvni redlné grafické vystupy byly realizovany v roce 1991 na pocitacich s 48KB paméti, s 8 bitovym
procesorem 18080 procesorem (Intel) bez hardwarové podpory operaci v pohyblivé fadové carce a
vystupem na TV obrazovku 256x256 pixel(l se 16 barvami.

Experimenty s metodou sledovani paprsku realizované jako semestralni prace predmétu
ekvivalentniho ZPG s poutzitim stereoskopie k ziskani 3D vijemu (1991).

Obr.QQQ: MnoZinové operace s objekty definovanymi trojuhelnikovou siti a se stereoskopickym
vystupem

Pro realizaci stereoskopického vystupu je nutné vlastné generovat dva vystupni obrazy, tj. pro dvé
rlizné pozice pozorovatele s odpovidajici disparitou, viz kap.4.5 (Stereoskopicka projekce).
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Pfedstavme si pro jednoduchost extrémné jednoduchou scénu, kdy paprsek v, ktery je dan pozici
pozorovatele a pfislusného pixelu na primétné dopada na kvadr, ktery je obecné prihledny s jinymi
optickymi vlastnostmi. Tento paprsek se na povrchu ,rozstépi“ na paprsek odrazeny r, a propustény
P1, Viz obr.TTT. Paprsky jsou naddle na sobé nezavislé a zase se odrazeji, resp. pronikaji z daného
optického prosttedi do jiného. Je tedy zfejmé, Ze se vytvari vlastné vypocetni strom.

=
.___’_,-:3’ pl
-"’ Y
r1 4. P2
1'2// T
o ey
3 _huus
-l .
— \ Py
Obr.TTT: XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Pro redlnou scénu, kterd obsahuje vice objektd a zdroje svétla je jiz vypocetni proces
komplikovanéjsi, viz obr.QQQQ. Je zfejmé, ze pozorovatel uvidi, pokud jsou povrchy télesal a
télesa 3 zrcadlové, zdroj svétla a povrch télesa 3, které jsou pro pozorovatele zakryté, napfr.
télesem 2, resp. neviditelné, nebot jejich plocha je odvracena od pozorovatele.

Obr.QQQQ: Schéma scény se svételnym zdrojem

Primarni paprsek je uréen pozici pozorovatele a daného pixelu na primétné, a to:

x(t) = x4+ (xp — x4) | t € (0,)

kde: x, je pozice pozorovatele a xp je pozice pixelu na primétné v daném soufadném systému.
Nejdrive je nutné najit nejblizsi prisecik paprsku s objekty ve scéné. Je zfejmé, Ze tento proces je
vypocetné pomérné narocény, nebot se provadi pro N? pixelll a scéna ma M objekt(. Navic po
dopadu paprsku na optické rozhrani se paprsek rozstépi na paprsky dva, coz pf¥i k optickych rozhrani,
na néz paprsek a jeho potomci narazi, se po¢ita 2% prasecikd. Je tedy ziejmé, Ze je nutné aplikovat
nékteré akceleracni techniky. Mezi zakladni akceleracni techniky Ize fadit:
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obalova télesa pro rychlou detekci priseciku paprsku s objektem. U€elem je rychld detekce,
zda muZe existovat prlsecik paprsku s danym objektem. Obalové téleso, resp. jejich
kombinace, by mélo co nejlépe vystihovat tvar daného objektu, aby pravdépodobnost toho,
Ze byl detekovan mozny pruisecik paprsku s objektem a existenci takového priseciku, byla co
nejvyssi. Jako obalova télesa se pouziva koule (sphere), kterd je rotacné invariantni, nebo
osové orientovany kvadr (Axis Aligned Bounding Box — AABB), resp. jejich kombinace.

Viz kap.6.9 (Algoritmy vypoctu prasecikll a ohranicujici télesa)

déleni prostoru scény, tj. E3, kdy kazdy element prostoru ma informaci o objektech, které
maji spolecnou ¢ast s danym prostorem. Jde vlastné o formu predzpracovani, coz v disledku
obvykle vede ke snizeni vypoctu. Tyto objekty jsou pak uloZeny v seznamu pro kazdy
prostorovy element. Trik spocivd vtom, Ze se urci, které prostorové elementy paprsek
protina ve smyslu rostouci hodnoty t a na prisecik se testuji pouze ty objekty, které jsou pro
dany prostorovy element v seznamu uvedeny. Je ziejmé, Ze i pro déleni prostoru mizZeme
pouzit hierarchické datové struktury.

Je nutné si uvédomit, Ze pokud prostor scény rozdélime na K X K X K elementd, pak je
nutno pro kaidy element otestovat, zda s danym prostorovym elementem ma néjakou
spole¢nou ¢4st a pro datovou strukturu je nutno alokovat pamét 0(qK?), kde q je primérny
pocet vdaném prostorovém elementu. Tento krok ma vypoletni sloZitost O(MK?3) a
pamétovou sloZitost 0 (qK3).

Takie pokud K =32=12% a M =220=10% pak tento krok ma vypocetni sloZitost
O(MK?) = C 23%, kde konstanta C > 0.

Viz kap.6.4 (Déleni prostoru a Binarni masky)

koherence paprskli a mnoho dalsich

13.2. Zakladni algoritmus Ray-tracing- vlozit text
13.3. Stiny- vlozit text
13.4. Zrcadlové odrazy - vlozit text
13.5. Transparence- vlozit text
transparence
13.6. CSG stromy v RT- vlozit text

14. Radiac¢ni metoda a Monte Carlo- vlozit text

Radia¢ni metody jsou zaloZeny na energetické bilanci ve scéné, kdy se scéna uzavie do energetického
obalu a spocitaji nasledné energeticky pfijem a vydaj jednotlivych ploSek reprezentujici povrch
objektl ve scéné. Zprincipu je tedy zfejmé, Ze radiacni metody nejsou schopny jednoduse

respektovat napf. lom svétla na rozhrani dvou opticky rGznych materiald.
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Cely proces vede na feSeni soustav linearnich rovnic velkého rozsahu. Existuje celd fada rQznych
modifikaci zdkladni metody.

Porovnani zakladnich pfistup(:
Willmott,A., Heckbert,P.S. An Empirical Comparison of Radiosity Algorithms, Tech.Rep. Carnegie
Mellon Univ., 1997 http://www.cs.cmu.edu/~radiosity/emprad-tr.html| (CLICK off-line)

14.1. Princip radiacni metody- vlozit text

Viz Skala,V.: Algoritmy pocitacové grafiky Ill, Plzeni, 2011, str.108-113 (CLICK off-line)
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Vypocet form faktorii- vlozit text
Monte Carlo- vlozit text
Viditelnost a akcelerace- vlozit text

15. Textury - vlozit text

15.1.
15.2.
15.3.
15.4.
15.5.
15.6.

2D textury

3D textury

Texturovani trojtiuhelniki
bump texturovani
Displacement Mapsa
Shadows maps

16. Vizualizace dat a informaci- vlozit text

Uvod a motivace
Teorie percepce

16.1.

16.1.1.
16.1.2.
16.1.3.

16.2.

16.2.1.
16.2.2.
16.2.3.
16.2.4.
16.2.5.
16.2.6.

Vizualizace dat- vlozit text

Vizualizace skalarnich dat
Vizualizace skalarnich dat
Staticka a ¢asové proménna data

Vizualizace informaci- vlozit text

Vizualizace text a dokumentt

Vizualizace grafu a siti

Vizualizace ¢asovych fad

Vizualizace softwaru

Vizualni systémy pro spolupraci vice uZivatell
Visual Analytics

17. 3D displeje, virtualni realita a haptické systémy- vlozit text

17.1.
17.2.
17.3.
17.4.
text

Vaclav Skala

Stereoskopické - vlozit text
Volumetrické- vlozit text
Holografie- vlozit text

Haptické systémy, principy a teorie haptického systému - vlozit

169

Update: 2013-09-14 09:09



w N -

IS

O 00 N O U

10

11
12
13
14
15

16

17
18

19

20

21
22
23
24

Reference

DRAFT 2.01 - NEDISTRIBUOVAT

Vince,J.: Introduction to Virtual Reality, Springer, 2004

18. Rastrova grafika - zakladni algoritmy- vlozit text

18.1.
18.2.
18.3.
18.4.
18.5.
18.6.

Reference

Bresenhamiiv algoritmus- vlozit text
Rasterizace trojuhelnika- vlozit text
Alfa-kanal- vlozit text

Antialiasing- vlozit text

Obrazova data - snimani a ukladani- vlozit text
Hexagonalni rastr- vlozit text

Middleton,L., Sivaswamy,J.: Hexagonal Image Processing —A practical Approach, Springer2005

19. Animace, principy a inverzni kinematika- vlozit text

19.1.
19.2.

Kinematika, Inverzni kinematika, Dynamika- vlozit text
Ryv a jeho dusledKky pro animaci a taktilni I/0- vlozit text

20. Doporucena literatura- vlozit text

Blinn,J.: Jim Blinn’s Corner: A Trip Down the Grahics Pipeline, 1996

Pfilohy
TBD

Vaclav Skala
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