UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
KATEDRA MATEMATICKE ANALYZY A APLIKACI MATEMATIKY

BAKALARSKA PRACE

Pasové matice

b

Vedouci bakalaiské prace: Vypracovala:
RNDr. Jitka Machalova, Ph.D. Michaela Tvardkova
Rok odevzdani: 2008 M-E, III. ro¢nik



Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem vytvorila tuto bakalafskou praci samostatné za vedeni

RNDr. Jitky Machalové, Ph.D. a Ze jsem v seznamu pouzité literatury uvedla
vSechny zdroje pouzité pri zpracovani prace.

V Olomouci dne 15. dubna 2008



Podékovani

Rada bych na tomto misté podékovala vedouci bakalaiské prace RNDr. Jitce
Machalové, Ph.D. za obétavou spolupréaci i za cas, ktery mi vénovala pti konzul-
tacich. Také bych rada podékovala celé své rodiné, ktera mé po celou dobu studia
podporovala.



Obsah

Pouzité znaceni
1 Pripravna kapitola

2 Pasové matice a jejich pouziti
2.1 LUrozklad .. ... ... ...
2.2 Reseni soustavy linedrnich rovnic
2.3 Vypocet inverzni matice . . . .
2.4 Vypocet determinantu . . . . .

Prilohy
Pfiloha 1: CD s M-fily pro MATLAB

Literatura

10
20
29
34

38
38

39



Pouzité znaceni

{1,2,3}
M|

R

(a1, as)
(a1, az)
A = (ay)

a1

Qn

kone¢na mnozina s prvky 1,2, 3
pocet prvki konecné mnoziny M
mnozina realnych ¢isel

uzavieny interval

otevieny interval

¢tvercova matice

sloupcovy n-clenny vektor

jednotkova matice radu n
radkovy m-clenny vektor
transponovana matice k matici A
inverzni matice k matici A
determinant matice A

znaménko permutace P



Uvod

Matice jsou bezesporu dulezitym pojmem v numerické matematice a v line-
arni algebre. V této praci se budeme vénovat pasovym maticim. Pasové matice se
v numerické matematice vyskytuji napriklad pii feSeni obycejnych a parcialnich
diferencialnich rovnic nebo také pri numerickém feseni problému vlastnich ¢isel
matic.

Hlavnim cilem této prace je popsat pasové matice, uvést zakladni piehled
poznatkt o pasovych maticich a jejich uziti pri feSeni konkrétnich numerickych
problémii.

Prvni kapitola slouzi jako pripravna. V této kapitole si zavedeme nékteré za-
kladni pojmy, které budeme pouzivat v druhé kapitole.

V druhé kapitole se jiz zaméfime na pasové matice, konkretné na moznosti
provedeni rozkladu téchto matic, dale se budeme zabyvat feSsenim soustav line-
arnich rovnic, zamérime se také na zblsoby vypoctu inverzni matice, také na
vypocty determinantu pomoci LU rozkladu a v neposledni fadé v matematickém

softwaru MATLAB sestavime M-fily pro tyto vypocty.



1 Pripravna kapitola

Nejprve uvedeme nékolik pojmi, jejichz znalost je pro nasledujici text nezbytna.

Definice 1.1 Matice A = (a;;) typu m x n je definovana vztahem

ai; ... Aip

A_:

am1 -+ Amn
kde a; ; € R jsou prvky a m, n pfirozena ¢isla.
Poznamka 1.1 V nésledujicim textu budeme uvazovat redlné matice.

Definice 1.2 Matice typu m x n se nazyva ¢tvercova, je-li m = n. Mluvime pak

o ¢tvercové matici n-tého fadu.

Definice 1.3 Determinant ¢tvercové matice A = (a;) n-tého fadu je ¢islo

det A = ZP:(kh...m) o(P)ay, aoky...Qnk, ;
s¢ita se pro vSechny permutace P indext 1,...,n a o(P) je tzv. znaménko permu-

tace P. Je to 1, je-li permutace P sudéa, coz znamena, ze v permutaci P podrobnéji

1 2 ...n
ki ko ...k,

je sudy pocet inverzni neboli dvojic i, j, pro néz i < j, ale k; > k;. Je o(P) = —1,

popsané jako

je-li permutace licha, tj. ma-li lichy pocet inverzi.

Definice 1.4 Nechf B je podmatice fddu k& matice A typu m x n, 1 < k <
min{m,n}. Determinant matice B se nazyvidme minor k-tého fadu matice A a

znac¢ime ho M.

Definice 1.5 Matice A = (a;;)};_; se nazyva silné regularni, jestlize vSechny

jeji hlavni minory, tj. determinanty matic

Ay = ot L E=1,0n,



jsou nenulové.

Definice 1.6 Komplexni ¢islo A nazyvame vlastnim c¢islem ¢tvercové matice
A tadu n, existuje-li nenulovy vektor x takovy, ze Ax = Ax . Takovy vektor x

se nazyva vlastnim vektorem matice A odpovidajicim vlastnimu ¢islu .

Poznamka 1.2 Vlastni vektor neni urcen jednoznacné, k danému vlastnimu

¢islu A jich existuje nekone¢né mnoho.

Véta 1.1 Viastni c¢isla matice A lze ziskat Tesenim tzv. charakteristické rovnice

matice A : det(A — \E,,) = 0.
Dukaz: viz. [6], str. 48.

Veéta 1.2 Viastni vektory lze urcit resenim homogenni soustavy linedarnich alge-

braickych rovnic (A — AE,)X = 0.
Dukaz: viz. [6], str. 48.

Definice 1.7 Reélna symetrickda matice A = (a;;) se nazyva pozitivné defi-
nitni, plati-li pro libovolny komlexni resp. redlny n-rozmérny vektor x # 0, Ze

xTAx > 0

Poznamka 1.3 Pozitivné definitni matice je takova symetrickd ¢tvercova

matice, jejiz vlastni ¢isla jsou vétsi nez nula.

Definice 1.8 Ctvercova matice A fadu n je ryze Fadkové diagonalné domi-

nantni, jestlize @il > D701 i, i=1,...,n



2 Pasové matice a jejich pouziti
V této kapitole se zamérenim na matice, které se velmi casto vyskytuji
v numerické matematice pri feseni obycejnych a parcialnich diferencialnich rovnic

diskretizac¢nimi metodami.

Definice 2.1 Rekneme, 7e matice A = (aij)i =1 je (p,q) - pasova, jestlize

existuji realna cisla p a ¢ takova, pro ktera plati

p = max{po, 0}, po = max{k — i;i, k, a; # 0},
q = maX{QOa 0}7 do = — mln{k - Zv i> ka Ak 7& 0}

Poznamka 2.1 Cisla p a ¢ maji tento viznam: Jsou to $iiky minimalniho nad-
diagonalniho a poddiagonalniho pasu, ve kterém se nachézi vSechny nenulové
nediagonalni prvky této matice. Zajimavy bude ptipad, kdy alespon jedno z ¢isel

p a g bude podstatné mensi nez je fad matice n.

Dulezité specialni pripady jsou dolni trojihelnikova matice, coz je (0, ¢)-pasova
matice, pro kterou je p = 0, horni trojtihelnikova matice (p, 0)-pasovd, pro kterou
q = 0, diagonalni matice, ktera je (0,0) - pasova. Matice (1,1) - pasova se také
nazyva tridiagonalni, (2,2) - pasova pétidiagondlni. Matice, pro kterou ¢ = 1

(nékdyq < 1) je matice v tzv. Hessenbergové tvaru.

Priklad 2.1 Necht je ddna matice A

8 2100
42113 8 0
8§ 21117 8
0 91520 1
0 01418 6
0 0 01215

OO OO © Ut

Podle definice 2.1 se jedna o (3, 1)-pasovou matici.



O obecnych pasovych maticich plati:

Véta 2.1 Necht Ai,As jsou ctvercové matice n-tého tadu, necht Ay je (p1,q1)-
pdsovd, Ay je (po,qz)-pdsovd. Pak AT je (qu,p1)-pdsovd, Ai + Ay je (ps,qs3)-
pdsovd, kde ps < max{p1,p2}, ¢3 < max{qi, 2}, a A1As je (p4, qs)-pdsova, kde
pa <min{n — 1, p1 + po},
gs <min{n —1,¢ + ¢}

Dukaz: viz. [1], str. 154.

Piiklad 2.2 Necht je dana (2,0)-pasova matice A, a (1, 3)-pasova matice A, ve

tvaru
4 3 2000 6 8 00 0O
011 8 5 0 0 4 4 3 000
001320 6 1 312 0 0
M=l 00754 | 198670
000O0©G6 2 0 23 915 7
000O0O09 0056 91
Pokud provedeme transpozici matice Aq, tj.
4 0 0000
311 0 0 0 O
281 000
T _
Ay = 053 700
00 2560
000429
vidime, ze AT je skuteéné (0, 2)-pasova matice.
Nyni provedeme soucet matic A; a As, tj.
1011 2 0 0 O
41511 5 0 O
6 1 415 2 0
ArtAe=1 4 g g1312 4|
0 2 3 921 9
005 6 910



vidime, Ze vysledkem je matice (2, 3)-pasova.

Déle vyse uvedené matice A; a A, vynasobime, tj.

4846 15 24 0 O
97 97 97126 35 0
932 33 48 5114
773 91111160 39 |’
012 28 66 108 44
0 0 45 54 81 9

A1A2 -

a vidime, ze vyslednd matice je (3, 3)-pasova.

2.1 LU rozklad

Véta 2.2 Necht A je silné reguldrni redlnd matice Tadu n. Pak existuje prdvé
jedna dolni trojuhelnikova matice Li s jednickami na diagondle a horni trojuhel-

nikova matice U takové, Ze plati A = LU.

Dukaz: viz. [4], str. 92.

Véta 2.3 Necht matice A spliiuje alespori jednu z ndsledugjicich podminek:
1. A je ryze radkové diagondlné dominantni,
2. A je pozitivné definitni,
3. wSechny jeji hlavni minory jsou rizné od nuly, tj. A je silné requldarnt,

pak lze matici A rozloZit na soucin dolni a horni trojuhejnikové matice.

Dukaz: viz. [3], str. 105.

K vypoctu prvki matic L, U po sloupcich pouzijeme algoritmus prevzaty

z literatury [3], str.94.
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Algoritmus 2.1 Necht je déna silné regularni matice A a hleddme matice L a
U, které jsou jejim trojuhelnikovym rozkladem, kde [;; je prvek v i-tém radku a
v j-tém sloupci matice L a u;; je prvek v i-tém fadku a v j-tém sloupci matice

U.

Uil = a1

Proi=1,...,n:
Ly = ai1
U1

Pror=2,...n:
Urr = A1y

Proi=2,..r:
i—1
Ui = Ajy — E lijujr
j=1

Proi=r+1,..,n:

r—1
1
lip = u—(air - Zlijujr)
Tr ]:1

Priklad 2.3 Necht je ddna matice A fadu 5 ve tvaru

a ukolem je najit LU rozklad této matice.

Reseni: Lehce lze ovéfit, Ze dana matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni
a tedy podle véty 2.3 lze nalézt jeji LU rozklad podle algoritmu 2.1.

Nyni naznac¢ime vypocty:

U = a1 = U1 = 14

1

2
lg =22 =ly=7=la1=73

u11l

11



— as1 — 8 — 4
531—U11=>531—14:>131—7

Uip = a2 = Uz = 1
Uiz = A13 = U3 = 2

Ugy = Qo — (li2U12) = Uge =23 — (5 1) = ugy = =2

(
Upg = ags — (liau1z) = s = 6 — (3 - 2) = g =

I3y = “lasy — (Isyurs)] = lsp = %[9 — (G- D] =ln= 1

u22

a dale budeme pokracovat stejnym zptisobem az dojdeme k maticim

1 0 0 0 14 1 2 4 6

1 160 40 45 15
bo| T 4 o o|luz| o4 & d ¥
Tl rw o Y0 .0 R
BoR o T 35
7 20 10 —a 1 00 0 0 %55

M-file 2.1 Necht je ddna ¢tvercova matice A, kterd spliiuje podminky pro na-
lezeni LU rozkladu, viz véta 2.3. V softwaru MATLAB jsme si sestavili M-file,
ktery nam nejprve ovéri, zda-li je zadand matice ¢tvercova a poté zda-li je silné
regularni tzn., ze umime najit jeji LU rozklad. Pokud matice tuto podminku
splnuje, poté nas M-file tento rozklad spocita.
function [L,U] = LUrozklad(A)
[m,n| = size(A);
if m==n
test = 0;
fori=1:1:n
if det(A([1:4],[1:4))) ==
disp("matice neni silne regularni’)
L=1[;U = [;return
end
end
L = zeros(m,n);
U = zeros(n,m);
U(1,1) = A(1,1);
12



fori=1:n
L(i,1) = A(4,1)/U(1,1);
end
U(1,[2:n]) = A(1,[2 2 n]);
forr=2:n
fori=1:r
U(i,r) = A(i,r) — sum(L(i,[1: (i = D)]) « U([L: (i — 1)],7));
end
fori=r+1:n
L(i,r) =1/U(r,r) % (A(i,r) — sum(L(i,[1: (r = 1))« U([1: (r —
D 7);
end
end
fori=1:n
L(i,i) = 1;
end
else

disp('neni ctvercova’)

I
—_ o O W N ot

a hledame opét jeji LU rozklad.
Reseni: Matice A je silné reguldrni a tedy lze zavolanim naseho M-filu 2.1, tj.

[L,U] = LUrozklad(A), v MATLABU najit jeji LU rozklad ve tvaru
13



1.0000
0.4000

L=| 0

1.0000

0.6000 —0.7368

0.2000 0.8947 —0.3661

0
0

1.0000 0
2.1053 —1.1607 1.0000
1.2000 0.1053 —0.3125 —0.2966
1.4000 —0.5789 0.4464 —0.4576 —3.2481 1.0000 0

0.9068 5.5489 —1.1748 1.0000

5.0000 3.0000 2.0000 4.0000
3.8000 4.2000 2.4000
5.8947 —0.6316

0
0
U=1] 0
0
0
0

0
0
0
0
0

0

0
0
0

4.2143
0
0
0

0
0
0
0

1.0000
5.6000
7.5263
2.9464
—0.5636
0
0

1.0000

0
0
0
0
0

S O OO O

—2.0000  2.0000
3.8000  0.2000
6.0000 1.9474
1.9643 11.8393

10.4576  4.6992

48.1880 18.1278
0 —17.3795

Poznamka 2.2 LU rozklad matice A lze v softwaru MATLAB také ovérit pri-

kazem [L, U, P]=lu(A), kde P je permuta¢ni matice, ktera zachycuje vyménu

rfadkt pii vypoctu LU rozkladu a to v tom piipadé, pokud rozklad matice A

neumime najit, pak MATLAB provede rozklad matice PA.

Priklad 2.5 Necht je ddna matice A fadu 6, ktera nespliiuje Zadnou z podminek

pro nalezeni LU rozkladu , viz. véta 2.3, ve tvaru

1

1

N PN

3
4
7
4
9 1
1

7

1 6
5 8
21 4
26 4
5 1
30 20

a ukolem je nalézt opét LU rozklad této matice.

Regeni: Po zadani matice a pitkazu [L, U, P]=lu(A) v softwaru MATLAB ndm

14

18
20

12



tento software vygeneruje matice L, U a P ve tvaru

1 0 0 0 0 0

0.6296 1 0 0 0 0

I — 0.0741 —-0.4512 1 0 0 0

0.2963 0.5814 0.1912 1 0 01’

0.0741 —0.3256  0.0257 0.9644 1 0

0.3333 —0.0837 —0.2463 0.7308 0.4822 1
27.0000 19.0000 17.0000 5.0000 1.0000 12.0000 000010
0 —7.9630 1.2963 1.8519 7.3704 10.4444 010000
U— 0 0 6.3256 1.46561 9.2512  4.8233 p_ 100000
0 0 0 27.1618 13.6500 —2.5500 |’ 000001
0 0 0 0 —7.0766 13.8467 000100
0 0 0 0 0 13.2485 001000

Pro pasové matice lze vétu 2.2 zformulovat takto:

Véta 2.4 Necht A je ctvercova (p, q)-pdsovd silné requldrni matice. Pak existuje

LU rozklad matice A, kde L je (0, q)- pdsova matice a U je (p,0)-pdsovd matice.

Dukaz: viz. [1], str. 154.

Priklad 2.6 Necht je dana (2, 3)-pasova matice A ve tvaru

S O N Ot o

S WK = O N
—_

S O © W =
[\]

Tt oY Ot Ww N O

= 00 J O © O

SN OO OO

a ukolem je najit LU rozklad této matice.

Regeni: Opét vidime, Ze dana matice je ryze fadkové diagonalné dominantni a
tedy podle véty 2.3 lze nalézt jeji LU rozklad podle algoritmu 2.1.

Nyni opét naznac¢ime vypocty:

Uy = ay = ujp =8

l21:aA:>l21:%:>121:

1
Uil 2

15



— a31 _ 5
l31—ull = 31 = g

Uig = Q12 = Upp = 2

Uiz = a3 = Uz = 1

U9y = Q92 — (llgulg) = U9y = 10 — % . 2) = Ugp = 9

'1)?”2323

l32 = L[a32 — (laruaz)] = laa = %[4 - (% 2)] = s = 11’)713

u22

(
Ug3 = ag3 — (l12U13) = Uz = 3 — (%

a dale budeme pokracovat stejnym zptisobem az dojdeme k maticim

100 0 00 821 0 0 0
5 10 0 00 0935 2 0 0
21 0 00 003 B 6 0

_ 36 — 18 18

T Ee 1 oo P oo e 5
L FUIRCEEEE S
OOH?15469W1 000 0 OW

kde L je (0, 3)- pasova matice a U je (2,0)-pasova matice.

Z predchoziho textu jiz vime, jak ziskame LU rozklad obecné pasové matice.
Nyni si uvedeme LU rozklad pro tridiagonalni matici a to podle Croutovy me-
tody, kterou lze najit napi. v literatufe [3], str. 110:

Uvazujme tridiagonalni matici A fadu n:

a11 12 0 Ce 0
21 22 23 0
A= 0
Ap—1n
0 ... 0 app-1 apn

Hledejme rozklad matice A ve tvaru A = LU, kde

l11 0 e 0 1 U12 0 ... 0

121 122 0 . 0 01 U923 0

L= 0 132 l33 s U = : L :
o T 0 1 Up—1,n

0 ... 0 lynet lnn 0... ... 0 1

16



Je tfeba urcit (2n — 1) prvkid matice L a (n — 1) prvka matice U, tedy celkem
(3n — 1) prvki. Tyto prvky lze urcit podle nasledujictho algoritmu:

Algoritmus 2.2 Necht je ddna matice A a opét hleddme matice L a U, které
jsou jejim trojuhelnikovym rozkladem, kde [;; je prvek v i-tém fadku a v j-tém

sloupci matice L a u;; je prvek v i-tém fadku a v j-tém sloupci matice U.

apy = Iy
Proi1=23,...n:
Qi i—1 = li,i—l
Pro1=2,3,...n:
@ig = liiaWim1; + 1

Proi1=1,2,3,...n—1:
Qg i41 = li,iui,i—i-l

Tyto vztahy se ziskaji porovnanim matice A s odpovidajicimi prvky soucinu

matic LU.

Poznamka 2.3 Croutova metoda urcuje rozklad tfidiagonalni matice, kdy na
diagonéle ma jednicky matice U misto matice L, narozdil od toho jak jme byli

zvykli v obecném pripadé.

Véta 2.5 Necht A je tridiagondlni ¢tvercovd matice vdadu n s vlastnostmi:

@;i—10;41 7 0, 1=2,3,...,n—1

la11| > aqo,

laii| > |aii—1| + |@iis1], i=2,...n—13A je rddkové diagondlné dominantni
|a7m| > |an,n—1|-

Pak matice A je reguldrni a hodnoty l; © = 1,....,n, vypoctené z algoritmu 2.2

jsou ruzné od nuly.

Dukaz: Véta je prevzata z literatury [3], ditkaz zde nebyl uveden, ale je mozné

jej dohledat v literatufe [5].

17



M-file 2.2 Necht je déna ¢tvercova t¥idiagonalni matice A, kterd splituje pod-
minky pro nalezeni rozkladu podle Croutovy metody, viz. véta 2.5. V programu
MATLARB jsme si sestavili M-file, ktery nejprve ovéri zda-li je zadana matice t¥i-
diagonalni a dale ovéfi platnost podminek véty 2.5. Pokud matice vSechny tyto

podminky splnuje M-file nalezne matice L a U podle Croutovy metody.

function [L,U] = croutuvrozklad(A)
[m,n| = size(A);
if m==n
fori=1:1:n
for j=1:1:n
if abs(i —j) > 1 && A(i,j) ~=0
disp("'neni tridiagonalni')

L=1;U = [];return

end
end
end
test =0
if abs(A(1,1)) <= abs(A(1,2))
test = test — 1,
end

for i=2:1:(n—1)
if abs(A(i,1)) < abs(A(i,1 — 1)) + abs(A(i,7 + 1))

test = test — 1;
end
end
if abs(A(n,n)) <= abs(A(n,n — 1))
test = test — 1,
end
if test <0

18



disp("matice neni radkove diagonalne dominantni')

L=1;U = [];return

end

= zeros(m,n);

= zeros(n, m);
L(l, 1) = A(1,1);
fori=2:n

L(i,i —1)= A(i,1 — 1);
end

fori=1:n-1
U(i,i+1)=A(i,i+ 1)/L(i,1);
Li+1,i+1)=A(G+1,i+1)— L(i+1,9) =« U(i,i + 1);

end

fori=1:1:n
Uli,i) = 1;

end

else

disp('neni ctvercova’)

end

Priklad 2.7 Necht je ddna tiidiagonélni ryze fadkové diagonalné dominantni

matice A ve tvaru

86000
16200
A=103840
001103
000 28

a ukolem je nalézt jeji LU rozklad a také rozklad podle Croutovy metody.
Reseni: LU rozklad matice A nalezneme v MATLABU pomoci M-filu 2.1, tj.
volanim [Ly, U] = LUrozklad(A). Rozkladem jsou v tomto piipadé matice
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1.0000 0 0 0 0

0.1250 1.0000 0 0 0
Li=1]0 0.5714 1.0000 0 0

0 0 0.1458 1.0000 0

0 0 0 0.2124 1.0000

8.0000 6.0000 0 0 0
0 5.2500 2 0 0
0 0 6.8571 4 0
0 0 0 9.4167 3
0 0 0 0 7.3628

U, =

Déle provedeme rozklad téze matice podle M-filu pro Croutovu metodu (2.2),

tj. volanim [Ly, Us] = croutuvrozklad(A). Rozkladem jsou v tomto pfipadé ma-
tice
8.0000 0 0 0 0
1.0000 5.2500 0 0 0
Ly=10 3.0000 6.8571 0 0
0 0 1.0000 9.4167 0
0 0 0 2.0000 7.3628

1.0000 0.7500 0 0 0
0 1.0000 0.3810 0 0
0 0 1 0.5833 0
0 0 0 1 0.3186
0 0 0 0 1

U,

Porovnanim vysledkt zjistime, ze se rozklady matice A mohou lisit, tzn., ze

rozklad t¥idiagonalni matice nemusi byt vzdy jednoznacny.

2.2 Reseni soustavy linearnich rovnic

V tomto odstavci si ukazeme, jak fesit soustavu linearnich rovnic uzitim LU
rozkladu. Vyuzijeme znalosti z pfedchoziho textu, ktery tika, ze existuji matice
A, které lze rozlozit do tvaru A = LU, viz. véta 2.3, kde L a U jsou leva dolni,
resp. prava horni trojihelnikovd matice. Pokud LU rozklad matice A lze nalézt
potom feseni soustavy linearnich rovnic najdeme postupnym fesenim dvou sou-

stav s trojuhelnikovou matici.
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Mame-li soustavu linearnich rovnic ve tvaru Ax = b, kde A je dana matice
a b je dany sloupcovy vektor, pak pokud matice A spliiuje podminky pro nale-
zeni LU rozkladu, tak matici rozlozime podle algoritmu (2.1) nebo pomoci M-filu
(2.1) na soucin dolni trojihelnikové matice L a horni trojihelnikové matice U.
Dosazenim LU za A ziskame soustavu LUx = b. Dale provedeme substituci
Ux = y a feSime soustavu linearnich rovnic ve tvaru Ly = b. Matice L ma dolni
troujthelnikovy tvar, takze postupujeme od prvniho fadku smérem dolil a tim
postupné vypocteme sloupcovy vektor y.

Nyni se vratime k zadani substitu¢niho vztahu a fesime soustavu linearnich rov-
nic ve tvaru Ux = y. Matice U ma horni trojuhelnikovy tvar, takze postupujeme
podobné jako v predchozim pripadé, jen s tim rozdilem, Ze postupujeme opacné,
a to smérem nahoru. Postupnym vypoctem najdeme hledany sloupcovy vektor
x, ktery je feSenim ptivodni soustavy linearnich rovnic Ax = b.

Cely postup lze tedy zapsat takto:

Ax=b= (LU)x=b=L(Ux)=b=Ly=b=Ux=y.

Priklad 2.8 Nechf je dana matice

10 2 4 3 2

112 5 3 3

A= 9 4 9 9 a vektor b = 1
2 3 714 6

Nasim tkolem je najit feSeni soutavy Ax = b uzitim LU rozkladu.
Reseni: Opét jiz ze zadani vidime, ze matice A je ryze fadkové diagonéalné domi-

nantni a tedy lze v MATLABU zadanim M-filu 2.1, tj. [L, U] = LUrozklad(A),
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najit jeji LU rozklad ve tvaru

1 0 0 0 10.0000 2.0000 4.0000 3.0000
L 0.1000 1 0 0 U— 0 11.8000 4.6000 2.7000
~ 1 0.2000 0.3051 1 o) 0 0 6.7967 0.5763 |’
0.2000 0.2203 0.7631 1 0 0 0 12.3653
Daéle fesime rovnice:
Ly=b:
1.0000 0 0 0 Y1 2
0.1000 1.0000 0O 0 ya | 3
0.2000 0.3051 1.0000 0 ys | | —1
0.2000 0.2203 0.7631 1.0000 Ya 6

Postupné ziskané vysledky z této soustavy linearnich rovnic budeme do sou-

stavy opét dosazovat az dojdeme k pozadovanému vektoru y.

y1:27

0.1y +y2 = 3 = y2 = 2.8,

0.2y1 + 0.3051ys + y3 = —1 = y3 = —2.2542,

0.2y1 + 0.2203ys 4 0.7631y3 + ys = 6 = y4 = 6.7032,
Dostavame tedy y = (2;2.8; —2.2542;6.7032).

Nyni fesime soustavu linearnich rovnic ve tvaru

Ux=y:
10.0000 2.0000 4.0000 3.0000 X 2.0000
0 11.8000 4.6000 2.700 x| 2.8000
0 0 6.7967 0.5763 x3 | | —2.2542
0 0 0 12.3653 T4 6.7032

Postupujeme jako v predchozi soustavé tedy, ze ziskané vysledky ze soustavy
budeme opét dosazovat az dojdeme k pozadovanému vektoru, tentokrat ke ko-

necnému vektoru x, ktery je feSenim piivodni soustavy linearnich rovnic Ax = b.
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12.3653x4 = 6.7032 = 24 = 0.5421,

6.7966x3 4+ 0.5763x4 = —2.2542 = x3 = —0.3776,

11.8x9 + 4.623 + 2.724 = 2.8 = 29 = 0.2605,

1021 4 229 + 45(73 +3r4=2=1x1 = 01363,
Dostavame tedy TesSeni:

x = (0.1363;0.2605; —0.3776; 0.5421)"

M-file 2.3 S vyuzitim jiz dfive sestaveného M-filu 2.1 si zhotovime M-file, ktery
nam pomize s feSenim soustav linearnich rovnic a to jak pro soustavy s pasovou
matici tak pro soustavy s matici obecnou.
function [z] = resenisoustavyLUrozkladem(A,b)
[m,n| = size(A);
d = length(b);
if m==n && n==d
[L,U] = LUrozklad(A);
y(1,1) =b(1,1);
for i=2:n

s = 0;

for j=1:(i—1)

5= s+ L) *y(i 1)

end

y(i,1) = b(i, 1) — s

s=0;
end
z(n,1) = y(n,1)/U(n,n);
for i=(n-1):-1:1

s = 0;

for j=1i:n
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s=s+U(i,7) *x(j,1);
end
2(5,1) = (y(i, 1) — 8)/U (0, i)
s =0;
end
else

disp('nesouhlasi rozmer matice soustavy a vektoru prave strany')

z = ];

Priklad 2.9 Necht je dana (2, 2)-pasova matice

52 8 00 1
1113 3 9 0 9
A= 4 710 5 5 |avektorb=| —4
04957 7
0 0 31111 8

Nasim tikolem je opét najit feseni soutavy Ax = b uzitim LU rozkladu.
Reseni: Sestaveny M-file si v softwaru MATLAB ovéfime volanim piikazu
x = resenisoustavy LUrozkladem(A, b). Vysledkem této soustavy linedrnich rov-

nic je vektor

—12.1552
—5.3101

X = 9.0495
20.5099
—22.2507

Véta 2.6 Necht (p,q)-pdsovd requldrni ctvercovd matice A = (ai;)j;—; n-tého

radu mad vsechny prvky ay g+, nenuloveé pro k =1,...,n — p. Pak lze psdt matics

Ay Ag
A —
<A21 A22) ’

A v blokovém tvaru
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kde matice Ao je ctvercova requldrni dolni trojuhelnikovad tadu n — p. Soustava

Ax = b psdana blokové ve tvaru

A — Ay Ay X1\ _ b,
Ay Ay X2 by )’
kde x1 je sloupcovy p-clenny vektor, xo sloupcovy (n — p)-clenny vektor, by sloup-
covy (n — p)-clenny vektor, by je sloupcovy p-clenny vektor, pak ma resent

x; = (A9 — A22A1_21A11)_1(b2 - A22A1_21b1),

X9 = A1_21b1 — A1_21A11X1.
Dukaz: viz. [1], str. 157.

Priklad 2.10 Necht je dana reguldrni ¢tvercova (2,4)-pasova matice

24600000 1
41840000 6
65911000 3
102486200 2
A=1 919 814 5 6 g o |2VeKlorb=1 ¢
064211016 10
0010 8 1 5 4 2 6
0001410 6 3 4

a nasim ukolem je vyfesit soustavu linearnich rovnic v blokovém tvaru Ax=b.

Reseni: Podle véty 2.6 mizeme matici A rozlozit na nasledujici matice:

4
1
)
2 ) A12 -
2
6

= 00 =~ © 00 O
O R 00— O
ot o= OO
O OHN O OO
— 00 O O O O
S OO OO OO

00 1081 542
A21_<00)’ A22_< 0141063)’
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a vektor b na sloupcové vektory ve tvaru

o
far
Il
O 00N WD
o
no
Il
VR
=
~~

Pro dosazeni do vzorci potfebujeme nejprve nalézt dil¢i vypocty uzitim MATLABU:

0.1667 0 0 0 0 0

—0.3333 0.2500 O 0 0 0

Al —1.1667 —0.2500 1.0000 O 0 0
1z 4.5000 —0.2500 —3.0000 0.5000 0 0 ’

—2.2292 —0.0938 1.6250 —0.3750 0.1250 0
—6.9340 0.3906 4.5625 —0.7708 —0.0208 0.1667

_ 3.9722 5.6424 _ 13.7778
A22A121A11 = ( ) 7A22A121b1 - ( ) ;

—8.5417 19.9635 —6.3333
- —3.9722 —5.6424 . ~7.7778

Az — AnAly An = ( 8.5417 —19.9635) b2 — Ay by = ( 10.3333) !
0.1667 0.6912
1.1667 0.3427
- 0.3333 | ,_ 4.4837
Abi=| 50000 | A A= | 701
2.3333 2.3462
9.0556 11.2010

Dosazenim do rovnic uvedenych ve vété vypocitame x; a x, nasledovné.

1.6752)

x; = (Ag — A22A1_21A11)_1(b2 - A22A1—21b1) - <0.1991

—0.5245
0.8240
—4.1504
2.6291
—0.0129
—2.1455
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Tedy vysledkem soustavy linearnich rovnic v blokovém tvaru je sloupcovy vektor

1.6752
0.1991
—0.5245
0.8240
—4.1504
2.6291
—0.0129
—2.1455

M-file 2.4 Necht je ddna regularni ¢tvercova (p, ¢)-pasova matice A n-tého fadu.
V softwaru MATLAB jsme si opét sestavili M-file, ktery ndm po zadani matice
A, rozméru jejiho pasu (p,q) a vektoru b nejprve ovéii zda-li je dand matice
¢tvercova, dale jestli je regularni a dale také jestli plati podminka, Ze matice
A = (ay)}=, n-tého fddu ma vSechny prvky aj x4, nenulové pro k =1,...,n — p.
Pokud matice A vSechny tyto pozadavky spliiuje MATLAB tuto soustavu miize
vyTesit.
function [z] = soustavalinrovnicvbloktvaru(A,b, p,q)
if det(A) ==
disp('matice soustavy neni regularni’)
All = []; A12 = []; A21 = [|; A22 = []; return
end
[m,n| = size(A);
if m==n
for k=1:(n—p)
if A(k,k+p)==
disp("matice neni (p, q) — pasova')
r=1[; return
end
end
A1l = A([1 :n —p], [L : p]);
A12=A([1:n—pl[p+1:n]);
A2l = A(fn —p+1:n],[L:p]);
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A22=A([n—p+1:n},[p+1:n]);
else
disp("matice soustavy neni ctvercova')
x = |[|;return
end
b1 = b([1 : n = pl);
b2 =b([(n —p+1) : n]);

xl = inv(A21 — A22 x inv(A12) x A11) * (b2 — A22 x inv(A12) % bl);
22 = inv(A12) x b1 — inv(A12) x A1l * z1;

x = [z1;22];

Priklad 2.11 Necht je ddna (2, 3)-pésova matice

8 72 00000
8 412 4 0 0 00
1314 71 7 0 00
A 74 2 812 7 00 o vektor b —

0 118 41514 70
005 7 115104
0 0 01812 1 83
0 000 425124

NN~ DN Ot 0

Nasim tkolem je opét vyftesit soustavu linearnich rovnic v blokovém tvaru Ax =
b.

Reseni: Nejprve si do softwaru MATLAB zadame matici A a vektor b. V tomto
pripadé si sestaveny M-file miizeme ovérit zavolanim piikazu

[z] = soustavalinrovnicvbloktvaru(A,b,2,3).

Vysledkem této soustavy linearnich rovnic v blokovém tvaru je vektor

1.7666
—0.7642
—0.3915

0.1556
—0.6688

0.0363

3.3874
—7.9705
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2.3 Vypocdet inverzni matice

Vypocet inverzni matice lze provést uzitim Gaussovy eliminace. Hledadou in-
verzni matici A~! k dané étvercové matici A ¥adu n 1ze nalézt podle néasledujiciho
postupu.

Sestavime matici B typu n x 2n slozenou z ptivodni matice A a jednotkové

matice E,,.

app a2 +-- Ay, | 1020

A1 Ao ++- Aoy |01 ---0
B=(AE,) = . . .

Apl Ap2 **° App 001

Povolenymi fadkovymi tpravami (zdména tadkid, vyndsobeni fadku skaldrem,
pti¢teni jednoho fadku k jinému) pfevedeme matici B do tvaru, kdy jednotkova
matice E, bude vlevo. V takovém piipadé bude inverzni matice A~' v pravé
poloviné upravené matice, tj.

(EalA™).

My si ukadzeme jak lze najit inverzni matici k dané matici uzitim LU rozkladu.

Vypocet inverzni matice uzZitim LU rozkladu:

Necht je ddna matice A a nasim tkolem je pro tuto matici nalézt jeji inverzni
matici AL, Vypodet inverzni matice k matici A je tedy ekvivalentni feSeni rov-
nice AX = E,, kde X = A~'. Necht X = (z;;)7,_;. ReSeni soustavy AX = E,

pak znamena fesit n soustav linearnich rovnic tvaru

T11 1 T12 0 T1in 0
A T21 _ 0 7 A T2 _ 1 7 A ZL’Qn _ 0
Tl 0 Tpo 0 Tnn 1

K feseni v nasem pripadé pouzijeme LU rozklad tzn., Ze pokud matice A spliuje

podminky pro nalezeni LU rozkladu, viz. véta 2.3, pak mtzeme matici A rozlozit
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na souc¢in matice L a matice U. Déle fesime soustavu LUx; = e; pro: =1,...,n,
kde x; je i-ty sloupec vysledné inverzni matice X a e; je i-ty sloupec jednotkové
matice E, a to tak, ze nejprve vyresime soustavu Ly, = e; a poté soustavu
Ux; = y;. Tim vypocteme i-ty sloupec inverzni matice X a celkem pak dostavame

uplny tvar této matice ve tvaru:

Priklad 2.12 Necht je ddna matice
8 2 6 0
5 9 2 1
A= 0 310 5
00 2 6

a nasim tkolem je najit k ni matici inverzni.
Reseni: Ze zadani je patrné, ze A je ryze radkové diagonalné dominantni a tudiz
umime nalézt jeji LU rozklad.

LU rozklad k matici A sestavime pomoci M-filu 2.1, tj.

1.0000 0 0 0 8.0000 2.0000 6.0000 0O

I — 0.6250 1.0000 0 0 U — 0 7.7500 —1.7500 1.0000
0 0.3871 1.0000 O ’ 0 0 10.6774 4.6129
0 0 0.1873 1.0000 0 0 0 5.1360

Dale tedy fesime soustavy linearnich rovnic ve tvaru Ly, = e;.

1.0000 O 0 0 Y11 1
0.6250 1.0000 0 0 ya | | O
0 0.3871 1.0000 0 ysi | 1O |’
0 0 0.1873 1.0000 Ya1 0
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1.0000 0 0
0.6250 1.0000 O

0
0

0 0.3871 1.0000 0
0 0 0.1873 1.0000
1.0000 0 0 0
0.6250 1.0000 0 0
0 0.3871 1.0000 0
0 0 0.1873 1.0000
1.0000 O 0 0
0.6250 1.0000 0 0
0 0.3871 1.0000 0
0 0 0.1873 1.0000

Y12
Y22
Y32
Ya2

Y13
Y23
Y33
Ya3

Y14
Y24
Y34
Yaa

Vysledkem téchto soustav je matice Y ve tvaru

1.0000 0

0

—0.6250 1.0000 O

Y =

0
0

0.2419 —0.3871 1.0000 O

—0.0453 0.0725 —0.1873 1.0000

SO = O O o O = O

_— O O O

A nakonec vyfesime soustvy linearnich rovnic ve tvaru Ux; = y;,.

8.0000

2.0000  6.0000
7.7500 —1.7500
0 10.6774
0 0

2.0000  6.0000

7.7500 —1.7500
0 10.6774
0 0

2.0000  6.0000
7.7500 —1.7500
0 10.6774
0 0

0
1.0000
4.6129
5.136

1.0000
4.6129
5.136

1.0000
4.6129
5.136

31

T
T2
T31
Ty

T22
x32
T42

T23
T33
L43

1.0000
—0.6250
0.2419
—0.0453

1.0000
—0.3871
0.0725

1.0000
—0.1873



8.0000 2.0000 6.0000 0O T14 0
0 7.7500 —1.7500 1.0000 Tog | 0
0 0 10.6774 4.6129 T3 | 0
0 0 0 5.136 Ta4 1.0000

Vysledkem hledani je matice X, ve tvaru

0.1235 0.0024 —0.0894 0.0741

X —0.0735 0.1176 0.0294 —0.0441
N 0.0265 —0.0424 0.1094 —0.0841 |’

—0.0088 0.0141 —0.0365 0.1947

coz je inverzni tvar matice A.

M-file 2.5 Necht je ddna matice A. V softwaru MATLAB jsme si s vyuzitim M-
fild 2.1 a 2.3 sestavili M-file, ktery zavolanim [invA] = inverzeLUrozkladem(A)
nejprve ovéri zda-li je dand matice ¢tvercova a diky M-filu 2.1 také ovéri zda-li
je matice silné regularni tedy jestli lze nalézt jeji LU rozklad. Pokud matice tyto

podminky spliiuje MATLAB nalezne matici X, coz je invezrni tvar matice A.

function [invA] = inverzeLUrozkladem(A)
[L,U] = LUrozklad(A);
if isempty(L);
disp('nelze nalezt LU rozklad');
invA = [J;
return;
end

[m,n| = size(A);

if m==n
Id = eye(n);
for k=1:1:n
b=Id(: k),

Y (i, k) = resenisoustavy LUrozkladem(L, b);

end
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else

disp('neni ctvercova’)

end
[mu, nu] = size(U);
[my, ny|] = szze(Y)
if (mu==nu)&(my == my);
Id = eye(nu);
for k=1:1:n
invA(:, k) = resenisoustavyLUrozkladem(U, Y (3, k));
end
else

disp("'neni stejny pocet radku vstupnich matic')
invA =]

end

Priklad 2.13 Necht je ddna silné regularni (2, 2)-pasové matice

[ el CRTNe)

O O 00 W oo O
— =

SO WO DN
-y

N R~ O N O

TN Wk OO

G = O OO

a nasim tkolem je nalezt k ni matici inverzni.
Reseni: V softwaru MATLAB po zadani matice A zavolame piikaz
linvA] = inverzeLUrozkladem(A).

Vysledkem je matice ve tvaru

0.1461 —0.1393 —0.0148 0.0352 —0.0189 —0.0006
—0.0213 0.1739 —0.0017 —0.0323 0.0051 0.0062
—0.0411 0.0707 0.1291 —0.0883 0.1209 —0.0329

0.0533 —0.1966 —0.1147 0.1997 —0.1317 0.0082
—0.0239 0.0398 0.0759 —0.0503 —0.1292 0.0737

0.0168 —0.0136 —0.0606 0.0237 0.1468 —0.0081

nvAd =X =
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2.4 Vypocet determinantu

Necht je ddna matice A, ktera spliiuje alespon jednu ze tii podminek pro
vypocet LU rozkladu, viz. véta 2.3 a proto lze psat A = LU, kde L je dolni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale a U je horni trojuhelnikova
matice. Vzorec pro vypocet determinantu matice A plyne pfimo z tohoto vztahu,

nebot

det A = detLdet U = Hu“

i=1

Poznamka 2.4 Tento vzorec lze takto zjednodusit jelikoz
detL = Hl“ = 1,
i=1

protoze matice L ma pfi LU rozkladu na diagonale jednicky.

Pokud matice A nespliuje ani jednu podminku pro nalezeni LU rozkladu viz.
véta 2.3, pak musime vychéazet ze vztahu PA = LU a uzit LU rozklad matice
PA, kde P je permutac¢ni matice pro kterou plati det P = (—1)", kde r je pocet
vymén fadkt matice A, které MATLAB provede pfi rozkladu matic PA. Proto
plati

det PA = det P det A = (—1)"det A = [ [ s,
=1

neboli

=1

Piiklad 2.14 Necht je déna (1, 1)-pasova matice A, jejiz LU rozklad jsme jiz
nalezli v prikladé 2.7, tj.

8 6 000
16 200
A = 0 3840
0 0 110 3
000 28



1.0000 O 0 0 0 8.0000 6.0000 0O 0 0

0.1250 1.0000 0 0 0 0 5.2500 2.0000 0 0
L=1]0 0.5714 1.0000 0 0 ,U=10 0 6.8571 4.0000 0

0 0 0.1458 1.0000 0 0 0 0 9.4167 3.0000

0 0 0 0.2124 1.0000 0 0 0 0 7.3628

a nyni mame za tkol vypocitat jeji determinant.
Reseni: Jelikoz lze najit LU rozklad matice A coZ plyne jiz z feseni piikladu 2.7
a tedy plati A = LU, mtizeme hodnoty matice U dosadit do vzorce pro vypocet

determinantu takto:
Determinant matice A je 19967.86.

Piiklad 2.15 Necht je ddna (1,2)-pasova matice A, jejiz LU rozklad nalezneme
zadanim piikazu [L, U, P|=lu(A) v programu MATLAB, tj.

46 000
14800
A=1812 6 5 0
010 8 6 2
00418
1.0000 0 0 0 0
0 1.0000 0 0 0
L= 0.1250 0.2500 1.0000 O 0 ,
0.5000 0 —0.5714 1.0000 0
0 0 0.7619 —0.7051 1.0000
8.0000 12.0000 6.0000 5.0000 O 00100
0 10.0000 8.0000 6.0000 2.0000 00010
U=1]0 0 5.2500 —2.1250 —0.5000 | ,P=]101000
0 0 0 —3.7143 —0.2857 10000
0 0 0 0 8.1795 00001

a nyni mame za kol vypocitat jeji determinant.

Reseni: JelikoZ jsme pii rozkladu matice A tentokrat vychéazeli ze vztahu PA =
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LU, musime hodnoty matice U do vzorce pro vypocet determinantu dosadit

takto:
det(A) = (—1)TU11U22’U33U44U55 = (—1)5810525(—37143)81795 = 12760.07.
Determinant matice A je v tomto pripadé 12760.07.

M-file 2.6 Pokud matice A spliiuje podminky pro nalezeni LU rozkladu podle
véty (2.3). Opét si v MATLABU s vyuzitim M-filu 2.1 miZeme sestavit dalsi
M-file, ktery nam v tomto pripadé determinant spocita.

function[detA] = determinant(A)

[L,U] = LUrozklad(A)

detA = prod(diag(U))

end

Piiklad 2.16 Necht je dana silné regularni (2, 2)-pasova matice

O O O N
S O o W oo D
— =
O WO N =
—

N R = O N O
TN Wk OO
QLI = OO O

a nasim ukolem je najit jeji determinant.
Reseni: V softwaru MATLAB zavolame piikaz [detA] = determinant(A).
Vysledkem je soucin prvki na hlavni diagonale matice U,

tedy determinant —277953.
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Zaveér

Cilem této prace bylo seznamit se blize s pasovymi maticemi. V této praci
jsme ukézali nékteré metody rozkladu pasovych matic, feseni soustav linearnich
rovnic s pasovou matici a také vypocet inverzni matice a determinantu uzitim
LU rozkladu. VSechny tyto poznatky jsme demonstrovali na piikladech. Vypocty
byly provedeny rucné a také pomoci mnou sestavenych M-fili v matematickém
softwaru MATLAB.

P1i psani této prace jsem si prohloubila znalosti z numerické matematiky, lépe
se naucila pracovat s odbornou literaturou a blize se seznamila s typografickym
systémem TEX, kterym je prace vysazena.

Doufam, ze tato prace bude piinosem nejen pro mne, ale také pro vsechny

zadjemce o numerickou matematiku a pasové matice predevsim.
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Priloha 1

CD s M-fily pro MATLAB prilozeno na zadni strané desek.
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