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Kapitola 1. Úvod 5
K a p i t o l a 1Ú v o dSkriptum je zejména urèeno jako základní literatura pro pøedmìt Výkonnosta spolehlivost èíslicových systémù vyu¾ívaný v oboru Informatika a výpo-èetní technika (IVT). V rámci pøedmìtu jsou prezentovány metodiky vytvá-øení matematických a simulaèních modelù vyu¾itelných k odhadu (predikci)výkonnostních a spolehlivostních ukazatelù èíslicových a poèítaèových sys-témù 1.V první kapitole neformálnì vymezíme vybrané základní pojmy a prin-cipy, které jsou vyu¾ívány v dal¹ím textu. S terminologií z oblasti modelo-vání systémù se lze té¾ seznámit v lit. [Kind80], [Dou81], [Dou90], [Ráb82],[Neu88].Reálný objektTímto pojmem rozumíme urèitou èást reálného svìta, více èi ménì pøesnìohranièenou. Okolím objektu rozumíme zbývající èást reálného svìta. Re-álný objekt má nìjaké vlastnosti, oznaèované té¾ jako atributy.Model (v ¹ir¹ím smyslu)V nejobecnìj¹ím mo¾ném pohledu budeme pod pojmem model rozumìtjakékoliv úèelovì konstruované napodobení reálného objektu, oznaèovanéhov této souvislosti jako originál 2. Modely mohou mít nejrùznìj¹í formu (napø.1Ve skriptech je uvádìna pouze malá mno¾ina pøíkladù potøebných pro pochopení vý-kladu. Dal¹í rozsáhlej¹í mno¾ina pøíkladù (vèetnì zdrojových programù) urèená pro cvièenía samostatnou práci je k dispozici na sdíleném adresáøi serveru dostupného studentùm. Si-mulaèní nástroj C-Sim vyu¾ívaný k realizaci diskrétních simulaèních modelù je dostupnýna www stránce http://www.c-sim.cz2Objekt s charakterem originálu nemusí fyzicky existovat, modely mù¾eme konstruovat



6 Kapitola 1. Úvodjiný reálný objekt, matematický èi jiný formální i neformální popis origi-nálu, simulaèní program realizovaný v nìjakém poèítaèi ap.). V procesukonstrukce modelu zpravidla uplatòujeme:zjednodu¹ení - tj. bereme v úvahu jen ty vlastnosti originálu, které jsouvýznamné vzhledem k úèelu konstrukce modelu,zobecnìní - tj. nemodelujeme jeden konkrétní reálný objekt (tj. instanci)ale celou tøídu podobných reálných objektù.Zjednodu¹ení a zobecnìní reality bývá zvykem oznaèovat jako abstrakci.Zvolená úroveò abstrakce musí odpovídat úèelu konstrukce modelu 3.SystémV technických (i dal¹ích) vìdách ve vìt¹inì pøípadù koncipujeme mo-del jako systém. Pod pojmem systém rozumíme úèelovì de�novaný souborprvkù, mezi nimi¾ existují urèité vztahy 4. De�nování systému nad reálnýmobjektem vy¾aduje (kromì døíve uvedeného zjednodu¹ení a zobecnìní) je¹tìpøesný popis (napø. matematický) uva¾ovaných vlastností prvkù a vazebprvkù.Model s charakterem systému dále zavádí pøesné vymezení rozhraní mezireálným objektem a jeho okolím. Vlastnosti (velièiny), kterými objekt ovliv-òuje okolí jsou oznaèovány jako výstupní. Vlastnosti, které jsou stanovenyvlivem okolí jsou oznaèovány jako vstupní 5.Uvedeme nìkterá mo¾ná tøídìní systémù podle rùzných hledisek:� Dynamické versus statické systémy podle toho, zda nìkteré vlast-nosti prvkù mají charakter pamìti (tj. zda závisí èi nezávisí na minuléposloupnosti zmìn jiných vlastností - tzv. historii). U dynamických sys-témù se tedy pøedpokládá jejich existence (a zmìny vlastností) v èase.i pro dosud neexistující (napø. ve stadiu návrhu) èi domnìlé objekty.3Pøíli¹ slo¾itý model je nákladný a jeho pou¾ití tì¾kopádné, pøíli¹ jednoduchý modelnepostihuje dostateènì pøesnì chování originálu.4Existuje øada pøesnìj¹ích de�nic, pro potøeby modelování v¹ak tato obvykle postaèuje.Prvkem rozumíme dále nedìlitelnou (z hlediska pou¾ité rozli¹ovací úrovnì) èást systému.Soubor prvkù v systému (a jejich vazby) se mù¾e s èasem mìnit.5Nad konkrétní tøídou reálných objektù mù¾eme zavést systém rùznými zpùsoby. Pøitomvstupní vlastnosti chápeme jako pøíèiny ovlivòující chování objektu, výstupní (ovlivnìné)vlastnosti pova¾ujeme za následky.



7V¹echny vlastnosti s charakterem pamìti popisují stav systému. Proanalýzu èasového vývoje vlastností dynamického systému musíme znátjeho poèáteèní stav, tj. stav v èasovém bodì s hodnotou 0 (poèátek po-zorování). Poèáteèní stav je úplným popisem historie systému. Èasovývývoj vlastností systému té¾ bývá oznaèován jako chování systému.V rámci tìchto skript se budeme zabývat pouze modely dynamickýchsystémù.� Spojitéversusdiskrétnídynamické systémy podle toho, zda se èasovìzávislé vlastnosti mìní ve spojitém èase nebo v diskrétní mno¾inì bodùèasové osy. V rámci tìchto skript se zabýváme výhradnì diskrétnímisystémy. S diskrétními systémy je spojen pojem událost. Tímto pojmemmíníme ka¾dou zmìnu nìkteré z uva¾ovaných vlastností v konkrétnímèasovém bodì, dále zaèlenìní èi vypu¹tìní urèitého prvku do resp. zesystému. Urèitá událost mù¾e být pøíèinou dal¹ích událostí v budoucíchèasových bodech.� Uzavøené versus otevøené systémy podle toho, zda je uva¾ována in-terakce systému s okolím. V rámci tìchto skript jsou uvedeny pøíkladyotevøených i uzavøených systémù.� Stochastické versus deterministické systémy podle toho, zda majíèi nemají nìkteré vlastnosti charakter náhodných velièin nebo procesù.V tìchto skriptech jsou vyu¾ívány zejména stochastické systémy, dáleuvádìné metodiky diskrétní simulace ale lze vyu¾ít i pro deterministické(napø. logické sekvenèní) systémy.ModelováníModelováním rozumíme celý proces konstrukce a vyu¾ití modelu. Jednáse o èinnost, která vede k získání informací o systému{originálu prostøed-nictvím systému{modelu.Tento proces by mìl zahrnovat i etapu veri�kace modelu, kdy ovìøujeme,zda výsledky získané øe¹ením modelu odpovídají výchozímu popisu modelu(tj. napøíklad zpìtnì dosazujeme získané øe¹ení do výchozí rovnice). Veri�-kací ovìøujeme tzv. správnost (angl. correctness) modelu. Formální (exaktní)veri�kace vy¾aduje formální (zpravidla matematický) popis prvkù modelua jejich vazeb.



8 Kapitola 1. ÚvodValiditou modelu rozumíme þmíru pøiblí¾eníÿ modelu k originálu (nako-lik pøesnì vystihují informace získané z modelu chování originálu). Validitaje tedy þsilnìj¹íÿ pojem ne¾ správnost, proto¾e dostateènou blízkost k origi-nálu mù¾eme docílit jen správnýmmodelem. K ovìøení validity potøebujemeporovnávat výsledky experimentù provádìných s modelem s daty získanýmimìøením vlastností reálného originálu.Pomineme{li fyzikální modely (napø. malé letadlo v aerodynamickémtunelu), lze modely rozdìlit do dvou hlavních kategorií:Matematickémodely jsou zalo¾eny na exaktním matematickém popisuvlastností a vazeb prvkù originálu (napø. soustavou diferenciálních rov-nic). Lze je dále dìlit na modely analytické, s kterými lze pracovat sym-bolickými matematickými postupy a získat øe¹ení v uzavøeném tvaru(tj. jako vzorec postihující závislost vybraných vlastností) a modely nu-merické, které k øe¹ení vyu¾ívají numerických technik. Vlastnosti origi-nálu jsou modelovány prostøednictvím matematických velièin a funkcí.Matematické modely se obecnì vyznaèují vysokým stupnìm zjedno-du¹ení a tedy vìt¹í þmezerouÿ mezi chováním modelu a originálu. Nadruhé stranì lze zejména u analytických modelù exaktnì ovìøit správ-nost modelu (formální veri�kace) a lze jednodu¹e analyzovat závislostvýsledkù na parametrech modelu.Simulaènímodely.Simulaènímmodelem rozumíme program vykonávanýna poèítaèi s cílem napodobit chování originálu. Simulaèní program vy-tvoøíme buï pøepisem numerického matematického modelu do progra-movacího jazyka nebo pøímým modelováním èasových zmìn strukturya vlastností prvkù systému v modelovém èase.Pøi vytváøení simulaèního modelu druhého uvedeného typu (dále struk-turní model) se obvykle vyu¾ije objektový pøístup. Prvky (instance)kategorizujeme do tøíd a spoleèné vlastnosti popisujeme pouze jednoupro celou tøídu. Vlastnosti prvkù modelujeme prostøednictvím struk-turovaných dat, funkcí (té¾ operací èi slu¾eb poskytovaných prvkempro jiné prvky) a aktivit prvkù (probíhají v èase, jsou oznaèovány té¾jako procesy). Vazby prvkù typicky modelujeme prostøednictvím dats charakterem odkazù.Výhodou simulaèních modelù je zejména mo¾nost zahrnout libovolnouúroveò detailù vlastností originálu (pochopitelnì za cenu slo¾itìj¹ího



9a hùøe analyzovatelného modelu) a zmen¹it tak rozdíly mezi chovánímoriginálu a modelu (tj. zlep¹it validitu modelu). Naproti tomu nelzesimulaèní model exaktnì veri�kovat a k získání závislostí výsledkù naparametrech modelu je tøeba (èasto èasovì nároèné) opakování mnohavýpoètù simulaèního programu s rùznými vstupními daty.V rámci tìchto skript je kladen dùraz zejména na vyu¾ití simulaèníchmodelù. Matematické modely (napøíklad markovské náhodné procesy nebostochastické petriho sítì) jsou popisovány jen u¾ivatelsky s cílem poskyt-nout základní prostøedky pro veri�kaci simulaèních modelù.SimulacePodle formulace O. { J.Dahla (jeden z norských autorù SIMULY) jesimulace výzkumná metoda, její¾ podstata spoèívá v tom, ¾e zkoumaný dy-namický systém nahradíme jeho simulátorem a s ním provádíme pokusys cílem získat informaci o pùvodním zkoumaném systému [Kind80]. Simu-látorem je nejèastìji simulaèní program spolu s poèítaèem, na kterém jevykonáván. V takovémto pojetí je simulace u¾¹í pojem ne¾ modelování,jedná se o modelování vy¾adující provádìní experimentù k získání výsledkù(na rozdíl od napø. vyu¾ití analytických matematických modelù). Processimulace typicky zahrnuje následující etapy:Formulovánídostateènìpøesnéhopopisuoriginálu(pøesnost popisuodpovídá úèelu pou¾ití modelu). Pøi strukturním modelování se vyu-¾ívají metodiky objektovì orientované analýzy (tj. hledají se typovéprvky, jejich vlastnosti a vazby).Programování popisu ve zvolenémprogramovacímjazyce. Zasvì-cenou publikací týkající se charakteristik simulaèních programovacíchjazykù je [Kind80]. V rámci tìchto skript je vyu¾íván programovacínástrojC-Sim(knihovna funkcí a maker) [Rac93], [Rou95], který roz-¹iøuje mo¾nosti jazyka C ve smìru idejí programovacího jazyka SI-MULA [Dahl72], [Stau78].Experimentování se simulaèním programem (je nìkterými autorychápáno jako simulace v u¾¹ím smyslu). Zahrnuje etapu èásteèné ve-ri�kace simulaèního modelu (typicky realizovanou mno¾inou experi-mentù, jejich¾ výsledky lze urèit také prostøednictvím (jednoduchého)



10 Kapitola 1. Úvodmatematického modelu konstruovaného pro tentý¾ originál a vzájemnìporovnat). Dal¹í etapou je pou¾ívání veri�kovaného modelu a zpraco-vání u¾iteèné informace získané pou¾itím modelu. Máme{li k dispozicidata z reálného originálu, mù¾eme po jejich porovnání s daty získanýmiz modelu posoudit validitu modelu.Uvedený postup pochopitelnì nemusí probìhnout zcela pøímoèaøe, na-pøíklad pøi zji¹tìní vìt¹ích rozdílù mezi výsledky modelu a realitou mù¾emezmìnit a¾ výchozí popis originálu a celý proces opakovat.Základní úrovnìmodelù vyu¾ívanýchpromodelování èíslicovýcha poèítaèových systémùÚrovnì modelù vyu¾ívaných k vy¹etøování chování èíslicových a poèíta-èových systémù se li¹í úrovní abstrakce, tedy úrovní podrobností zahrnutýchdo modelu. Pøitom modely s nízkou úrovní abstrakce se hodí pro vy¹etøo-vání chování malých (relativnì) èástí poèítaèe, modely s nejvy¹¹í úrovníabstrakce se hodí k popisu chování poèítaèového systému jako celku. Ob-vykle se rozli¹ují následující úrovnì modelù:Fyzikální úroveò. Modely této úrovnì se vyu¾ívají k vy¹etøování fyzi-kálních polí (napø. teplotní pole, elektromagnetické pole) a jiných fy-zikálních jevù (napø. difuze èástic v polovodièích) v souèástkách a zá-kladních konstrukèních modulech poèítaèe. Jako matematický modelna této úrovni slou¾í parciální diferenciální rovnice, které se zpravidlaøe¹í numericky metodou sítí nebo metodou koneèných prvkù. Nezávislepromìnnými v tìchto rovnicích jsou prostorové souøadnice a pro ne-stacionární pole navíc i èas. S modely fyzikální úrovnì je mo¾né sepøi studiu IVT setkat zejména v rámci pøedmìtù Fyzika, Teoretickáelektrotechnika, Elektronické souèástky a Konstrukce poèítaèù.Úroveòelektrickýchobvodù.Modely této úrovnì se typicky vyu¾ívajík vy¹etøování dynamického chování elektronických souèástek (napøí-klad zákmity na výstupech hradel pøi zmìnì úrovnì signálu). Abstra-hujeme od prostorového rozlo¾ení fyzikálních polí a bereme v úvahu jenjejich integrální parametry (kapacitu, indukènost). Parciální diferenci-ální rovnice pøedchozí úrovnì takto degenerují na (jednodu¹¹í) obyèejné



11diferenciální rovnice s èasem jako nezávisle promìnnou. Matematic-kým modelem v této úrovni jsou tedy soustavy obyèejných diferenciál-ních rovnic. V simulaèních modelech se tyto soustavy øe¹í numericky.S modely obvodové úrovnì je mo¾né se pøi studiu IVT setkat zejménav rámci pøedmìtù Fyzika, Teoretická elektrotechnika, Teorie obvodù,Základy mìøení a Konstrukce poèítaèù.Úroveòhradel a klopných obvodù. V této úrovni se dopou¹tíme dal-¹ího zjednodu¹ení reality - neuva¾ujeme dynamické chování elektro-nických souèástek 6. Spojité elektrické signály diskretizujeme do dvouúrovní (logická 0, logická 1). Fyzikální spojitý èas redukujeme na po-sloupnost èasových bodù, ve kterých dochází ke zmìnám hodnot sig-nálù (diskretizace èasu). Uva¾ujeme tedy pouze stacionární úrovnì sig-nálù na vývodech souèástek a jejich zmìny v diskrétních èasových bo-dech.Matematickým modelem na této úrovni je koneèný automat. Simulaènímodely jsou typicky konstruovány jako strukturní a umo¾òují vy¹et-øovat chování systémù slo¾ených z velkých poètù logických prvkù (na-pøíklad velké hradlové pole). Automatové modely se vyu¾ívají zejménav rámci pøedmìtù Teoretická informatika, Èíslicové elektronické sys-témy a Logické systémy.Úroveòlogickýchblokù.Vmodelech této úrovnì se jako prvky vyu¾ívajíregistry, pamìti, sèítaèky, dekodéry ap. Rozli¹ují se datové, adresní a øí-dicí logické signály, pøièem¾ signály prvních dvou typù se sdru¾ují doskupin. Na této úrovni neexistuje univerzální matematický model, co¾je dáno nesnadným jednotným matematickým popisem prvkù a jejichvazeb. Vyu¾ívají se ale strukturní modely spoèívající v popisu struk-tury prostøednictvím vhodného jazyka (jazyky oznaèované jako RTL -Register Transfer Language, viz napøíklad Abel). Takovýto popis lzepou¾ít jednak k simulaci chování popsaného logického systému a dálei k návrhu realizace systému (napø. návrh masky pro výrobu IO, ge-nerování diagnostických testù obvodu ap.). Modely úrovnì logickýchblokù se vyu¾ívají zejména v rámci pøedmìtù Èíslicové elektronickésystémy a Architektury èíslicových systémù.6Popøípadì jej shrnujeme do podoby jedné hodnoty s rozmìrem èasu - zpo¾dìní zmìnyvýstupu proti zmìnì logické hodnoty vstupu.



12 Kapitola 1. ÚvodSystémováúroveò. Modelem na této úrovni je nejèastìji dynamický dis-krétní stochastický systém. Jako jeho prvky slou¾í hlavní èásti poèítaèe(napøíklad procesor, spojovací linka èi vnìj¹í pamì», popøípadì jed-notlivé poèítaèe v distribuovaném systému). Typicky se uva¾ují pouzemakrostavy prvkù (napøíklad procesor je porouchaný nebo vyrovnávacípamì» je prázdná) a abstrahuje se od semantiky probíhajících výpoètù.Stavy prvkù se (skokovì) mìní vlivem událostí pøicházejících asyn-chronnì v náhodných èasových bodech. Modely se vyu¾ívají s cílempøedpovìdìt výkonnostní nebo spolehlivostní charakteristiky (ukaza-tele) systému, napøíklad støední dobu bezporuchového provozu, støednídélku fronty pøipravených procesù nebo støední dobu vyøízení dotazuv databázi. Jako matematické modely se zde vyu¾ívají napøíklad pet-riho sítì (jen statická analýza mrtvých stavù { viz dále), stochasticképetriho sítì a markovské náhodné procesy (postihují i dynamiku ná-hodných pøechodù mezi stavy). Simulaèní modely v této úrovni vy-u¾ívají experimentální pravdìpodobnostní modelování (tj. generovánía zpracování náhodných èísel) a dále popsané programovací technikyinterpretace událostí a pseudoparalelních procesù. Modely systémovéúrovnì jsou èasto pou¾ívány k preciznìj¹ímu popisu (a analýze) cho-vání operaèních systémù, poèítaèových sítí, komunikaèních protokolù,výpoèetních systémù odolných proti poruchám ap.Tato skripta se zabývají výhradnì modely systémové úrovnì s dùrazemna simulaèní modely.



Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémù 13
K a p i t o l a 2M a t e m a t i c k é m o d e ly d i s k r é t n í c hs t o c h a s t i c k ý c h sy s t é m ù
2.1 Markovské náhodné procesyNejprve vysvìtlíme nìkteré pou¾ívané základní pojmy. Obejdeme se pøi-tom bez exaktních de�nic a dùkazù, které lze v pøípadì potøeby nalézt vespeciální literatuøe, napø. [Mand85], [Havr86], [Triv82].Náhodný proces je ka¾dá funkce X(t), její¾ hodnota pøi ka¾dé hodnotìargumentu je náhodná velièina. Jako argument t budeme dále s ohledemna aplikace uva¾ovat výhradnì èas. De�nièním oborem D argumentu t je(spojitá) mno¾ina nezáporných reálných èísel. Realizací náhodného procesuX(t) rozumíme funkci x(t) získanou konkrétním pokusem. Náhodný procesX(t) mù¾eme rovnì¾ chápat jako mno¾inu v¹ech mo¾ných realizací x(t).Náhodná posloupnost. De�nièní obor argumentu D obsahuje koneènýnebo spoèetný poèet hodnot, tedy D = ftkg; k = 0; 1; 2; :::. Náhodnáfunkce X(t) pøechází v náhodnou posloupnost X(tk). Zkrácenì ji zapisu-jeme X(tk) = Xk.Markovský øetìzec je speciální náhodná posloupnost. Pravdìpodobnost,¾e èlen Xk posloupnosti nabude urèitou hodnotu, je ovlivnìna pouze hodno-tou pøedchozího èlenu posloupnosti Xk�1. Bez ztráty na obecnosti mù¾emedále uva¾ovat diskrétní èas tk jako posloupnost nezáporných celých èísel,tedy tk = k. V aplikacích pøedstavují hodnoty èlenù Xk èísla stavù modelo-vaného diskrétního systému. Jejich de�nièním oborem je napøíklad mno¾inapøirozených èísel E = f1; 2; :::; ng. Øetìzec lze popsat maticí pravdìpodob-ností pøechodù mezi stavy



14 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémù
P (k) = 26666664 p11(k) p12(k) ::: p1n(k): :: :pn1(k) pn2(k) ::: pnn(k)

37777775 ; nXj=1 pij(k) = 1;kde pij(k) je pravdìpodobnost pøechodu ze stavu i do stavu j v diskrétnímèase k. Jinak øeèeno - je-li hodnotaXk = i, pak pravdìpodobnost, ¾eXk+1 =j, je pij(k). Souèet pravdìpodobností v øádku musí být 1.Diskrétní markovský proces. Mno¾ina argumentu D je spojitá (spojitýèas t), mno¾ina funkèních hodnot E je diskrétní. Uva¾ujeme opìt E =f1; 2; :::; i; :::; ng. Hodnota náhodné funkce X(t) má tedy význam èísla stavua n je poèet mo¾ných stavù. Ke zmìnì stavu mù¾e dojít v libovolném èaso-vém okam¾iku, tedy pro jakékoliv t. Chování procesu po pøechodu do stavui (doba setrvání ve stavu, pøí¹tí stav) nijak nezále¾í na minulosti (posloup-nosti stavù, kterými proces pro¹el). Jedná se o dùle¾itou vlastnost markov-ských náhodných procesù oznaèovanou jako absence pamìti procesu (mar-kovská vlastnost, angl. memoryless property). Diskrétní markovský procesje vhodným matematickým modelem pro stochastické systémy s diskrétnímno¾inou stavù a spojitým èasem.Uva¾ujeme, ¾e v èase t1 je náhodný proces ve stavu i. Pravdìpodobnostpøechodu do stavu j v èasovém intervalu < t1; t2 > zále¾í zøejmì v obec-ném pøípadì na hodnotách t1; t2 a tedy prvky matice pøechodù jsou funkcepij = pij(t1; t2). U homogenních diskrétních markovských procesù jsou prav-dìpodobnosti pøechodù pouze funkcí èasového rozdílu �t = t2 � t1, a tedypij = pij(�t). Dále budeme pracovat výhradnì s homogenními markovskýmiprocesy.Dùle¾itou velièinou u diskrétních markovských procesù je intenzita prav-dìpodobnosti pøechodu ze stavu i do j, kterou oznaèíme �ij. Intenzita prav-dìpodobnosti pøechodu (zkrácenì intenzita pøechodu) je de�nována vzta-hem �ij = lim�t!0 pij(�t)�t (2.1)Pro homogenní markovské procesy je �ij konstantní. Pravdìpodobnostpøechodu ze stavu i do stavu j v dostateènì malém èasovém intervalu �tje pakpij(�t) _= �ij �t (2.2)



2.1. Markovské náhodné procesy 15V aplikacích markovských náhodných procesù nás zpravidla zajímá, s ja-kou pravdìpodobností se proces vyskytuje v èase t ve stavu i. Tuto prav-dìpodobnost oznaèíme pi(t). Zpùsob jejího urèení pøedvedeme na nìkolikajednoduchých pøípadech, které umo¾ní pochopit obecný postup výpoètu.Budeme uva¾ovat konkrétní markovský náhodný proces s daným poètemstavù n. V èase t = 0 se tento proces vyskytuje ve stavu i a tedy pi(0) = 1.Jediný stav rùzný od i, do kterého má pøechod nenulovou intenzitu, je stavj. Uva¾ovaná situace je znázornìna na obrázku 2.1.
���� ���� ���� ��������
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Obrázek 2.1: Fragmenty grafu pøechodùPodmínìná pravdìpodobnost pøechodu z i do j v malém èasovém inter-valu < t; t+dt > je podle (2.2) dána jako �ijdt. Podmínkou je, ¾e proces sev èase t nachází ve stavu i. Nepodmínìná pravdìpodobnost pøechodu je pakdána souèinem podmínìné pravdìpodobnosti pøechodu a pravdìpodobnostipodmínky, tj. pi(t) �ijdt. Pøechodem uskuteènìným v uva¾ovaném èasovémintervalu < t; t + dt > se zmen¹uje pravdìpodobnost pi(t + dt) proti pi(t)o pi(t) �ijdt. Tyto úvahy vedou ke vztahupi(t+ dt) = pi(t)� �ij pi(t) dtPo úpravì postupnì dostanemepi(t+ dt)� pi(t)dt = ��ijpi(t)p0i(t) + �ij pi(t) = 0Získanou lineární diferenciální rovnici prvního øádu s konstantními koe�ci-enty øe¹íme pro poèáteèní podmínku pi(0) = 1 a známým postupem dosta-neme výslednou pravdìpodobnost setrvání ve stavu i.pi(t) = e��ijt



16 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùPravdìpodobnost, ¾e v èase t ji¾ proces nebude ve stavu i (tedy ¾e náhodnýèas odchodu ze stavu bude men¹í ne¾ t) je zøejmì distribuèní funkcí Fi(t)náhodné doby setrvání procesu ve stavu iFi(t) = 1� e��ijtJedná se o distribuèní funkci exponenciálního rozdìlení s parametrem �ij.Zcela analogickým postupem dostaneme pro modi�kovanou situaci zná-zornìnou na obrázku 2.1b diferenciální rovnicip0i(t) = �(�ij + �ik)pi(t) = ��ipi(t)Bez dal¹ího odvozování je mo¾né uèinit dùle¾itý závìr, ¾e náhodná dobasetrvání ve stavu i má exponenciální pravdìpodobnostní rozdìlení s para-metrem �i, kde �i je souèet intenzit v¹ech odchodù ze stavu i. Støední dobasetrvání ve stavu (tj. støední hodnota exponenciálního rozdìlení) i je pakTi = 1=�i.Na tomto místì zdùrazníme, ¾e základním pøedpokladem vyu¾itel-nosti markovského náhodného procesu jako modelu reálného sys-tému je (kromì nezávislosti chování systému na jiném stavu ne¾posledním) exponenciální pravdìpodobnostní rozdìlení doby setr-vání v ka¾dém stavu systému (resp. exponenciální rozdìlení èaso-vých intervalù mezi èasovým bodem pøíchodu do stavu a vznikemudálostí iniciujících jednotlivé pøechody). Jinak øeèeno: nachází-lise model v èase t ve stavu i, je podmínìná pravdìpodobnost re-alizace pøechodu do jiného stavu j (tj. vzniku pøíslu¹né události)v navazujícím malém èasovém intervalu dt stále stejná (tj. nezá-vislá na èase t) a daná vztahem �ijdt.Hrana vedoucí do stavu i napøíklad ze stavu h by zøejmì byla v diferen-ciální rovnici reprezentována prvkem �hi ph(t) s kladným znaménkem. Proka¾dý stav uva¾ovaného náhodného procesu (uzel grafu pøechodù) mù¾emetedy formulovat lineární diferenciální rovnici prvního øádu s konstantnímikoe�cienty.Matematickým popisem èasového vývoje pravdìpodobností stavùdiskrétního markovského náhodného procesu je pak soustava lineárních dife-renciálních rovnic v normálním tvaru, s konstantními koe�cienty, doplnìnávektorem poèáteèních pravdìpodobností stavù. Tato soustava se v teorii ná-



2.1. Markovské náhodné procesy 17hodných procesù oznaèuje jako druhý systém Kolmogorovových rovnic a lzeji maticovì zapsat ve tvarup0(t) = p(t)� (2.3)V uvedené maticové rovnici je p(t) øádkový vektor pravdìpodobnostístavù a p0(t) øádkový vektor derivací pravdìpodobností stavù.p(t) = [p1(t) p2(t) ::: pn(t)] (2.4)p0(t) = [p01(t) p02(t) ::: p0n(t)] (2.5)Ètvercová matice koe�cientù soustavy (2.3) se nazývá matice intenzitpravdìpodobností pøechodù nebo zkrácenì matice intenzit pøechodù. Obec-ný prvek �ij matice � pøedstavuje pro i 6= j intenzitu pøechodu ze stavu ido stavu j. Øádkový souèet prvkù matice je nula a hodnota prvku v dia-gonále (pro i = j) je zápornou hodnotou souètu ostatních prvkù v øádku,tedy ��i. Øe¹ení soustavy (2.3) vy¾aduje znalost vektoru poèáteèních prav-dìpodobností stavù p(0).Pro dal¹í výklad je významný pojem absorpèní stav. Pokud v grafu pøe-chodù nevede ze stavu i ¾ádná hrana do jiného stavu, je stav i absorpèní.Pokud se proces do tohoto stavu dostane, nemù¾e ji¾ nabýt jinou hodnotu(konèí v tomto stavu).2.1.1 Markovské procesy s absorpèními stavyMarkovské náhodné procesy s absorpèními stavy se vyu¾ívají zejména k mo-delování pøechodných dìjù. þ®ivotÿ modelu je èasovì omezený a konèí do-sa¾ením absorpèního stavu. Typickou aplikací jsou spolehlivostní modelyneobnovovaných systémù, tj. systémù, jejich¾ ¾ivot konèí neopravitelnouporuchou. Absorpèní stavy modelu pøedstavují stavy, ve kterých je sys-tém porouchaný jako celek. Pou¾ití markovských modelù ve spolehlivost-ních aplikacích je omezeno pøedpokladem, ¾e intenzity poruch a oprav jsoukonstantní pro v¹echny prvky systému. Náhodné doby do poruchy prvkùa náhodné doby oprav prvkù mají v tomto pøípadì exponenciální pravdì-podobnostní rozdìlení.Postup konstrukce a vyu¾ití markovského modelu s absorpèními stavypøedvedeme na jednoduchém pøíkladu. Vzhledem k tomu, ¾e existující pro-gramové systémy øe¹í numerickou stránku vyu¾ití modelu i pro relativnì



18 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùvelký poèet stavù (øádu tisíce, viz pøehled v [Hlav92]), zamìøíme se zejménana konstrukci modelu chápanou jako pøechod od reálného problému ke grafupøechodù (nebo matici intenzit pøechodù �) odpovídajícího markovskéhoprocesu.Pøíklad2.1Uva¾ujme èíslicový systém slo¾ený ze tøí shodných modulù s charakte-rem procesorù. Po uvedení do provozu pracují v¹echny tøi procesory tak, ¾esynchronnì vyhodnocují stejnou vstupní posloupnost. Výstupy procesorùjsou slouèeny na výsledný výstup v majoritním modulu zpùsobem, kterýumo¾òuje tolerovat chybu na výstupu jednoho procesoru. Po trvalé poru¹enìkterého procesoru je jeden ze zbývajících dvou neporouchaných odpojenza úèelem sní¾ení celkové intenzity poruch. Zbývající procesor pokraèujev èinnosti. Jeho porucha pak pøedstavuje poruchu celku. Intenzita poruchjednotlivých procesorù je konstantní a má hodnotu �. Intenzita poruch sezpravidla udává v jednotkách hod�1 (napø. � = 10�7 hod�1) a èíselnì pøed-stavuje pravdìpodobnost, ¾e se dosud neporouchaný modul porouchá v nej-bli¾¹í hodinì. Intenzitu poruch majoritního modulu neuva¾ujeme (resp. jipokládáme za zanedbatelnou).Cílem analýzy modelu budi¾ urèení pravdìpodobnosti, ¾e v obecném èaset bude modelovaný systém funkèní. Tato velièina se v teorii spolehlivostioznaèuje jako pravdìpodobnost bezporuchového provozu. Pøedpokládáme, ¾ena poèátku pozorování (tj. pro t = 0) urèitì není porouchaný ¾ádný mo-dul systému. Graf pøechodù pou¾itého modelu je na obrázku 2.1. Ve stavu���� ����1 2 3- -3� �
Obrázek 2.2: Graf pøechodù pro pøíklad 2.11 fungují v¹echny tøi procesory. Do stavu 2 se dostaneme první poruchouprocesoru a stav 3 pøedstavuje poruchu celku (absorpèní stav). Intenzitapøechodu �12 = 3�, proto¾e se mù¾e porouchat kterýkoliv ze tøí procesorù(tøi mo¾né pøechody sdru¾íme do jednoho s trojnásobnou intenzitou). In-tenzita pøechodu �23 = �, proto¾e jeden ze zbývajících neporouchaných



2.1. Markovské náhodné procesy 19procesorù je po první poru¹e odpojen. Zapí¹eme soustavu diferenciálníchrovnic pro neznámé pravdìpodobnosti stavù (viz odvozování rovnic v èásti2.1). p01(t) = �3�p1(t)p02(t) = 3�p1(t) ��p2(t)p03(t) = �p2(t)Matice intenzit pøechodù je pro tento pøípad�= 26664 �3� 3� 00 �� �0 0 0 37775Poèáteèní podmínky jsou p1(0) = 1, p2(0) = 0 a p3(0) = 0, tedy v¹echny tøimoduly v èase t = 0 fungují. Analytické øe¹ení soustavy rovnic je jednoduchéa s výhodou lze vyu¾ít napøíklad Laplaceovy transformace. První rovnice jesamostatnì øe¹itelná s výsledkemp1(t) = e�3�tPo dosazení p1(t) do druhé rovnice mù¾eme opìt samostatnì øe¹it druhourovnici s výsledkemp2(t) = 32(e��t � e�3�t)Hledaná pravdìpodobnost bezporuchového provozu R(t) jeR(t) = p1(t) + p2(t) = 32e��t � 12e�3�t2.1.2 Markovské procesybez absorpèních stavùPokud nemá markovský proces absorpèní stavy a graf pøechodù je silnìsouvislý (tj. existuje cesta z libovolného stavu do ka¾dého dal¹ího), je ne-rozlo¾itelný (pøesnou matematickou de�nici tohoto pojmu lze nalézt napø.v [Havr86]). Pro nerozlo¾itelné markovské procesy je mo¾né urèit tzv. li-mitní hodnoty pravdìpodobností stavù p1(1), p2(1), ::: pn(1) jednodu¹-¹ím zpùsobem ne¾ na základì øe¹ení soustavy diferenciálních rovnic (2.3).



20 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùDále budeme kvùli pøehlednosti oznaèovat limitní pravdìpodobnosti stavùjako p1; p2; ::: pn. Mù¾eme je urèit na základì následující úvahy: pokud exis-tují limitní hodnoty pravdìpodobností stavù, musí být odpovídající limitníhodnoty derivací nulové (funkèní hodnota se ji¾ nemìní). Pro dostateènìvelkou hodnotu èasu (t ! 1) soustava (2.3) pøejde na soustavu lineár-ních algebraických rovnic pro neznámé limitní pravdìpodobnosti p1 a¾ pn.V maticovém vyjádøení tedy dostaneme rovnici0= p �; (2.6)kde p = p(1) = [p1 p2 ::: pn] je hledaný vektor limitních pravdìpodobnostístavù a 0 je nulový vektor. V soustavì (2.6) je ka¾dá rovnice lineárnì závislána v¹ech ostatních. Úspì¹né vyøe¹ení vy¾aduje náhradu libovolné rovnicesoustavy tzv. normalizaèní podmínkou Pni=1 pi = 1. Øe¹ení opìt vyjádøímematicovou rovnicíp = v ��1m (2.7)kde �m je matice, která vznikne z �vyplnìním libovolnì vybraného i-téhosloupce samými jednièkami (doplnìní normalizaèní podmínky). Vektor vmá v¹echny prvky nulové s vyjímkou i-tého prvku, který je jednièkový.Nejlep¹í pøedstavu o markovském náhodném procesu bez absorpèníchstavù dává jeho graf pøechodù. Pøedstavíme si þznaèkuÿ, která oznaèujeokam¾itý stav systému a která se tedy þpohybujeÿ po grafu. V ka¾dém stavu,do kterého se dostane, setrvá náhodnou dobu s exponenciálním rozdìleníms parametrem �i. Parametr má význam výsledné (tj. souètové) intenzityodchodù z odpovídajícího stavu. Støední doba Ti setrvání znaèky v i-témuzlu je dána pøevrácenou hodnotou 1=�i, jak ji¾ bylo uvedeno. Z i-téhouzlu znaèka pøechází náhodnì nìkterou výstupní hranou do dal¹ího uzlu.Pravdìpodobnosti vìtvení jsou dány pomìrem intenzit pøechodù výstupníchhran. Proto¾e z ka¾dého uzlu grafu pøechodù vedou cesty do v¹ech ostatníchuzlù, projde za dostateènì dlouhý èasový interval znaèka ka¾dým uzlem(a setrvá v nìm nìjakou dobu). Limitní pravdìpodobnosti v¹ech stavù tedybudou mít nenulovou hodnotu.Vzhledem k cyklickému charakteru náhodného procesu mù¾eme zavéstdal¹í dùle¾ité velièiny. Nepodmínìná støední frekvence fij pøechodù po obecnéhranì grafu je prùmìrný poèet pøechodù po hranì ze stavu i do j za jed-notku èasu. Je dána vztahemfij = pi�ij; (2.8)



2.1. Markovské náhodné procesy 21kde �ij je intenzita pøechodù (podmínìná stø. frekvence pøechodù) po uva-¾ované hranì grafu a pi je limitní pravdìpodobnost výchozího stavu hrany.Støední frekvenci fi prùchodù stavem i získáme souètem frekvencí pøechodùpo výstupních hranách stavu i jakofi = pi�i = piTi ; (2.9)kde �i je souèet intenzit pøechodù na výstupních hranách stavu i a Ti jestøední doba setrvání ve stavu i.Støední doba Tci cyklu prùchodù stavem i, tedy støední doba od jednohopøíchodu do dal¹ího pøíchodu, je dána pøevrácenou hodnotou frekvence fiTci = 1fi (2.10)Na frekvenèním principu je rovnì¾ mo¾né provést pøímou formulaci rov-nic pro výpoèet limitních pravdìpodobností stavù. Pro ka¾dý uzel i sezøejmì musí rovnat støední frekvence pøíchodù a odchodù ze stavu. V tétosouvislosti se pou¾ívá název frekvenèní rovnováha. Zápisem uvedené pod-mínky pro v¹echny stavy a doplnìním normalizaèní podmínky dostanemesoustavu typu (2.7), kterou jsme døíve odvodili limitním pøechodem z dife-renciálních Kolmogorovových rovnic. Frekvenèní rovnováha platí i pro libo-volný øez v grafu.Markovské procesy bez absorpèních stavù lze vyu¾ít napøíklad v ob-lasti spolehlivostních modelù obnovovaných systémù (ka¾dou poruchu lzenìjak opravit, pøechody jsou zpùsobeny událostmi typù porucha a oprava),modelù systémù hromadné obsluhy (viz dále napø. M/M/1, M/M/n) nebomodelù spolupracujících paralelních procesù. Základní podmínkou vyu¾itímarkovských náhodných procesù bez absorpèních stavù je opìt pro ka¾dýstav exponenciální pravdìpodobnostní rozdìlení èasových intervalù mezi èa-sovým bodem pøíchodu do stavu a vznikem událostí iniciujících jednotlivépøechody ze stavu.Pøíklad2.2Uva¾ujme dva výpoèetní procesy spolupracující technikou asynchronníkomunikace (tj. zasíláním zpráv pøes vyrovnávací pamì»). Proces producent



22 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùcyklicky provádí (lokální) výpoèet s náhodnou dobou trvání. Tato doba máexponenciální rozdìlení s parametrem � (tj. støední doba výpoètu je 1=�).Výsledek výpoètu se odesílá zprávou spolupracujícímu procesu spotøebitel.Uva¾ujme nulovou (zanedbatelnou) dobu operace odeslání zprávy. Processpotøebitel zprávu vybere z vyrovnávací pamìti (uva¾ujme nulovou dobuoperace ètení zprávy), zprávu zpracuje (opìt uva¾ujeme lokální výpoèets náhodnou exponenciálnì rozlo¾enou dobou trvání, parametr �) a popsa-nou èinnost stále opakuje. Pøedpokládejme napøíklad vyrovnávací pamì»s délkou l = 1 (tj. pro jednu zprávu). Vzhledem k tomu, ¾e obèas dojdek (nechtìnému) zdr¾ení procesù (producent èeká nad plnou pamìtí nebospotøebitel nad prázdnou) dojde k degradaci teoreticky dosa¾itelné rych-losti výpoètu. Tuto rychlost mù¾eme mìøit poètem odeslaných èi pøijatýchzpráv za jednotku èasu, pøièem¾ zmínìná teoretická rychlost (v tomto pøí-padì frekvence) je zøejmì �. Graf pøechodù markovského modelu popsanéhoabstraktního systému je na obrázku 2.3.
����������������- - -��� � � �� � �1 2 3 4poèet zprávve vyr.pamìti: 0 0 1 1

procesy:producentspotøebitel poèítá poèítá poèítá èekáèeká poèítá poèítá poèítá
zápis zprávyètení zprávy

Obrázek 2.3: Graf pøechodù modelu producent{spotøebitelOdpovídající soustavu rovnic pro limitní pravdìpodobnosti stavù for-mulujme s vyu¾itím principu frekvenèní rovnováhy (frekvence pøíchodù dostavu je stejná jako frekvence odchodù):1 : p2� = p1�2 : p1� + p3� = p2� + p2� = 2p2�3 : p2� + p4� = p3� + p3� = 2p2�4 : p3� = p4�Je mo¾né se pøesvìdèit, ¾e ka¾dou z rovnic lze získat lineární kombinací tøíostatních. Je tedy tøeba libovolnou z nich nahradit normalizaèní podmínkou.



2.1. Markovské náhodné procesy 23Uvá¾íme-li dále, ¾e s ohledem na symetrii grafu musí platit p1 = p4 a p2 = p3,redukujeme soustavu do tvaru:1 : p2 � p1 = 0norm : 2p1 + 2p2 = 1Výsledné limitní pravdìpodobnosti stavù zøejmì budou p1 = p2 = p3 =p4 = 0; 25. Výslednou frekvenci výpoètu urèíme napøíklad jako frekvencizapisování zpráv do vyrovnávací pamìti, tedy jako souèet frekvencí v¹echpøechodù modelujících zapsání zprávy:f = (p1 + p2 + p3)� = 0; 75�Vlivem omezené délky vyrovnávací pamìti klesne rychlost modelovanéhovýpoètu (mìøená frekvencí zapisování zpráv) na tøi ètvrtiny teoreticky do-sa¾itelné rychlosti �.Ètenáøe nepochybnì napadne, nakolik nepøíli¹ realistický pøedpo-klad exponenciálního rozlo¾ení doby vytvoøení/zpracování zprávyovlivnil výsledek.Pokud by tato doba nebyla náhodná, dojde po poèáteèním pøe-chodném dìji k synchronizaci bìhu procesù tak, ¾e výpoèet pobì¾íteoreticky dosa¾itelnou frekvencí �.Pokud bude mít náhodná doba vytvoøení/zpracování zprávy napøí-klad rovnomìrné nebo normální rozdìlení (tj. þménì náhodnéÿne¾ exponenciální), dojde opìt k èásteèné synchronizaci choduobou uva¾ovaných procesù a pro frekvenci výpoètu bude platit0; 75� < f < �. Markovský model tedy v tomto pøípadì (a po-dobnì v mnoha jiných) poslou¾í k odhadu nejhor¹í mo¾nosti (angl.worst case analysis).Pøíklad2.3V tomto pøíkladu pøedvedeme ukázku markovského spolehlivostního mo-delu duplexního (tj. zdvojeného) výpoèetního systému, který obsluhuje dù-le¾itou databázi.První procesor je aktivní a realizuje v¹echny probíhající transakce. Druhýprocesor je vyu¾it jako tzv. horká záloha. Pøi poru¹e aktivního procesoru jena zálo¾ním procesoru aktivován zálo¾ní výpoèetní proces, který s vyu¾itím



24 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùinformace ulo¾ené na vnìj¹í pamìti (angl. check-point) dokonèí rozpraco-vanou transakci. Pro ulo¾ení databáze je pou¾ita zdvojená disková vnìj¹ípamì». První disk je aktivní a druhý slou¾í opìt jako horká záloha. Ètení seprovádí z aktivního disku, zapisovaná informace je ukládána na oba disky.Pøi poru¹e aktivní diskové jednotky je mo¾né dokonèit rozpracovanou trans-akci s vyu¾itím informace ulo¾ené na zálo¾ním disku.Pøedpokládáme nedokonalé pokrytí poruch procesoru i diskové jednotky.Nepokrytá porucha aktivního prvku (neúspì¹ná rekon�gurace) vede do stavu,ve kterém je poru¹ena konzistence databáze. Pokrytá porucha vede buï dostavu, ve kterém systém pokraèuje v normální èinnosti, nebo do stavu, vekterém systém nepracuje, ale databáze není poru¹ena. Pravdìpodobnostpokrytí poruchy bývá oznaèována jako koe�cient pokrytí poruchy.
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6?Obrázek 2.4: Graf pøechodù modelu duplexního databázového systémuUva¾ujeme následující parametry úlohy :c1; d1 koe�cient pokrytí poruchy aktivního prvku (procesoru, disku)c2; d2 koe�cient pokrytí druhé poruchy (první dosud neopravena)�c intenzita poruch procesoru�d intenzita poruch disku�c intenzita opravy procesoru (za provozu zbytku systému)�d intenzita opravy disku (za provozu zbytku systému)�1 intenzita opravy po pøeru¹ení èinnosti systému



2.1. Markovské náhodné procesy 25(oprava hardware a restart celého systému)�2 intenzita opravy po poru¹ení databáze(oprava hardware, restart systému, oprava databáze ze zálo¾níkopie a souboru zmìn)Graf pøechodù odpovídajícího markovského spolehlivostního modelu jeuveden na obrázku 2.4. Stavy modelu mají dále uvedený význam.1 systém v provozu, v¹echny prvky pracují normálnì2 systém v provozu, jeden procesor porouchaný3 systém v provozu, jeden disk porouchaný4 systém v provozu, jeden procesor a jeden disk porouchaný5 porucha systému s poru¹ením databáze6 pøeru¹ení èinnosti systému, databáze neporu¹enaVýpoèet limitních pravdìpodobností stavù by se provedl pro dané hod-noty parametrù døíve uvedeným postupem.V této souvislosti je vhodné pøipomenout, ¾e získání vìrohodnýchparametrù modelu je èasto pracnìj¹í ne¾ vlastní konstrukce a nu-merické øe¹ení modelu.Jako cílový ukazatel (výsledek) se u spolehlivostních modelù obnovova-ných systémù nejèastìji urèuje tzv. stacionární koe�cient pohotovosti sys-tému kp (angl. availability), který udává limitní (tj. dlouhodobì mìøenou)pravdìpodobnost pou¾itelnosti (dostupnosti) systému. V tomto pøípadì zøejmìbude: kp = p1 + p2 + p3 + p4



26 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémù2.2 Petriho sítìPetriho sítì (dále P-sítì) pøedstavují známý a dosti èasto vyu¾ívaný formálnímodel diskrétních systémù slo¾ených z více aktivních prvkù. Úèelem dáleprovedeného popisu není kompletní a matematicky pøesný popis aparátu P-sítí, ale spí¹e jejich konceptuální prezentace s ohledem na mo¾nosti pou¾itík modelování reálných systémù. Pro zájemce o preciznìj¹í popis problema-tiky lze doporuèit dobøe dostupnou literaturu [Èe¹94], která na pøilo¾enédisketì obsahuje program pro analýzu P-sítí PESIM (pro OS Windows).Základní vlastnosti a aplikace stochastických petriho sítí jsou pøehlednì po-psány napøíklad v [PN90].2.2.1 C/Epetriho sítìJedná se o základní typ P-sítí vyu¾itelný jako model diskrétního systémus nede�novanou dynamikou, tj. s nestanovenými èasovými parametry pøe-chodù mezi stavy modelu. P-sí» tohoto typu je graf se dvìma typy uzlù ozna-èovanými jako místa (angl. places, popøípadì podmínky - angl. conditions)a pøechody (angl. transitions, popøípadì události - angl. events. Oznaèenítohoto typu sítí C/E tedy znamená Conditions/Events. Místa a pøechodyjsou spojeny hranami, které vedou z míst do pøechodù a z pøechodù do míst- tedy nikoliv napøíklad z míst do míst.
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pøechody
místa
místaObrázek 2.5: Místa a pøechodyNeformální charakteristiku sítì provedeme následujícím výètem:� Stav místa je dán jeho ohodnocením. Ohodnocení je nezáporné celéèíslo, napøíklad pro místo P1 bude ohodnocení m1.� Stav celé sítì je dán ohodnocením v¹ech míst (celoèíselný vektor). Poèetstavù sítì není (na rozdíl od koneèného automatu) principiálnì omezen,



2.2. Petriho sítì 27v aplikacích ale zpravidla pou¾ijeme sí» s koneèným poètem mo¾nýchohodnocení.� Pro analýzu sítì potøebujeme znát poèáteèní ohodnocení sítì, tj. poèá-teèní ohodnocení v¹ech míst.� Ke zmìnì ohodnocení (stavu) sítì dojde realizací nìkterého pøechodu.K pøechodu mù¾e dojít tehdy, je-li ohodnocení v¹ech vstupních místpøechodu nenulové.� Sí» je nedeterministická v tom smyslu, ¾e pro nìkolik pøipravených pøe-chodù není stanoveno, který se uskuteèní. Realizace pøechodu zmìníohodnocení sítì tak, ¾e ohodnocení v¹ech vstupních míst pøechodu sedekrementuje (tj. pùvodní minus jedna), naopak ohodnocení v¹ech vý-stupních míst pøechodu se inkrementuje.Jako pøíklad uvedeme C/E-sí», která modeluje dva paralelní výpoèetníprocesy vyu¾ívající k interakci kritickou sekci (tj. sdílí napøíklad spoleènádata). Oba procesy stále cyklicky støídají lokální výpoèet, vstup do kritickésekce, výpoèet v kritické sekci (jen jeden proces), výstup z kritické sekce.
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pøechod { vstup do krit.sekcepøechod { uvolnìní krit.sekcemísto { ohodnocení m1 znamenámísto { ohodnocení m2 znamenámísto { ohodnocení m3 znamená
T1 pè. procesù v lok. èinnostipè. volných míst v krit. sekcipè. procesù v krit. sekciP3

Obrázek 2.6: Model paralelních procesù s kritickou sekcíV obrázku je naznaèeno poèáteèní ohodnocení sítì (tj. 210). Je tøebazdùraznit, ¾e jedna petriho sí» mù¾e slou¾it jako model pro vìt¹í mno¾stvípøípadù - zde napøíklad pro tøi procesy z nich¾ nejvý¹e dva mohou vstoupitdo kritické sekce by se pouze zmìnilo poèáteèní ohodnocení sítì na 320.



28 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùZvolený pøíklad dokumentuje v aplikacích nejèastìji vyu¾ívaný typ C/Esítì, která má následující vlastnosti:� Je koneèná (omezená), tj. má koneèný poèet mo¾ných ohodnocení (zdeohodnocení 210 a 101).� Je ¾ivá, tj. ka¾dé ohodnocení sítì je (po koneèném poètu pøechodù)dosa¾itelné z ka¾dého jiného. ®ivá sí» nemá ¾ádný mrtvý stav, tj. takovéohodnocení sítì, pro které není realizovatelný ¾ádný pøechod.Uvedený typ sítì se vyu¾ívá zejména k modelování soubì¾ných vzájemnìvázaných cyklických èinností (napøíklad paralelní procesy, komunikaèní pro-tokoly, vázané automaty ap.), u kterých hrozí zablokování (té¾ uvíznutí, angl.deadlock). Analýza tohoto typu sítì pak spoèívá zejména v urèení mno¾inydosa¾itelných ohodnocení sítì a ovìøení, ¾e sí» je ¾ivá.Existuje øada zobecnìní tohoto základního typu sítí, napøíklad místas omezenou kapacitou, hrany se zadanou prùchodností, inhibièní hrany (ne-nulové ohodnocení vstupního místa hrany blokuje pøechod) ap. Tato vylep-¹ení jsou vesmìs zavádìna s cílem vylep¹it modelovací schopnost sítì, tj.umo¾nit lep¹í a jednodu¹¹í vyjádøení reálného problému pomocí P-sítì.2.2.2 Stochastické petriho sítìJak ji¾ bylo øeèeno, C/E sítì neumo¾òují modelovat dynamiku systému, tj.uva¾ovat nìjakou dobu trvání modelovaných dìjù. Nejjednodu¹¹ím zpùso-bem, jak do P-sítí zavést modelový èas (tj. uva¾ovat èasový vývoj ohod-nocení sítì), je stanovit dobu trvání jednotlivých pøechodù (tj. dobu odumo¾nìní pøechodu nenulovým nastavením vstupních míst do realizace pøe-chodu). Tento èasový parametr pøechodu mù¾e být buï deterministická veli-èina nebo náhodná velièina s daným pravdìpodobnostním rozdìlením. Hod-nota èasového parametru pøechodu (nebo parametrù pravdìpodobnostníhorozdìlení doby pøechodu) mù¾e nebo nemusí záviset na aktuálním ohodno-cení sítì.Dále popí¹eme základní vyu¾ívaný typ stochastických P-sítí oznaèovanýjako GSPN (angl. Generalized Stochastic Petri Nets) [PN90]. Tento typsítí mù¾e slou¾it jako formální model cyklických (stále se opakujících) sou-bì¾ných èinností, jejich¾ jednotlivé fáze mají náhodnou dobu trvání (opìtnapøíklad spolupracující paralelní procesy, komunikaèní protokoly, obnovo-vané systémy se zý¹enou spolehlivostí).



2.2. Petriho sítì 29GSPN mají zachovány v¹echny vý¹e uvedené vlastnosti C/E sítí. Majíale zavedeny dva typy pøechodù:� Okam¾ité (angl. immediate) pøechody mají v modelovém èase dobupøechodu rovnou nule (tj. deterministickou).� Èasované pøechody mají náhodnou dobu pøechodu s exponenciálnímpravdìpodobnostním rozdìlením, pøièem¾ parametr rozdìlení mù¾e býtstanoven jako lineární funkce ohodnocení vstupních míst pøechodu,nebo mù¾e být konstantní. Náhodná doba trvání pøechodu (tj. dobaod vzniku ohodnocení umo¾òujícího pøechod do realizace pøechodu) seobraznì oznaèuje jako doba hoøení pøechodu - angl. �ring time.V dùsledku dvou kvalitativnì odli¹ných mo¾ností pøechodù dostanemei dvojí kvalitativnì rozdílná ohodnocení sítì:� Nestabilní ohodnocení umo¾òuje vznik pouze okam¾itých pøechodù.Toto ohodnocení trvá nulovou dobu v modelovém èase (tj. v tém¾emodelovém èase se pøechází do jiného ohodnocení). Pokud je ohodno-cením umo¾nìno nìkolik okam¾itých pøechodù, není stanoveno, kterýnastane (nedeterminismus stejný jako u C/E sítí).� Stabilní ohodnocení aktivuje (v pøenesené terminologii zapaluje) pouzeèasované pøechody. Sí» tedy v tomto ohodnocení (stavu) setrvá náhod-nou dobu rùznou od nuly. Pokud ohodnocení zapaluje nìkolik èaso-vaných pøechodù, v konkrétním pøípadì (pokusu) dojde k pøechodu,který mìl nejmen¹í dobu hoøení.Omezíme-li se pouze na koneèné a ¾ivé sítì, je mo¾né (automaticky, tj.programem) pøevést GSPN na odpovídající (matematicky izomorfní) mar-kovský náhodný proces bez absorpèních stavù. Izomor�smus mezi GSPNa markovským náhodným procesem mù¾eme neformálnì charakterizovatzhruba takto:� Ka¾dému stabilnímu ohodnocení sítì odpovídá stav markovského pro-cesu.� Ka¾dému pøechodu zapálenému ve stabilním ohodnocení sítì odpovídáv grafu markovského procesu hrana vedoucí ze stavu odpovídajícíhotomuto (výchozímu) ohodnocení do stavu odpovídajícího cílovému sta-bilnímu ohodnocení sítì (tj. opìt pøechod v markovském procesu).



30 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémù� Váha hrany v grafu markovského procesu (tj. intenzita �ij) se v obec-ném pøípadì stanoví výpoètem z ohodnocení odpovídajícího výchozímustavu hrany (lineární kombinace ohodnocení vstupních míst pøechodù).Jedná se o parametr pøíslu¹ného exponenciálního rozdìlení doby trvánípøechodu.� Limitní pravdìpodobnosti stavù markovského procesu jsou shodné jakolimitní pravdìpodobnosti odpovídajících ohodnocení v GSPN.� Støední frekvence výskytu odpovídajících si událostí (napø. prùchodstavem) jsou pøenositelné z markovského procesu do GSPN.Hrubá �loso�e vyu¾ití GSPN jako modelovacího prostøedku je pak ná-sledující:� Jako zdrojový formální model pou¾ijeme GSPN, proto¾e má vìt¹í mo-delovací schopnost (té¾ expresivnost) ne¾ markovský proces. StrukturaGSPN je toti¾ semanticky bli¾¹í modelovaným problémùm. Dále po-mocí GSPN mù¾eme jednodu¹e reprezentovat systémy s velkým po-ètem stavù a pomocí jedné GSPN mù¾eme reprezentovat velké mno¾-ství markovských modelù (odli¹ených poèáteèním ohodnocením sítì).� Pro zadané poèáteèní ohodnocení GSPN doká¾eme automaticky (viznapø. program PESIM 1 ) pøevést sí» na markovský proces.� Markovský proces øe¹íme obvyklým postupem - základní operací je øe-¹ení (velké) soustavy lineárních algebraických rovnic pro limitní prav-dìpodobnosti stavù.� Získané numerické hodnoty limitních pravdìpodobností stavù interpre-tujeme jako hodnoty limitních pravdìpodobností stabilních ohodnoceníGSPN. Pro tento úèel je tøeba v procesu pøevodu GSPN na izomorfnímarkovský model nìjakým zpùsobem registrovat konverzní funkci mezikódem stavu markovského procesu a kódem odpovídajícího ohodnocenív GSPN.Dále uvedeme jednoduché pøíklady GSPN. V obrázcích jsou okam¾itépøechody znázornìny jednoduchou èarou (jako pøechody u C/E sítí), èaso-vané pøechody jsou znázornìny úzkým obdélníèkem.1PESIM umo¾òuje zadat jen konstantní parametr èasovaného pøechodu
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Obrázek 2.7: Model paralelních procesù s kritickou sekcíPøíklad2.4Uva¾ujeme dva paralelní procesy spolupracující programovací technikousdílení dat. Sdílená data jsou pøed kon
iktním pøístupem chránìna me-chanismem kritické sekce (jeden semafor nebo pamì»ový zámek). Procesycyklicky opakují lokální výpoèet a výpoèet v kritické sekci. Doby pøíslu¹-ných výpoètù mají exponenciální pravdìpodobnostní rozdìlení, parametrypøíslu¹ných rozdìlení oznaèíme �1; �1 pro první proces a �2; �2 pro druhýproces.Pou¾itá GSPN s poèáteèním ohodnocením 1100001 je na obrázku 2.7.Obrázek dobøe dokumentuje semantickou blízkost modelovaného problémua GSPN. V GSPN jsou zachyceny (jednièkovým ohodnocením pøíslu¹néhomísta) v¹echny mo¾né stavy procesù - napøíklad pro první proces ohod-nocení místa P1 odpovídá lokální èinnosti procesu, ohodnocení místa P3odpovídá stavu èekání na vstup do kritické sekce a ohodnocení místa P5èinnosti procesu v kritické sekci. Podobnì pøechody odpovídají událostemovlivòujícím stavy procesù, napøíklad T6 znamená uvolnìní kritické sekcedruhým procesem. Kritická sekce je explicitnì modelována místem P7, ohod-



32 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùnocení místa odpovídá poètu procesù, které mohou vstoupit do kritickésekce. V uvedené GSPN jsou zøejmì zahrnuty i (shodné) vývojové diagramyèinnosti obou procesù.V rámci cvièení se pokuste zkonstruovat izomorfní markovský modela z limitních pravdìpodobností stavù formulovat vztah pro zmen¹ení rych-losti výpoètu (vlivem kon
iktù na kritické sekci). Vyu¾ijte analogii s pøí-kladem 2.2. Dále je mo¾né vyu¾ít uvedený pøíklad k meditaci nad mo¾nostímodelování paralelních procesù se slo¾itìj¹í strukturu interakcí (více fázíèinnosti procesu, synchronizace, semafory, bariéry, randez-vous ap.)Pøíklad2.5Uva¾ujme obecnìj¹í model komunikace paralelních procesù typu produ-cent { spotøebitel ne¾ model z pøíkladu 2.2. Zobecnìní bude spoèívat v tom,¾e procesù{producentù bude r, procesù{spotøebitelù bude s a budou komu-nikovat pøes spoleènou vyrovnávací pamì» (schránku) pro k zpráv. Vytvo-øení zprávy trvá náhodnou dobu s exponenciálním rozdìlením s parametrem(intenzitou) �, podobnì zpracování zprávy má parametr �.Pou¾itá GSPN pøechodù je na obr. 2.8. Poèáteèní nastavení sítì je rs00k0.Pro èasované pøechody jsou uvedeny funkce pro výpoèet intenzity pøechoduv závislosti na ohodnocení vstupních míst pøechodu. Význam ohodnoceníjednotlivých míst je následující:P1 : : : Poèet procesù typu producent pøipravujících zprávu,P2 : : : poèet procesù typu spotøebitel zpracovávajících zprávu,P3 : : : poèet procesù typu producent èekajících na uvolnìní místa ve vyrov-návací pamìti,P4 : : : poèet procesù typu spotøebitel èekajících na vlo¾ení zprávy do vyrov-návací pamìti,P5 : : : poèet volných míst ve vyrovnávací pamìti,P6 : : : poèet zpráv ve vyrovnávací pamìti.Pøechody mají tento význam:T1 : : : ®ádost procesu o zápis zprávy do vyrovnávací pamìti,
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Obrázek 2.8: Model komunikace producenti{spotøebiteléT2 : : : ¾ádost procesu o ètení zprávy z vyrovnávací pamìti,T3 : : : zápis zprávy do vyrovnávací pamìti,T4 : : : ètení zprávy z vyrovnávací pamìti.Je¹tì naznaèíme vyu¾ití sítì k získání konkrétních výsledkù. Pøedpoklá-dejme, ¾e nás zajímá støední frekvence zapisování zpráv do vyrovnávacípamìti (mìøítko rychlosti výpoètu, nejvìt¹í mo¾ná støední frekvence zapi-sování je �r). Zápis zprávy je modelován pøechodem sítì z ka¾dého ohod-nocení m1x0xm5x, kde m1 a m5 jsou nenulová ohodnocení míst P1 a P5a na ohodnocení dal¹ích míst nezále¾í (symbol x) 2. Støední podmínìnáfrekvence ka¾dého takového pøechodu je �m1 (tj. je závislá jen na ohod-nocení místa P1). Po pøevodu sítì na izomorfní markovský model je tøebaurèit limitní pravdìpodobnosti v¹ech stavù odpovídajících mno¾inì ohod-nocení m1x0xm5x. Dále se urèí nepodmínìné støední frekvence pøechodù2Uva¾ujeme jen stabilní ohodnocení iniciující pøechod - pøes ohodnocení s nenulovou hodnotou m3 sepøejde s nulovým zpo¾dìním.



34 Kapitola 2. Matematické modely diskrétních stochastických systémùjako pi�m1, kde pi je limitní pravdìpodobnost pøíslu¹ného ohodnocení sítì.Výslednou frekvenci zapisování zpráv získáme jako jako souèet nepodmí-nìných frekvencí pøechodu pro v¹echna ohodnocení z mno¾iny m1x0xm5x.V analogii s tímto pøíkladem sestrojte znovu GSPN z pøíkladu 2.4. propøípad, ¾e oba procesy mají stejné parametry �; �.



Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhy 35
K a p i t o l a 3S y s t é m y h r o m a d n é o b s lu h yJako systémy hromadné obsluhy (dále zkrácenì SHO) jsou oznaèovány víceèi ménì formální modely reálných systémù, jejich¾ funkce spoèívá v rea-lizaci obsluhy (tj. poskytnutí nìjaké slu¾by) pro velké poèty prùbì¾nì pøi-cházejících po¾adavkù (té¾ transakcí). Slu¾by poskytují prvky oznaèovanéjako kanály obsluhy èi servery, pøed kanálem obsluhy ze zpravidla vytváøífronta po¾adavkù èekajících na poskytnutí slu¾by. Významnou vlastnostíSHO je abstrakce od semantiky poskytované slu¾by, modeluje se pouze èa-sová posloupnost pøicházejících po¾adavkù a jejich èasová nároènost na po-skytované slu¾by. Vzhledem k velkým poètùm po¾adavkù je pøimìøený prav-dìpodobnostní popis èasových charakteristik proudù po¾adavkù. Model typuSHO je vytváøen s cílem urèit výkonnostní charakteristiky systému, napøí-klad støední dobu od zadání do obslou¾ení po¾adavku, støední délku nìkteréfronty po¾adavkù ap. V anglosaské literatuøe je místo pojmu SHO pou¾ívántermín queuing network (tj. sí» front, queue jako fronta), disciplina ozna-èovaná jako queuing theory se zabývá matematickou analýzou sítí front aobslu¾ných uzlù.Jako pøíklad reálného systému modelovaného prostøednictvím SHO mù¾eslou¾it napøíklad poèítaèový systém, dopravní sí» (po¾adavek je abstrakcíprojí¾dìjícího vozidla, kanál obsluhy je abstrakcí napø. køi¾ovatky) nebovelký úøad (po¾adavek je abstrakcí procházejícího obèana, kanál obsluhyje abstrakcí úøedníka realizujícího pøíslu¹ný úøední úkon, frontu v tomtokontextu si jistì ka¾dý dovede pøedstavit).Pøi dostateèném zjednodu¹ení vlastností reálného systému lze SHO kon-struovat jako matematický model poskytující po¾adované výsledky v uza-vøeném tvaru (tj. jako vzorec). Detailnìj¹í modelování vlastností vy¾adujezpravidla koncipovat SHO jako simulaèní model. Následující pøehled SHO



36 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhyzahrnuje základní pou¾ívané matematické modely, problematika simulaè-ního modelování je pøedmìtem kapitoly 4.3.1 Elementární SHOKonceptuální model elementárního obslu¾ného systému je naznaèen na ná-sledujícím obrázku 3.1 Jako stav systému �guruje celkový poèet po¾adavkùakumulovaných v systému (tj. ve frontì i v obslu¾ných kanálech).����
�������7SSSw- 1
mvstupní proud výstupní proudfronta kanályobsluhy -

Obrázek 3.1: Elementární SHODále kvalitativnì popí¹eme jednotlivé prvky obslu¾ného systému, uve-deme velièiny vyu¾ívané k jejich matematickému popisu a rovnì¾ uvedemezákladní pou¾ívanou klasi�kaci obslu¾ných systémù.Základním pøedpokladem pro dal¹í popis je stacionární re¾im èinnostisystému, tj. èasová stálost zdrojových statistických charakteristik (pa-rametrù) modelovaného systému (modelujeme ustálený provoz, nikolivpøechodný dìj).3.1.1 Zdroj po¾adavkùZdroj po¾adavkù mù¾e být buï omezený nebo neomezený. U omezenéhozdroje je populace zákazníkù produkujících po¾adavky omezená (koneèná)a vstupní proud po¾adavkù je závislý na stavu obslu¾ného systému (tj. zmen-¹uje se s narùstající délkou fronty). U neomezeného zdroje vstupní proudnezávisí na stavu SHO.3.1.2 Vstupní proudpo¾adavkùPøedpokládáme, ¾e po¾adavky vstupují do SHO náhodnì v èasové posloup-nosti ft0 < t1 < t2 : : :g. Náhodná velièina �k = tk � tk�1 (kde k � 1)



3.1. Elementární SHO 37je nazývána interval pøíchodù (angl. interarrival time). Pøedpokládáme-listatistickou nezávislost a stejné pravdìpodobnostní rozdìlení jednotlivýchhodnot �k, lze je pova¾ovat za realizace jedné náhodné velièiny � .Nejèastìji vyu¾ívaným zpùsobem matematického popisu vstupního prouduje zadání distribuèní funkce pravdìpodobnostního rozdìlení Fa(t) = Pf� �tg nebo odpovídající hustoty pravdìpodobnosti fa(t) (derivace distribuènífunkce) 1. Nejèastìji vyu¾ívaným typem vstupního proudu je tzv. poisso-novský vstupní proud, ve kterém má interval pøíchodù exponenciální prav-dìpodobnostní rozdìlení. Vstupy po¾adavkù pøicházejících v poissonovskémproudu jsou nahodilé v tom smyslu, ¾e pro náhodnì vybírané stejnì velké(ale velmi malé ve srovnání se støední dobou intervalu pøíchodù) èasovéintervaly je stále stejná pravdìpodobnost pøíchodu po¾adavku.Dále uvedeme velièiny a vztahy charakterizující vstupní proud:Fa(t) { distribuèní funkce pravdìpodobnostního rozdìlení èasového inter-valu mezi pøíchody po¾adavkù. Základní charakteristika vstupního proudu.Ef�g = Ta = 1=� { støední hodnota intervalu mezi pøíchody (støední peri-oda pøíchodù). Velièina � zøejmì pøedstavuje støední frekvenci pøíchodùpo¾adavkù.Fa(t) = 1 � e��t { distribuèní funkce èasových intervalù mezi pøíchodyv poissonovském proudu. Støední frekvence pøíchodù � je (jediným)parametrem rozdìlení. poissonovský proud tedy lze plnì charakterizovatzadáním jediné èíselné hodnoty.Ca = �f�g=Ta; kde Ca je tzv. koe�cient variance a �f�g je smìrodatnáodchylka intervalu mezi pøíchody. Koe�cient variance èíselnì charak-terizuje nahodilost (resp. pravidelnost) pøíchodù, pro zcela pravidelné(tj. nenáhodné) pøíchody má hodnotu 0, pro pøíchody v poissonovskémproudu má hodnotu 1, pro vìt¹inu reálných pøípadù hodnotu mezi 0 a1. Pro vstupní proud obsahující shluky po¾adavkù mù¾e být hodnotakoe�cientu variance vìt¹í ne¾ 1.3.1.3 Fronta po¾adavkùJe charakterizována maximálním poètem míst ve frontì (tj.maximální dél-kou) a frontovou disciplinou, tj. pravidlem, podle kterého se vybírá z fronty1Aproximaci hustoty pravdìpodobnosti lze z reálného systému experimentálnì urèit kon-strukcí histogramu - viz dále.



38 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhypo¾adavek k obsluze. Délka mù¾e být omezená (i na nulu - napøíklad u po-¾adavkù na spojení v telefonní ústøednì) nebo neomezená, druhý uvedenýpøípad se pou¾ívá jako abstrakce vedoucí zpravidla k zjednodu¹ení mate-matického øe¹ení SHO. Frontová disciplina mù¾e být buï bez priorit neboprioritní (tj. uva¾ují se priority po¾adavkù). Prioritní discipliny mohou býts pøednostním vylouèením (té¾ preempcí) nebo bez pøednostního vylouèení.Pøednostní vylouèení znamená pøeru¹ení probíhající obsluhy pøi pøíchodupo¾adavku s vy¹¹í prioritou a pou¾ívá se zejména tehdy, je-li mo¾né obsluhusnadno pøeru¹it a opìt obnovit bez ztráty ji¾ vykonané èinnosti (ve víceu¾i-vatelském operaèním systému bude fronta procesù pøipravených k výpoètus pøednostním vylouèením, kde¾to fronta souborù pøipravených k tisku musíbýt bez pøednostního vylouèení). Nejèastìji vyu¾ívanou frontovou discipli-nou je FIFO (First In First Out) nebo FIFO s prioritami. Za zmínku stojídále fronty se sdílením èasu, kde v¹echny po¾adavky se cyklicky støídají vobsluze s pevnou nebo promìnlivou hodnotou tzv. èasového kvanta obsluhy.K popisu fronty se dále zavádí tyto velièiny:w { okam¾itý poèet po¾adavkù ve frontì (náhodná funkce èasu),Efwg = Lw { støední poèet po¾adavkù ve frontì, tj. støední délka fronty,tw { doba èekání ve frontì pro jeden konkrétní po¾adavek (náhodná veli-èina),Eftwg = Tw { støední doba èekání po¾adavkù ve frontì.3.1.4 Kanály obsluhyPoèet kanálù obsluhy oznaèíme jako m, nejèastìj¹ím pøípadem je jednoka-nálová obsluha, tj. m = 1. V SHO je doba ts obsluhy konkrétního po¾a-davku obvykle chápána jako náhodná velièina s daným pravdìpodobnost-ním rozdìlením (stejným pro v¹echny po¾adavky) 2. Základní charakteris-tikou kanálu tedy opìt bude distribuèní funkce uva¾ovaného rozdìlení, tj.Fs(t) = Pfts � tg 3.Dále uvedeme velièiny a vztahy charakterizující jeden kanál obsluhy:2Pro konkrétní proud po¾adavkù v konkrétním reálném systému lze získat aproximacihustoty rozdìlení konstrukcí histogramu.3Tato charakteristika zahrnuje jak vlastní výkonnost kanálu, tak speci�ku nìjakéhoproudu po¾adavkù (napø. jeho rozptyl doby obsluhy). Vymìníme-li procesor poèítaèe za



3.1. Elementární SHO 39Fs(t) { distribuèní funkce pravdìpodobnostního rozdìlení doby obsluhy.Základní charakteristika kanálu obsluhy.Ef�g = Ts = 1=� { støední doba obsluhy. Velièina � zøejmì pøedstavujestøední frekvenci obsluh, tj. støední poèet po¾adavkù obslou¾ených zajednotku èasu za pøedpokladu, ¾e je kanál stále zatí¾ený.Fs(t) = 1 � e��t { distribuèní funkce exponenciálního rozdìlení doby ob-sluhy. Støední frekvence obsluh � je (jediným) parametrem rozdìlení.Cs = �ftsg=Ts; kde Cs je koe�cient variance doby obsluhy a �ftsg je smìro-datná odchylka doby obsluhy. Koe�cient variance èíselnì charakterizujenahodilost (resp. pravidelnost) obsluh. Pro shodné (tj. konstantní, ne-náhodné) doby obsluh má hodnotu 0, pro obsluhy s exponenciálnímrozdìlením má hodnotu 1, pro vìt¹inu reálných pøípadù hodnotu mezi0 a 1 4.3.1.5 Kendallova klasi�kace elementárníchSHOTato klasi�kace v základní podobì vyu¾ívá pro elemenární SHO symbolickéoznaèení A=B=m, kde za A se dosazuje symbolický typ pravdìpodobnost-ního rozdìlení vstupních intervalù a za B symbolický typ pravdìpodob-nostního rozdìlení doby obsluhy. Symbol m jsme ji¾ zavedli pro oznaèenípoètu (identických) kanálù obsluhy v elementárním SHO. Základní symbolypou¾ívané k oznaèení typu pravdìpodobnostního rozdìlení jsou:GI { Pro vstupní proud se statisticky nezávislými intervaly mezi pøíchodya obecným (tj. jakýmkoliv) pravdìpodobnostním rozdìlením tìchto in-tervalù (GI jako general independent).G { Pro obecné (tj. jakoukoliv funkci Fs(t)) rozdìlení doby obsluhy 5.M{ Pro exponenciální rozdìlení doby obsluhy nebo intervalu pøíchodù (Mjako markovský pøípad).dvakrát výkonnìj¹í (mìøeno napø. v MIPS), znamená to zmìnu pùvodnì uva¾ovaného (resp.experimentálnì zji¹tìného) rozdìlení Fs(t) na Fs(t=2) (jako kdyby se dvakrát zrychlil èas).4Mìøením reálných proudù po¾adavkù v poèítaèových systémech lze zjistit i pøípady sCs > 1. Takovéto proudy lze modelovat hyperexponenciálním rozdìlením (náhodná smìsnìkolika exponenciálních rozdìlení) nebo diskrétním rozdìlením.5Implicitnì se pøedpokládá statistická nezávislost hodnot doby obsluhy v èasové posloup-nosti po¾adavkù. Na reálném proudu po¾adavkù lze tento pøedpoklad experimentálnì ovìøitvýpoèty korelaèních koe�cientù (autokorelace).



40 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhyD { Pro deterministické (konstantní, pravidelné) intervaly pøíchodù nebodoby obsluhy.Nìkdy se je¹tì doplòují údaje o maximální délce fronty a frontové disci-plinì. Napøíklad symbolické oznaèeníM=D=1=1=FIFOpøedstavuje elementární SHO s exponenciálním rozdìlením intervalu pøí-chodù, stejnou (tj. konstantní, nenáhodnou) dobou obsluhy pro v¹echnypo¾adavky, jedním kanálem obsluhy, neomezeným poètem míst ve frontì aFIFO frontovou disciplinou. (poslední dva údaje pøedstavují obvyklé impli-citní hodnoty, tak¾e staèí uvést jen M=D=1).3.1.6 Velièiny a vztahypro elementární SHOjako celekV analogii s ji¾ døíve zavedenými velièinami pro kvantitativní popis frontyzavedeme obdobné velièiny pro elementární SHO jako celek:q { okam¾itý celkový poèet po¾adavkù v SHO, tj. ve frontì i v kanálech ob-sluhy. Jedná se o (èasovì promìnnou) náhodnou velièinu kvanti�kujícístav SHO.Efqg = Lq { støední celkový poèet po¾adavkù v SHO,tq { doba prùchodu celým SHO pro jeden konkrétní po¾adavek (náhodnávelièina), je té¾ oznaèována jako doba odezvy.Eftqg = Tq { støední doba prùchodu po¾adavkù elementárnímSHO (støednídoba odezvy).Pravdìpodobnì nejvýznamnìj¹í velièinou ovlivòující chování SHO je za-tí¾ení (té¾ èasové vyu¾ití nebo koe�cient vyu¾ití) obslu¾ných kanálù 6.% = 1mTsTa = 1m�� (3.1)6Pøedpokládáme, ¾e obslu¾né kanály jsou identické a ¾e jsou zatì¾ovány rovnomìrnì.Rovnomìrné zatí¾ení kanálù lze zajistit napøíklad pravidlem, ¾e volný kanál vlastní aktivi-tou sleduje stav fronty a pøebírá (bez zpo¾dìní) obsluhu prvního po¾adavku ve frontì (je-linìjaký) - pøíkladem mù¾e být klasický obchod s jednou frontou zákazníkù a s nìkolikaprodavaèkami za pultem.



3.1. Elementární SHO 41Nutnou podmínkou pro dosa¾ení stacionárního re¾imu v èinnosti SHOje hodnota % < 1. Pokud tato nerovnost není splnìna, narùstá v èaseneomezenì délka fronty (SHO se "zahltí\ pøicházejícími po¾adavky).Hodnota napøíklad % = 0; 5 znamená:� Kanály obsluhují nìjaký po¾adavek pouze polovinu (dostateènì dlouhé)doby sledování, tj. jejich zatí¾ení je polovièní,� èasové vyu¾ití (v¹ech) kanálù je 50%,� pravdìpodobnost obsazení kanálu (realizuje obsluhu) v náhodnì vy-braném okam¾iku je 0; 5,� støední poèet po¾adavkù vyskytujících se v kanálech obsluhy je v tomtopøípadì Ls = 0; 5m (velièina analogická k Lw a Lq).Velièina u = �=� se nazývá intenzita provozu a k ní nejbli¾¹í vy¹¹í celéèíslo pøedstavuje minimální poèet obslu¾ných kanálù potøebných (pro danéTa a Ts) pro zaji¹tìní stacionárního re¾imu èinnosti SHO.Pro elementární SHO dále zøejmì platí:Lq = Lw + Ls = Lw +m�� (3.2)Tq = Tw + Ts = Tw + 1�Velièiny Lq, Tq a Lw, Tw jsou vzájemnì jednodu¹e nahraditelné díkyexistenci tzv. Littleových vzorcù, které platí pro v¹echny elementární SHOs neomezeným poètem míst ve frontì:Lq = �Tq; Lw = �Tw (3.3)Littleovy vztahy jsou intuitivnì dobøe pochopitelné na základì úvahy, ¾eza dobu Tq prùchodu prùmìrného po¾adavku pøes SHO pøijde v prùmìru�Tq dal¹ích po¾adavkù a stejný poèet je obslou¾en (tj. odejde), tak¾e v prù-mìru setrvává v SHO Lq = �Tq po¾adavkù.



42 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhyV uvedených rovnicích 3.2 a 3.3 lze brát �, �, m jako souèást zdro-jového popisu SHO (tj. parametry), zbývající velièiny Lq, Lw, Tq, Twjsou zpravidla pøedmìtem matematického øe¹ení SHO (tj. výsledky).Dùle¾ité je, ¾e staèí urèit jednu (kteroukoliv) z nich, a ostatní tøi sejednodu¹e vypoèítají z 3.2 a 3.3.3.1.7 Výstupní proudpo¾adavkùZde je¹tì uvedeme, jak se zmìní proud po¾adavkù (pøesnìji statistické cha-rakteristiky èasových intervalù mezi následujícími po¾adavky v proudu) poprùchodu obslu¾ným systémem. Pøednì pøedpokládáme stacionární re¾imv èinnosti SHO (tj. % < 1) 7. V tomto re¾imu v¹echny po¾adavky, kterévstoupí do SHO jsou v koneèném èase obslou¾eny a støední frekvence i peri-oda odchodù po¾adavkù je shodná se støední periodou a frekvencí pøíchodù(tj. Ta a �). Nahodilost (resp. pravidelnost) odchodù je pro malé hodnoty za-tí¾ení urèována charakterem pravdìpodobnostního rozdìlení intervalù mezipøíchody (tj. rozdìlení intervalù mezi odchody se blí¾í rozdìlení Fa(t)), provelké hodnoty zatí¾ení je urèující distribuèní funkce rozdìlení doby obsluhyFs(t).Významný je poznatek, ¾e ve stacionárním re¾imu poissonovský vstupníproud po prùchodu obslu¾ným systémem s exponenciálním rozdìlením dobyobsluhy si zachová poissonovský charakter (tj. pravdìpodobnostní rozdìleníintervalù mezi pøíchody i mezi odchody je exponenciální, navíc se stejnýmparametrem �).Uvedené kvalitativní závislosti lze pøibli¾nì kvanti�kovat s vyu¾itím vztahu(Allen) popisujícího zmìnu koe�cientu variance náhodného èasového inter-valu po sobì jdoucích po¾adavkù v proudu (míra pravidelnosti proudu) poprùchodu SHO:C2o := 1 + %2(C2s � 1) + (1� %2)(C2a � 1) (3.4)V uvedeném vzorci je Co koe�cient variance výstupního proudu, Ca jekoe�cient variance vstupního proudu, % je zatí¾ení a Cs je koe�cient variancedoby obsluhy.7Pro nestacionární re¾im (% � 1) je zøejmì støední frekvence výstupního proudu rovnam� (obslu¾né kanály stále pracují).



3.2. Jednokanálové SHO 433.2 Jednokanálové SHOV této podkapitole uvedeme bez odvození základní analytické výsledky pronejbì¾nìj¹í typy elementárních SHO. Soustøedíme se na vysvìtlení a intui-tivní pochopení tìchto vztahù. Jako vstupní data pro analytické øe¹ení ele-mentárních SHO slou¾í funkce pravdìpodobnostních rozdìlení Fa(t) a Fs(t).V dále uvádìných vzorcích �guruje jako hlavní parametr zatí¾ení %, jeho¾èíselnou hodnotu lze urèit ze zadaných funkcí Fa(t) a Fs(t) výpoètem støed-ních hodnot a dosazením do 3.1. Cílem øe¹ení je v obecném pøípadì urèenífunkcí pravdìpodobnostních rozdìlení velièin w, q, tw a tq, nebo alespoòjejich støedních hodnot Lw, Lq, Tw a Tq. Jak ji¾ bylo øeèeno, staèí urèitkteroukoliv z tìchto ètyø støedních hodnot, ostatní jsou závislé.3.2.1 M/M/1Základní elementární SHO, který slou¾í jako porovnávací pøípad pro jiné.Vstupní proud po¾adavkù je poissonovský, proud lze charakterizovat jedi-ným parametrem � (støední frekvence proudu a zároveò parametr expo-nenciálního rozdìlení Fa(t) = 1 � e��t ). Doba obsluh má exponenciálnírozdìlení Fs(t) = 1 � e��t, kde (jediný) parametr � má zároveò významstøední (dosa¾itelné) frekvence obsluh 8. Konkrétní SHO typu M=M=1 lzezadat dvìma hodnotami (reálnými èísly) parametrù � a �. Zatí¾ení SHOje potom % = �=�, a pro dosa¾ení stacionárního re¾imu èinnosti musí býtmen¹í ne¾ 1.Dále uvedeme pøekvapivì jednoduchý vztah pro støední hodnotu poètupo¾adavkù akumulovaných v SHO Lq 9, velièiny Lw, Tq a Tw se pokustecviènì odvodit sami z 3.2 a 3.3.Lq = %1� %; % < 1 (3.5)Je¹tì uvedeme, ¾e náhodná doba tq strávená po¾adavkem v SHO má opìtexponenciální pravdìpodobnostní rozdìlení se støední hodnotou Tq a pøi-pomeneme, ¾e výstupní proud po¾adavkù z M/M/1 má opìt poissonovský8Pokud má SHO zatí¾ení % < 1 (stacionární re¾im), je zøejmì skuteèná støední frekvenceobsluh rovna støední frekvenci vstupního proudu �, je tedy men¹í ne¾ �.9Odvození se provede urèením limitních pravdìpodobností stavù markovského náhod-ného procesu bez absorpèních stavù (viz odst.2.1.2), stav procesu odpovídá stavu SHO, tj.velièinì lq. O odvození se z cvièných dùvodù pokuste sami, limitní pravdìpodobnost stavuk (tj. stavu, ve kterém je v SHO akumulováno k po¾adavkù) vychází pk = %k(1� %).



44 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhycharakter.Pøíklad3.1Do poèítaèového systému urèeného napøíklad k rezervaci letenek pøi-chází proud po¾adavkù na rezervace. Støední frekvence proudu po¾adavkùje � = 10 sec�1, tj. v prùmìru pøijde ka¾dých Ta = 0; 1 sec jeden po¾ada-vek. Vzhledem k tomu, ¾e systém sbírá nezávislé po¾adavky z mnoha míst,lze pøedpokládat poissonovský charakter proudu po¾adavkù (tj. po¾adavkypøichází nahodile, pravdìpodobnost pøíchodu dal¹ího po¾adavku v ka¾dé mi-lisekundì je stejná, zde tedy 0; 01 10. Po¾adavky se vyøizují postupnì jakpøichází (FIFO fronta) a bez pøeru¹ení (uzamkne se celá databáze). Prù-mìrná doba obsluhy jednoho po¾adavku je Ts = 0; 08 sec, v proudu jsounáhodnì smíchány po¾adavky s velmi krátkou i relativnì dlouhou dobouobsluhy - lze tedy dobu obsluhy pova¾ovat za náhodnou velièinu s exponen-ciálním rozdìlením. Parametr tohoto rozdìlení je � = 1=Ts.Pøi výpoètu postupujeme napøíklad takto:� Nejprve urèíme zatí¾ení systému jako % = �=� = �Ts = 0; 8. Hodnotazatí¾ení je men¹í ne¾ jedna a modelovaný systém tudí¾ bude pracovatve stacionárním re¾imu.� Støední poèet po¾adavkù akumulovaných v SHO je podle (3.5) Lq =%=(1� %) = 0; 8=0; 2 = 4.� Støední dobu odezvy urèíme podle Littleova vzorce (3.3) jako Tq =Lq=� = 0; 4 sec. 11� Støední délka fronty po¾adavkù èekajících na vyøízení bude Lw = Lq�Ls = Lq � % = 3; 2.10Pøibli¾nì, tj. pokud zanedbáme mo¾nost pøíchodu dvou èi více po¾adavkù v té¾emilisekundì.11V reálném systému by byla doba odezvy hor¹í o komunikaèní zpo¾dìní mezi pracovnístanicí zadávající po¾adavek a serverem databáze se záznamy rezervací.



3.2. Jednokanálové SHO 45Uvedený pøíklad dokumentuje skuteènost, ¾e pøi snaze o co nejvy¹¹ívyu¾ití kanálu obsluhy (tj. pøi %! 1) se výraznì (hyperbolická závis-lost (3.5)) zhor¹í ukazatele Lw a Tq, tj. narùstá støední délka fronty astøední doba odezvy. Napøíklad pro poèítaèe realizující aplikace v reál-ném èase je urèující po¾adovaná (krátká) doba odezvy a zatí¾ení sys-tému je tøeba pøizpùsobit (tj. sní¾it) a.aMana¾erské závìry vyplývající pro obchod s jednou prodavaèkou (model M/M/1)se pokuste cviènì odvodit sami.
3.2.2 M/G/1Pøedpoklad poissonovského vstupního proudu po¾adavkù je dostateènì rea-listický pro velký poèet aplikací SHO. Naproti tomu exponenciální rozdìlenídoby obsluhy èasto ani zhruba neodpovídá vlastnostem reálného proudu po-¾adavkù. Proto modelemM/G/1 (symbol G znamená obecné rozdìlení dobyobsluhy dané nìjakou distribuèní funkcí Fs(t)) v mnoha pøípadech lépe po-pí¹eme chování reálného systému. Jako zdrojové parametry modelu M/G/1typicky slou¾í støední frekvence � vstupního proudu po¾adavkù a funkce Fs(t)(nebo hustota fs(t)) popisující pravdìpodobnostní rozdìlení doby obsluhy.Zatí¾ení je mo¾né z parametrù stanovit jako % = �Ts, kde Ts je støedníhodnota rozdìlení Fs(t).Dále uvedeme bez odvození vztah pro støední délku fronty Lw v systémuM/G/1. Tento vztah je jedním z nejdùle¾itìj¹ích vzorcù v matematické teoriisystémù hromadné obsluhy.

Lw = %22(1� %)(1 + C2s ) (3.6)
Symbol Cs oznaèuje koe�cient variance doby obsluhy (viz døíve v souvislostis popisem kanálu obsluhy). Pøipomínáme, ¾e dal¹í velièiny (Tw; Lq; Tq) lzestanovit prostøednictvím (3.2) a (3.3).



46 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhyKoe�cient Cs kvanti�kuje nahodilost (resp. pravidelnost) doby obsluhy:� Pro exponenciální rozdìlení doby obsluhy (tj. M/G/1 ! M/M/1)je Cs = 1 a vztah (3.6) se zjednodu¹í do podoby platné pro M/M/1,tedy Lw = %2=(1� %).� Pro shodné (nenáhodné) doby obsluhy (tj. M/G/1 ! M/D/1) jeCs = 0 a støední délka fronty Lw vyjde dvakrát men¹í ne¾ pro M/M/1se stejným zatí¾ením.� Pro "nepravidelné\ doby obsluhy (popsané pøíkladnì gaussovskýmrozdìlením s danou støední hodnotou a smìrodatnou odchylkou)je 0 < Cs < 1 a støední délka fronty Lw vychází nìkde mezi vý¹euvedenými krajními pøípady.� Pro pøípady, kdy Cs > 1 (hyperexponenciální nebo diskrétní rozdì-lení doby obsluhy), mù¾e vyjít støední délka fronty Lw "hor¹í\ ne¾pro M/M/1.Pøíklad3.2Uva¾ujme, ¾e v poèítaèovém systému pro rezervaci letenek z pøíkladu 3.1trvá obsluha ka¾dého po¾adavku stejnì dlouho. Systém bude stejnì zatí¾enjako v pøíkladu 3.1, tedy konstantní (nenáhodná) doba obsluhy je Ts =0; 08 sec. Zøejmì se jedná o pøípad oznaèený v Kendallovì klasi�kaci M/D/1,se zatí¾ením % = 0; 8.Støední délka fronty je Lw = %2=2(1� %) = 0; 64=0; 4 = 1; 6 , tedy polo-vièní proti døíve uvedené hodnotì z pøíkladu 3.1. Støední poèet po¾adavkùakumulovaných v SHO lehce získáme jako Lq = Lw+% = 2; 4 a støední dobaodezvy bude Tq = Lq=� = 2; 4=10 = 0; 24 sec.3.2.3 GI/G/1Pro pøípad elementárního SHO se vstupním proudem po¾adavkù se statis-ticky nezávislými intervaly pøíchodù a obecným rozdìlením velikosti inter-valu (symbol GI) musíme znát kromì rozdìlení doby obsluhy Fs(t) je¹tìrozdìlení intervalù pøíchodù, tj. Fa(t) nebo fa(t). Zatí¾ení je pak mo¾né



3.3. Otevøené sítì front 47stanovit jako % = Ts=Ta, kde Ts a Ta jsou støední hodnoty obou uvedenýchrozdìlení.Støední délku frontyLw lze pøibli¾nì stanovit náhradou jednièky v závorceve vztahu (3.6) druhou mocninou koe�cientu variance èasových intervalùpo¾adavkù ve vstupním proudu (tj. pùvodnì C2a = 1 pro M/G/1):Lw = %22(1� %)(C2a + C2s ) (3.7)Støední délka fronty (a doba odezvy) závisí jak na pravidelnosti pøí-chodù, tak na pravidelnosti obsluh. Pro pøíchody s pevnou (nenáhod-nou) periodou a shodné doby obsluhy v¹ech po¾adavkù (tedy pøípadD/D/1, Ta > Ts) z uvedeného vzorce správnì vychází nulová délkafronty (ka¾dý po¾adavek je obslou¾en døíve ne¾ pøijde dal¹í).3.3 Otevøené sítì frontKomplikovanìj¹í reálné obslu¾né systémy (napø. poèítaèová sí», dopravnísí», �nanèní úøad) zpravidla obsahují vìt¹í poèet kanálù obsluhy (serverù),ka¾dý s vlastní frontou po¾adavkù na obslou¾ení. Po¾adavky vstupují dosystému (napø. poplatník do �nanèního úøadu), pøechází (i cyklicky) mezijednotlivými servery a po ukonèení v¹ech dílèích obsluh vystupují ze sys-tému. Takovýto systém lze zøejmì modelovat jako sí», jejími¾ prvky jsouelementární SHO. Sítì s explicitními vstupy z okolí se nazývají otevøené.Na tomto místì se budeme zabývat matematickým modelem 12 sítì front.Otevøenou sí» front mù¾eme znázornit orientovaným grafem, jeho¾ uzlyodpovídají elementárním SHO a hrany popisují mo¾nosti pøechodu po¾a-davkù mezi jednotlivými uzly. Poèet elementárních SHO v síti oznaèíme jakon, èíslování (index i) odpovídajících uzlù tedy bude v intervalu < 1; n >.Jako váhy hran se obvykle vyu¾ívají tzv. pravdìpodobnosti vìtvení, tj. hranavedoucí z uzlu i do uzlu j je vá¾ena pravdìpodobností pij pøechodu do jpo ukonèení obsluhy v i. Pochopitelnì souèet vah v¹ech hran vycházejícíchz uzlu i musí být roven jedné. Okolí obslu¾ného systému (resp. zdroj po¾a-davkù) lze modelovat jako zvlá¹tní uzel (s indexem napøíklad i = 0), hrany12Simulaèní modely sítí front budou zmínìny pozdìji. Pøipomínáme, ¾e matematickýmodel (za cenu vìt¹ího èi men¹ího zjednodu¹ení modelované skuteènosti) lze veri�kovat anavíc èasto poskytuje øe¹ení v uzavøeném tvaru (tj. jako vzorec èi vzorce zobrazující prostorparametrù modelu do prostoru výsledkù).



48 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhys váhami p0j pak modelují vstupy po¾adavkù z okolí do j{tého serveru ahrany s váhami pi0 modelují odchod po¾adavku ze sítì po ukonèení i{tédílèí obsluhy.Opìt pøedpokládáme stacionární re¾im èinnosti modelovaného systému,tj. pøedpokládáme, ¾e parametry vstupních tokù po¾adavkù se v prùbìhu "¾i-vota\ systému nemìní (neuva¾ujeme napø. pondìlní ranní ¹pièku na �nanè-ním úøadì) a dále ¾e v¹echny elementární SHO v síti pracují se zatí¾enímmen¹ím ne¾ jedna.3.3.1 Analýza støedních frekvencí a zatí¾eníBudeme rozli¹ovat vnitøní toky po¾adavkù jednotlivými uzly sítì a tokypo¾adavkù mezi uzly sítì. Støední frekvenci vnitøního toku uzlem i ozna-èíme jako �i. Frekvence �0 patøí celkovému toku po¾adavkù vstupujících zokolí do sítì front. Rozdìlují{li se po¾adavky po ukonèení obsluhy v i{témuzlu zcela náhodnì podle pravdìpodobností vìtvení pij, bude zøejmì støednífrekvence toku po¾adavkù z uzlu i do j dána jako �ij = �ipij. Na vstupui{tého uzlu se sèítají frekvence tokù procházejících po hranách vedoucích douzlu. Ve stacionárním re¾imu èinnosti sítì nedochází k hromadìní po¾adavkùv ¾ádném uzlu sítì a pro obecný uzel i uva¾ované sítì musí platit:Xk �kpki = �i = Xj �ipij (3.8)kde index k nabývá hodnot odpovídajících vstupním hranám a index jvýstupním hranám uzlu i. Jedná se o jakousi rovnici kontinuity toku pro-cházejícího uzlem, tj. souèet frekvencí vstupujících tokù je roven frekvencivnitøního toku uzlem a zároveò souètu frekvencí v¹ech vystupujících tokù.Pro urèení hodnot støedních frekvencí v¹ech tokù v síti musí být dánahodnota frekvence �0 (tj. støední frekvence celkového toku vstupujícího dosítì) a matice fpijg pravdìpodobností vìtvení (tj. ètvercová matice s roz-mìrem n+1). Hodnoty frekvencí �i lze získat øe¹ením soustavy n lineárníchalgebraických rovnic sestavených pro uzly 1 a¾ n podle (3.8). Po výpoètustøedních frekvencí vnitøních tokù lze provést kontrolu pøedpokladu sta-cionárního re¾imu èinnosti jednotlivých uzlù výpoètem jejich zatí¾ení. Protento výpoèet potøebujeme pro obecný uzel i znát je¹tì poèet mi kanálù ob-sluhy a støední dobu obsluhy Tsi. Zatí¾ení je pak dáno jako %i = (1=mi)�iTsia musí vyjít men¹í ne¾ jedna pro v¹echny uzly.



3.3. Otevøené sítì front 49Pøíklad3.3Uva¾ujme �nanèní úøad odbavující daòová pøiznání. Uva¾ujeme staci-onární re¾im práce úøadu (zjednodu¹ující pøedpoklad) pøi kterém pøicházís vyplnìným daòovým pøiznáním v prùmìru 15 poplatníkù za hodinu, tj.støední frekvence pøíchodu po¾adavkù do obslu¾ného systému je � = 15 hod�1.Odbavení jednoho pøiznání trvá v prùmìru 3min, tedy støední doba obsluhyTs = 0; 05 hod. Z deseti vyøizovaných pøiznání je v prùmìru jedno vyplnìno¹patnì, poplatník provede opravu (zjednodu¹enì uva¾ujme, ¾e oprava je èa-sovì velmi krátká) a znovu se vrací do fronty na obsluhu. Pravdìpodobnostvyøízení pøiznání v prvním prùchodu je tedy p = 0; 9, pravdìpodobnostnávratu do obsluhy je 1� p = 0; 1. Naznaèenou situaci modelujeme jedno-duchou sítí (jen jeden elementární SHO, n = 1) front podle obrázku 3.2a.Znázornìní sítì grafem je provedeno na obr. 3.2b.
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Obrázek 3.2: Model �nanèního úøaduVnitøní tok �1 obslu¾ným uzlem urèíme øe¹ením následující rovnice:�1 = �+ �1(1� p) (3.9)Øe¹ení je zøejmì �1 = �=p = 15=0; 9 = 50=3 = 16; 66 hod�1. Nárùstfrekvence zpùsobený opakovanými prùchody obsluhou je tedy 1; 66 hod�1.Prùmìrný poèet prùchodù jednoho po¾adavku obsluhou bude �1=� = 1=p =1; 111. Zatí¾ení obslu¾ného kanálu (tj. úøedníka odbavujícího pøiznání) bude%1 = �1Ts = 16; 66 : 0; 05 = 0; 833, tedy men¹í ne¾ jedna (z osmihodinovépracovní doby zùstane více ne¾ hodina na kávu a jiná odlehèení).3.3.2 Urèení délky front a doby odezvyProzatím jsme neuva¾ovali pravidelnost èi nepravidelnost pøíchodù po¾a-davkù do obslu¾ného systému a rozptyl dob jejich obsluhy (tj. pøíslu¹ná



50 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhypravdìpodobnostní rozdìlení). Støední frekvence tokù po¾adavkù a zatí¾eníobslu¾ných uzlù na tvaru pravdìpodobnostních rozdìlení nezávisí (jsou ovliv-nìny jen støedními hodnotami pøíslu¹ných rozdìlení). Naproti tomu støednídélky front a doby odezvy narùstají s nepravidelností intervalù mezi pøí-chody a dob obsluhy.Jednoduché matematické øe¹ení sítì front je mo¾né jenom pøi splnìnínásledujících pøedpokladù (tzv. Jacksonùv teorém):� V¹echny toky po¾adavkù z okolí do sítì mají poissonovský charakter.� V¹echny obslu¾né uzly mají exponenciální rozdìlení doby obsluhy sestøední hodnotou Tsi.� Po ukonèení obsluhy v uzlu i pøechází po¾adavek zcela náhodnì dodal¹ího uzlu j (tj. s pravdìpodobností pij), pøitom pøechod se uskuteèníbez zpo¾dìní.Pøi splnìní uvedených pøedpokladù jsou v¹echny toky v síti poissonovské(slouèení dvou èi více poissonovských tokù rezultuje opìt na poissonovskýtok, náhodné vìtvení poissonovského toku vytvoøí dílèí poissonovské toky aprùchodem poissonovského toku kanálem s exponenciálním rozdìlením dobyobsluhy zùstane zachován poissonovský charakter toku). Ka¾dý uzel sítìje pak mo¾né uva¾ovat oddìlenì jako M/M/1 (resp. M/M/m) elementárníSHO s frekvencí vstupního toku �i a støední dobou obsluhy Tsi. Jednotlivéuzly se øe¹í samostatnì podle vzorcù pro M/M/1, èím¾ získáme hodnotyvelièin Lqi; Lwi; Tqi a Twi.Pro celou sí» je pak mo¾né urèit prùmìrný poèet po¾adavkù Lq akumu-lovaných v celé síti a støední dobu Tq prùchodu po¾adavku sítí jako:Lq = nXi=1Lqi; Tq = 1�0Lq (3.10)Pokud nejsou uvedené pøedpoklady splnìny a nìkteré pøíchody èi ob-sluhy jsou pravidelnìj¹í ne¾ exponenciální (tj. koe�cienty variance od-povídajících rozdìlení jsou men¹í ne¾ jedna), lze vyu¾ít uvedený po-stup výpoètu k získání jednostranného odhadu, který dává hor¹í hod-noty (vìt¹í délky front, del¹í doby odezvy) ne¾ ve skuteènosti nastanou(analýza nejhor¹ího pøípadu, angl. worst case analysis).



3.4. Uzavøené sítì front 51Pøíklad3.4Pro model �nanèního úøadu z pøíkladu 3.3 pøedpokládejme dále pøíchodypoplatníkù v poissonovském proudu (realistický pøedpoklad) a exponenci-ální rozdìlení doby obsluhy (pøedpokládá velký rozptyl { tj. vyøízení nì-kterých pøiznání trvá relativnì dlouho, naopak jiná pøiznání jsou vyøízena(nebo vrácena k opravì) obratem). Parametrem exponenciálního rozdìleníintervalù ve vstupním proudu je støední frekvence pøíchodù (� = 15 hod�1),parametrem rozdìlení doby obsluhy je støední (dosa¾itelná) frekvence ob-sluh, tedy � = 1=Ts = 20 hod�1. Zatí¾ení kanálu obsluhy jsme urèili vpøíkladu 3.3 jako % = 0; 833.Støední poèet po¾adavkù akumulovaných v síti (tj. poplatníkù vyskytu-jících se v modelovaném �nanèním úøadu) je potom Lq = %=(1 � %) =0; 833=0; 166 := 5; 018. Støední délka fronty je Lw = Lq � % := 4; 185.Støední dobu strávenou poplatníkem v úøadu urèíme z Littleova vzorce jakoTq = Lq=� = 5; 018=15 = 0; 334 hod := 20 min. Pokud bude doba obsluhypravidelnìj¹í ne¾ by odpovídalo exponenciálnímu rozdìlení (napø. v¹ichnimají podobné a øádnì vyplnìné pøiznání), lze pøedpokládat zmen¹ení støednídélky fronty a støední doby odezvy pod uvedené hodnoty.3.4 Uzavøené sítì frontUzavøené sítì front se li¹í od pøedchozí kategorie tím, ¾e nemají ¾ádné ex-plicitní vstupy po¾adavkù z okolí. V síti se "pohybuje\ pevná populace po-¾adavkù, které modelují nìjakou aktivitu s neomezenou dobou trvání (narozdíl od otevøených sítí, kde aktivita modelovaná prùchodem po¾adavkusítí je èasovì ohranièená). Sítì tohoto typu nacházejí uplatnìní zejména pøimodelování výpoèetních systémù s omezenou mno¾inou (stále aktivních)u¾ivatelù. Na rozdíl od pøedchozího typu sítí analýzou modelu urèujemetypicky støední frekvence prùchodù po¾adavkù urèitým místem sítì, tytofrekvence pak vedou k urèení výkonnostních ukazatelù s charakterem pro-pustnosti (té¾ prùchodnosti), tj. støedního poètu nìjakých operací vykoná-vaných za jednotku èasu. Relativnì jednoduché analytické øe¹ení je opìtmo¾né jen v pøípadech, kdy doby obsluhy (èi jiné doby) mají exponenciálnípravdìpodobnostní rozdìlení. V dal¹ích dvou odstavcích struènì uvedemeklasické modely interaktivního terminálového systému a multiprogramníhovýpoèetního systému s dávkovým re¾imem práce.



52 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhy3.4.1 Model interaktivního výpoèetního systémuModel interaktivního výpoèetního systému se skládá z jednoho elementár-ního SHO modelujícího vlastní poèítaè (vèetnì OS). V nejjednodu¹¹ím pøí-padì uva¾ujeme jeden kanál obsluhy (procesor), FIFO frontu a exponenci-ální pravdìpodobnostní rozdìlení doby obsluhy s parametrem �. K poèítaèije pøipojeno n terminálù, které jsou stále v provozu. Terminál je abstrakcíu¾ivatele systému { pøedpokládá se, ¾e v¹ichni u¾ivatelé se u termináluchovají stejnì, tj. nezále¾í na tom, zda se u¾ivatelé u terminálu støídají èinikoliv. Parametrem terminálu je náhodná doba, po kterou u¾ivatel èekámezi splnìním jednoho jeho pøíkazu (napø. spu¹tìní programu, výpis adre-sáøe, jedna akce v editoru; splnìní pøíkazu se projeví ohlá¹ením (prompt)na obrazovku) a zadáním dal¹ího. Doba je oznaèována jako doba pøemý¹lení(angl. thinking time) a budeme zde pøedpokládat, ¾e má exponenciální prav-dìpodobnostní rozdìlení s parametrem �. Po¾adavkem (v dosud u¾ívanémsmyslu) je zde prùbì¾ná aktivita u¾ivatele terminálu, která se zøejmì mù¾enacházet ve tøech stavech { pøemý¹lení pøed zadáním pøíkazu (terminál),èekání (fronta) na zpracování zadaného pøíkazu, vlastní zpracování pøíkazu(obsluha) 13. Model je schematicky znázornìn na obr. 3.3.
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Obrázek 3.3: Model interaktivního výpoèetního systémuStav systému mù¾e být napøíklad de�nován jako poèet po¾adavkù vy-13Modelují se pouze doby vykonávání pøíkazù (a doby èekání), semantika pøíkazù (jakje pøi pou¾ití konceptu SHO zvykem) se nemodeluje. Pøi vyu¾ití simulaèního modelu mù-¾eme v pøípadì potøeby modelovat libovolné detaily, mj. semantiku operací výkonávanýchjednotlivými servery.



3.4. Uzavøené sítì front 53skytujících se v obslu¾ném SHO (tj. aktivity u¾ivatelù ve stavech fronta aobsluha). Takto zavedený stav mù¾e mít celkem n+1 hodnot. Limitní prav-dìpodobnosti stavù oznaèíme p0, p1, : : :, pn a pøedpokládáme, ¾e je umímeurèit 14. Hodnota napøíklad p1 = 0; 1 znamená, ¾e 10% z doby ¾ivota mode-lovaného systému je tento ve stavu, kdy poèítaè zpracovává jeden konkrétnípøíkaz, ¾ádný dal¹í pøíkaz není pøipraven ke zpracování a u n� 1 terminálùsedí u¾ivatelé a pøemý¹lí, co vlastnì chtìjí zadat.Ze známých limitních pravdìpodobností stavù umíme urèit støední frek-venci vykonávání pøíkazù { je oznaèována jako propustnost X. Podmínìnástøední frekvence vykonávání pøíkazù (je-li stále co vykonávat) je zøejmì �,nepodmínìná (bereme{li v úvahu v¹echny mo¾né stavy) frekvence je:X = �(1� p0)Dále lze jednodu¹e urèit dobu odezvy Tq, kterou zde de�nujeme jako støednídobu vykonání jednoho pøíkazu 15. Støední doba "obrátky\ jednoho konkrét-ního z n vykonávaných po¾adavkù zøejmì bude n=X 16. Vzhledem k tomu,¾e jedna obrátka kromì doby odezvy obsahuje je¹te dobu pøemý¹lení pøedzadáním dal¹ího pøíkazu, dostaneme pro dobu odezvy následující vztah:Tq = nX � 1� (3.11)3.4.2 Model multiprogramního výpoèetního systémuTento model je té¾ oznaèován jakomodel poèítaèe s centrální obsluhou (angl.central server model). V modelu jsou elementární SHO modelující proce-sor (centrální obsluha) a øadièe periferií (napø. vnìj¹í pamì», tiskárna ap.).Jednotlivé obslu¾né subsystémy jsou spojeny do uzavøené sítì front. V síti14Limitní pravdìpodobnosti lze získat konstrukcí a øe¹ením matematického markovskéhomodelu bez absorbèních stavù. Model se z cvièných dùvodù pokuste sestrojit sami.15Jedná se o dùle¾itý ukazatel sledovaný pøi návrhu interaktivních výpoèetních systémù.Doba odezvy pro jednoduché pøíkazy by nemìla pøekroèit jednu a¾ dvì vteøiny, jinaku¾ivatel ztrácí pozornost (a pøi zvlá¹tì dlouhých odezvách mù¾e chaoticky maèkat jinéklávesy ne¾ by mìl).16Uvedený model není pøíli¹ realistický, zejména z toho dùvodu, ¾e operaèní systém ob-vykle realizuje sdílení èasu, tj. èasovì "dlouhé\ pøíkazy se po vyèerpání stanovené (malé)doby pøeru¹í a vrací do fronty. Tím se zlep¹uje doba odezvy pro krátké bì¾né pøíkazy(viz pøedchozí poznámka) a prodlu¾uje se doba vykonání pøíkazù s charakterem napøíkladspu¹tìní èasovì nároèného výpoètu.



54 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhy"cirkuluje\ pevný poèet po¾adavkù modelujících chování souèasnì zpraco-vávaných (multiprogramovaných) zakázek (angl. job).Chování lze ve struènosti charakterizovat tak, ¾e vykonávaný programnìjakou (náhodnou) dobu vyu¾ívá procesor, potom potøebuje nìjakou I/Ooperaci (s pravdìpodobností odpovídající èetnosti pøíslu¹ného typu ope-race), uvolní procesor a je operaèním systémem zaøazen do fronty na pøí-slu¹ný øadiè periferie. Provedení periferní operace trvá náhodnou dobu (mo-delována pravdìpodobnostním rozdìlením doby obsluhy v kanálu modelují-cím øadiè, støední doba obsluhy odpovídá støední dobì provedení pøíslu¹néI/O operace). Po provedení periferní operace je program operaèním systé-mem opìt zaøazen do fronty na procesor.Ukonèení výpoètu programu je modelováno odchodem po¾adavku z pro-cesoru zvlá¹tní vìtví (tj. nikoliv vìtví vedoucí do SHO modelujícího nìkterýøadiè periferie). Vzhledem k tomu, ¾e pøi pevném poètu zpracovávanýchprogramù je ukonèený program ihned nahra¾en jiným z dávky zakázek pøi-pravené ve vnìj¹í pamìti, vede zmínìná vìtev zase zpìt do fronty na procesor(nový program zaèíná vyu¾itím procesoru, nikoliv periferní operací). Støednífrekvenci prùchodù vìtví pøeklenující procesor lze tudí¾ interpretovat jakostøední poèet zpracovaných programù za jednotku èasu, tj. propustnost X.Modelùm tohoto typu byla vìnována v ¹edesátých a sedmdesátých letechvelká pozornost v souvislosti s optimalizací èinnosti operaèních systémù sá-lových poèítaèù (angl. mainframe) pracujících v dávkovém re¾imu 17.Pøíklad3.4V tomto pøíkladu sestrojíme model poèítaèe s multiprogramním operaè-ním systémem a virtuální pamìtí. Z periferních zaøízení budeme uva¾ovatjen vnìj¹í pamì», její¾ øadiè realizuje výmìnu stránek mezi operaèní a vnìj¹ípamìtí. Schematické znázornìní modelu jako uzavøené sítì front je prove-deno na obrázku 3.4a.Kanál obsluhy èíslo 1 modeluje procesor, kanál obsluhy èíslo 2 modelujeøadiè vnìj¹í pamìti. Stupeò multiprogramování (tj. poèet multiprogramo-vaných zakázek) budi¾ napøíklad n = 3. Pøedpokládáme, ¾e v¹echny zpra-covávané programy se chovají stejnì, a tudí¾ lze vyu¾ít jen jednu mno¾inu17Simulaèní model výpoèetního systému diskutovaného typu je popsán dále v èásti pøí-kladù vyu¾ití simulaèního nástroje C-Sim.
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Obrázek 3.4: Model poèítaèe s virtuální pamìtíparametrù popisujících chování programu - viz velièiny p, �1, �2. Programpoèítá (tj. vyu¾ívá procesor { po¾adavek modelující chování programu senachází v prvním kanálu obsluhy) a¾ do pøístupového kon
iktu (chybí adre-sovaná stránka v operaèní pamìti), poté je operaèním systémem zaøazen dofronty na obslu¾ný kanál 2 (ten provádí pøenos chybìjící stránky z vnìj¹í dooperaèní pamìti). Pravdìpodobnost vìtvení s hodnotou napøíklad p = 0; 1znamená, ¾e z deseti pøípadù uvolnìní procesoru vykonávaným programemv prùmìru jedno znamená ukonèení programu (a okam¾ité doplnìní dal-¹ího programu do poètu n), v devíti pøípadech program uvolòuje procesor,proto¾e nemá v pamìti potøebná data nebo instrukce.Uva¾ujme exponenciální pravdìpodobnostní rozdìlení doby obsluhy vprocesoru i v øadièi vnìj¹í pamìti (parametry �1, �2). Pro procesor nemu-síme být daleko od reality, proto¾e doby mezi pøístupovými kon
ikty mohoumít velký rozptyl. Naproti tomu pro pøípad øadièe diskù by lépe odpovídalogaussovské nebo rovnomìrné rozdìlení doby obsluhy (doba pøenosu stránkyz vnìj¹í do operaèní pamìti trvá v¾dy stejnì dlouho, nepravidelnost vná¹ínáhodná poloha ètecích hlavièek v okam¾iku zahájení obsluhy pøenosu kon-krétní stránky). Pro exponenciálnì rozdìlené doby obsluhy ale mù¾eme se-strojit markovský model (bez absorpèních stavù) znázornìný na obr. 3.4b18. Stavy modelu jsou dány kombinacemi mo¾ností rozmístìní po¾adavkùv obslu¾ných subsystémech (zde ètyøi mo¾nosti, v obrázku uvedené kódo-vání napøíklad 30 znamená v¹echny po¾adavky vyskytující se v obslu¾némsubsystému procesoru a ¾ádný v obslu¾ném subsystému diskù). Z modelu jemo¾né urèit limitní pravdìpodobnosti stavù p1, p2, p3 a p4. PrùchodnostX je18Z cvièných dùvodù se pokuste sestrojit matematický model v podobì stochastické Pe-triho sítì, pou¾itelný pro ka¾dou hodnotu n.



56 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhymo¾né ze známých limitních pravdìpodobností stavù urèit jako støední frek-venci prùchodù vìtví oznaèenou X (odpovídající pøechody nejsou v modelu3.4b explicitnì vyjádøeny hranami, proto¾e vedou ze stavu do tého¾ stavu),tedy:X = �1p (p2 + p3 + p4)Rovnì¾ je jednodu¹e mo¾né urèit prùmìrnou dobu zpracování jedné za-kázky (tj. prùmìrnou dobu, po kterou se po¾adavek modelující zpracovánízakázky pohybuje v síti) jako Tq = 3=X.
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K a p i t o l a 4S im u la è n í m o d e ly d i s k r é t n í c hs t o c h a s t i c k ý c h sy s t é m ù
4.1 Principy experimentálního pravdìpodobnostníhomodelováníExperimentální pravdìpodobnostní modelování (v nejjednodu¹¹í podobì) spo-èívá v programové realizaci vìt¹ího mno¾ství pokusù s náhodnì generova-nými parametry pokusu a v následném statistickém vyhodnocení výsledkùmno¾iny pokusù.Pro numerické techniky zalo¾ené na generování a zpracování náhodnýchèísel se èasto pou¾ívá název metody Monte Carlo podle místa, v nìm¾ ná-hoda hraje velkou roli. Pokusù je tøeba k získání dostateènì pøesných vý-sledkù provést znaèné mno¾ství (typicky tisíce a¾ desítky tisíc). Generovánínáhodných parametrù pokusù se realizuje prostøednictvím programovì rea-lizovaných generátorù náhodných èísel (viz dále). Pro metody Monte Carloobecnì platí, ¾e nejsou pøíli¹ pøesné (dosa¾itelná pøesnost je typicky øádujednotek procent) a jsou dosti nároèné na èas výpoètu. Jsou dobøe parale-lizovatelné, proto¾e jednotlivé pokusy (nebo skupiny pokusù) lze zpravidlaprovádìt paralelnì a jejich výpoèet není tøeba synchronizovat.Metody Monte Carlo lze pou¾ít i k výpoètu úloh z principu determinis-tických, napøíklad k výpoètu urèitých integrálù (i vícerozmìrných) a parci-álních diferenciálních rovnic. Pøirozenìj¹í je jejich vyu¾ití k modelování (øe-¹ení) úloh se stochastickým charakterem. Pøitom nejsme nijak zvlá¹» ome-zováni charakterem pou¾ívaných pravdìpodobnostních rozdìlení (ve vìt¹inìdøíve diskutovaných matematických modelù jsme byli omezeni pøedpokla-dem exponenciálního rozdìlení) a do modelu mù¾eme zahrnout vcelku li-



58 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùbovolnou (rozumnou) úroveò detailù. Simulaèní model zalo¾ený na expe-rimentálním pravdìpodobnostním modelování ale provádí (v rámci jednohosimulaèního experimentu) pouze transformaci mno¾iny èíselných parametrùmodelu na mno¾inu èíselných výsledkù. Na rozdíl od matematického modeluje tøeba pro získání nìjakých závislostí výsledkù na parametrech realizovatvìt¹í mno¾ství (èasovì nároèných) experimentù.Jako jednoduchý pøíklad uva¾ujme nìjaký matematický vzorec { tøebax = 3qa3 +pb. V tomto vzorci jsou a a b náhodné velièiny se zadaným(známým) pravdìpodobnostním rozdìlením. Zajímá nás pravdìpodobnostnírozdìlení výsledku x 1. Postup numerického øe¹ení na bázi pravdìpodobnost-ního modelování bude následující:� S vyu¾itím programových generátorù náhodných èísel vygenerujemekonkrétní hodnoty náhodných velièin aj , bj (metody generování ná-hodných èísel viz dále v 4.2).� Hodnoty aj, bj dosadíme do uva¾ovaného vzorce a urèíme odpovídajícíhodnotu xj (výsledek pokusu).� Celý postup opakujeme N{krát, získané hodnoty xj napøíklad uklá-dáme do jednorozmìrného pole.� Po ukonèení v¹ech N pokusù 2 zapamatované hodnoty statisticky zpra-cujeme { zde konstrukcí tzv. histogramu (numerický výpoèet nejbì¾-nìj¹ích statistických charakteristik viz dále v 4.3).Slo¾itìj¹í situace nastává, nelze-li jednodu¹e oddìlit jednotlivé pokusy.Pøíkladem budi¾ elementární SHO (jedná se o systém vyvíjející se v èase,té¾ dynamický systém), kde jako jeden pokus lze chápat prùchod jednohopo¾adavku. Proto¾e po¾adavkù pochopitelnì mù¾e být v SHO souèasnì vìt¹ípoèet, musíme zaèít dal¹í pokus døíve, ne¾ byl pøedchozí ukonèen. Toto vedek pou¾ití konceptu diskrétního modelového èasu, který slou¾í jako prostøe-dek pro uspoøádané provádìní (relace døíve { pozdìji) jednotlivých fází jed-notlivých (rozpracovaných) pokusù. Nejbì¾nìj¹í zpùsoby dekompozice mo-delu reálného dynamického systému vyu¾ívajícího techniku experimentál-1Jedná se o úlohu tzv. citlivostní analýzy, pøi které se zji¹»uje citlivost výsledku nanepøesnost parametrù výpoètu.2Dále v 4.3. jsou preferovány zejména zpùsoby prùbì¾ného zpracování pokusù, kdy nenítøeba plýtvat pamìtí pøi ukládání rozsáhlých mno¾in výsledkù.



4.2. Generování náhodných èísel 59ního pravdìpodobnostního modelování (a dále také odpovídající programo-vací techniky) se nazývají:� metoda interpretace událostí,� metoda (pseudo)paralelních procesù.Obì metody jsou charakterizovány dále v odst. 4.4.2, pøièem¾ hlavní po-zornost je vìnována metodì paralelních procesù, která je univerzálnìj¹í avede k dekompozici více pøibli¾ující model k realitì. Programovací nástrojC{Simpopisovaný v kap. 5 je urèen pro realizaci simulaèních modelù me-todou paralelních procesù.4.2 Generování náhodných èíselPokusy o generování náhodných èísel poèítaèem se objevily ihned se vznikemprvních èíslicových poèítaèù. Nejprve ¹lo o rozsáhlé tabulky (posloupnosti)èísel ulo¾ené na vnìj¹í pamìti. Dále se vyu¾ívaly fyzikální generátory náhod-ných èísel jako speciální periferie (princip napø.: èítaèe vyzáøených èástic,vzorkování tepelného ¹umu odporù). Postupnì v praxi pøevá¾ily progra-movì realizované generátory náhodných èísel, které z posledního (nebo nì-kolika posledních) prvku posloupnosti náhodných èísel poèítají podle vhodnìzkonstruovaného vzorce dal¹í prvek. Na první pohled se nejedná o ¾ádnounáhodu (proto se také èasto takto získané posloupnosti oznaèují jako pseu-donáhodné), nicménì pokud má posloupnost patøièné statistické vlastnosti{ zejména splòuje po¾adované pravdìpodobnostní rozdìlení a sousední prvkyposloupnosti (dvojice, trojice ap.) jsou statisticky nezávislé, lze ji pro úlohyMonte Carlo vyu¾ít stejnì dobøe jako posloupnost skuteènì náhodných èíselzískávanou napøíklad z fyzikálního generátoru. Navíc mají pseudonáhodnéposloupnosti cennou vlastnost reprodukovatelnosti, tj. lze je zcela pøesnìopakovat pøi dal¹ím bìhu programu 3.3Program realizující metodu Monte Carlo dá tedy pøi ka¾dém bìhu pro stejná vstupnídata stejné výsledky. Tuto skuteènost zvlá¹tì oceníme pøi ladìní slo¾itìj¹ích modelù rea-lizovaných napø. technikou paralelních procesù - pokud bychom nepracovali s reproduko-vatelnými posloupnostmi náhodných èísel, lokalizace a odstranìní run-time chyb by byloúlohou hodnou Sherlocka Holmese.



60 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùProgramovì realizované (knihovní) generátory náhodných èísel zpravi-dla generují èísla s rovnomìrným pravdìpodobnostním rozdìlením a tobuï reálná èísla s rovnomìrným rozdìlením na intervalu h0; 1) nebocelá nezáporná èísla generovaná se stejnou pravdìpodobností na in-tervalu daném zobrazením celých èísel v pøíslu¹ném poèítaèi (viz odst.4.2.1). Pokud jsou zapotøebí náhodná èísla s jiným ne¾ rovnomìrnýmrozdìlením, vytváøí se programovì sekundární generátor, který vyvo-lává základní generátor s rovnomìrným rozdìlením a výsledky nìjaktransformuje na po¾adované rozdìlení. Základní mo¾nosti takovéhotopostupu jsou upøesnìny dále v 4.2.2 a¾ 4.2.64.2.1 Generování èísel s rovnomìrnýmrozdìlenímNejèastìji pou¾ívanými metodami pro generování rovnomìrnì rozdìlenýchnezáporných celých náhodných èísel jsou tzv. kongruentní metody. Tytometody jsou zalo¾eny na vyu¾ití vzorcù typuyj+1 = (C1 + C2yj)modM; (4.1)kde yj+1 je generovaný prvek náhodné posloupnosti, yj je poslední (pøed-chozí) prvek posloupnosti, C1; C2;M jsou èíselné parametry generátoru a bi-nární operátor mod realizuje výpoèet zbytku po celoèíselném dìlení obouoperandù. Vhodnou volbou hodnot C1; C2;M (a také výchozí hodnoty y0)lze ovlivnit kvalitu (zejména rovnomìrnot a statistickou nezávislost) gene-rované posloupnosti (viz napø. [Oleh82], [Hurt82]). Zøejmì nejvìt¹í mo¾néèíslo na výstupu generátoru mù¾e být M � 1. Obvykle se volí M = 2n, kden je poèet bitù, na kterých se v pøíslu¹ném poèítaèi zobrazuje kladné èíslo(bez znaménka).Z uvedeného vztahu vyplývá, ¾e generovaná posloupnost 4 náhodných èí-sel je periodická (jakmile se objeví hodnota, která se ji¾ vyskytla, posloup-nost se opakuje). Perioda opakování posloupnosti bude potom evidentnìmen¹í ne¾ M . Kvalitní generátor by mìl mít co nejdel¹í periodu 5 a jeho4Ve statistice se spí¹e pou¾ívá pojem soubor náhodných èísel, zde slovem posloupnostzdùrazòujeme, ¾e prvky souboru mají uspoøádání (v pøípadì potøeby pou¾íváme index j)dané posloupností volání generátoru, tj. ka¾dé volání generátoru vrací jiný (dal¹í) prvek zesouboru náhodných èísel s pøíslu¹ným rozdìlením.5Za tím úèelem se obvykle kombinuje nìkolik náhodných posloupností - napøíklad pomocíjedné (pseudo)náhodnì indexujeme v tabulce, najdeme ulo¾enou hodnotu yj, vypoèítámevýstup generátoru yj+1 (druhá posloupnost) a pøepí¹eme pozici v tabulce.



4.2. Generování náhodných èísel 61volání (výpoèet jedné hodnoty posloupnosti) by mìlo být co nejkrat¹í 6 sohledem na potøebné velké poèty náhodných èísel vyplývající z podstatymetod Monte Carlo.Jako pøíklad bì¾nì dostupných knihovních procedur pro generování ná-hodných èísel uvedeme funkce z knihovny stdlib.h pro jazyk C. Jedná seo funkce:int rand (void) { vrací nezáporná celá èísla v h 0, RAND MAX i. Vyu¾íváse jako základní generátor pro vytvoøení èísel s jakýmkoliv rozdìlením(viz metody dále). Výchozí hodnota posloupnosti (výsledek prvníhovyvolání) je pevnì (implicitnì) stanovena.void srand (unsigned seed) { umo¾òuje nastavit výchozí hodnotu (tzv.násadu generátoru) prostøednictvím parametru seed.int random (int num) { vrací nezáporná celá èísla se stejnou pravdìpo-dobností od 0 do num � 1 (vèetnì obou mezních hodnot). Vyu¾ívá sepro rozhodování typu ano { ne (num = 2), popøípadì k náhodnémuurèení jedné z nìkolika stejnì pravdìpodobných mo¾ností (napø. házeníkostkou, num = 6).void randomize (void) { vyu¾ívá se k náhodnému (odvozeno od èasu)poèáteènímu nastavení generátoru. Typicky se pou¾ívá jen jednou v ini-cializaèní sekvenci ji¾ odladìné aplikace (viz pøedchozí poznámka oobtí¾ném ladìní programu pøi práci se skuteènì náhodnými èísly).V dal¹ím textu budeme uva¾ovat normalizované rovnomìrné pravdìpo-dobnostní rozdìlení reálných èísel na h0; 1). Pokud máme k dispozici generá-tor celých nezáporných èísel se stejnou pravdìpodobností (viz napø. rand()),realizujeme jednodu¹e transformaci tìchto èísel na normalizované rovno-mìrné rozdìlení konverzí výstupu základního generátoru na reálné èíslo adìlením horní mezí intervalu zobrazitelných celých èísel (viz napø. RAND MAX)7. Soubor èísel s normalizovaným rozdìlením budeme dále oznaèovat sym-bolem Y na rozdíl od souboru èísel s jiným rozdìlením, který oznaèíme X.6Právì kongruentní metody zalo¾ené na vzorci (4.1) jsou výpoèetnì efektivní, vy¾adujíjen jednu dlouhou operaci (násobení), výpoèet zbytku lze pøi vý¹e uvedené volbì N reali-zovat pomocí posunù.7Je¹tì je tøeba zamezit mo¾nost výskytu hodnoty 1 na výstupu generátoru (zdroj potí¾í pøi pou¾itítransformaèní metody).



62 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùJeden (blí¾e neurèený) prvek souboru budeme oznaèovat jako y nebo x (po-mocí indexu j rozli¹ujeme èasové uspoøádání hodnot x, dále pomocí indexùi, k nìjaká jiná uspoøádání zøejmá z kontextu). Normalizované rovnomìrnérozdìlení je znázornìno na obr. 4.1 8.61 f(y) y 6
0

F (y)
01 y-R y�1� ddy Efyg = 0; 5Dfyg = 112e - e -1 1Obrázek 4.1: Normalizované rovnomìrné rozdìlení

4.2.2 Metoda inverzní transformaceJedná se o metodu umo¾òující transformaci náhodných èísel Y s norma-lizovaným rovnomìrným rozdìlením na èísla X zadaná distribuèní funkcíF (x) jejich pravdìpodobnostního rozdìlení. Princip metody inverzní trans-formace je znázornìn na obrázku 4.2.
-

6-yj
? xj = F�1(yj)x

F (x)1 - ?
Obrázek 4.2: Princip metody inverzní transformace8Rozdìlení generované poèítaèem je ve skuteènosti kvazirovnomìrné (þdìravéÿ), proto¾ene v¹echna reálná èísla v intervalu h0; 1) lze v poèítaèi zobrazit. Pokud ale statistické vlast-nosti mno¾iny èísel generovaných poèítaèem odpovídají statistickým vlastnostem náhod-ného výbìru z ideální (spojité) mno¾iny y, nesni¾uje to vyu¾itelnost generátoru v úloháchtypu Monte Carlo.



4.2. Generování náhodných èísel 63Generátorem normalizovaného rovnomìrného rozdìlení tedy vyrobímekonkrétní hodnotu y a transformujeme ji na odpovídající x podlevzorce x = F�1(y).Vyu¾ití uvedené metody je omezeno na pøípady, kdy máme analytickyzadanou distribuèní funkci F (x) a navíc doká¾eme jednodu¹e urèit její in-verzní funkci F�1(x). Jako pøíklad uvedeme exponenciální rozdìlení, jeho¾distribuèní funkce je F (x) = 1� e��x. Transformaèní vzorec zøejmì získámesymbolickým øe¹ením rovnicey = 1� e��xvzhledem k neznámé x. Po logaritmování a úpravì dostaneme:x = �1� ln(1� y)Vzhledem k tomu, ¾e soubor náhodných èísel vytvoøených odeèítánímprvkù Y od jednièky má stejné (tj. normalizované rovnomìrné) rozdìleníjako Y , pou¾ívá se výsledný transformaèní vzorec pro exponenciální rozdì-lení v jednoduchém tvarux = �1� ln(y); (4.2)kde y je konkrétní hodnota poskytnutá generátorem normalizovaného rov-nomìrného rozdìlení a x je konkrétní prvek souboru X èísel s exponenci-álním rozdìlením. Jako pøíklad k procvièení realizujte v jazyce C funkcigenerátoru náhodných èísel s exponenciálním rozdìlením (prototyp doublenegexp (double lambda)).Dále je¹tì uvedeme transformaèní vzorec pro rovnomìrné rozdìlení naobecném intervalu ha; b). Metodu inverzní transformace lze v tomto pøípadìpou¾ít intuitivnì 9. Èíslo y poskytnuté základním generátorem je tøeba þna-táhnoutÿ na velikost intervalu b� a a þodsaditÿ od nuly o hodnotu a, tedyx = a+ (b� a)y (4.3)9Legální matematický postup zahrnující vytvoøení analytického výrazu pro distribuènífunkci rozdìlení a symbolický výpoèet inverzní funkce si proveïte z cvièných dùvodù sami.



64 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémù4.2.3 Diskrétní rozdìleníPrincip metody inverzní transformace lze jednodu¹e vyu¾ít i pro generovánínáhodných èísel X s diskrétním rozdìlením. Tato èísla mohou v obecnémpøípadì nabývat n hodnot fxigni=1, ka¾dá z tìchto hodnot se v posloup-nosti generovaných èísel objevuje náhodnì s odpovídající pravdìpodobnostíz mno¾iny fpigni=1; Pni=1 pi = 1. Realizace metody inverzní transformace propøípad diskrétního rozdìlení je znázornìna na obrázku 4.3.
-
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F (x)
x0p1p2

1yj
xj = x2x1 x2 x3 xn: : :

: : :
Obrázek 4.3: Princip generování èísel s diskrétním rozdìlením

Tedy interval h0; 1) na ose reálných èísel rozdìlíme na n dílèích inter-valù s velikostí pi. Základním generátorem vytvoøíme konkrétní èíslo zvýbìru Y (je v intervalu mezi 0 a 1) a zjistíme èíslo i dílèího intervalu,ve kterém se vyskytuje. Výstupem generátoru je odpovídající hodnotaxi.Jako pøíklad k procvièení realizujte v jazyce C funkci { univerzální ge-nerátor pro libovolné diskrétní rozdìlení (nejprve si rozmyslete prototypfunkce).4.2.4 Vyluèovací metodaJedná se o experimentální metodu (tj. neodvozujeme ¾ádný vzorec) vhodnoui pro pøípady, kdy není rozdìlení náhodných èísel x zadáno analyticky. Propopis rozdìlení se vyu¾ívá hustota pravdìpodobnosti f(x), která mù¾e býtv konkrétním pøípadì zadána pouze tabulkou hodnot. Pøedpokládáme, ¾e



4.2. Generování náhodných èísel 65èísla x se vyskytují na intervalu ha; b) a maximální hodnota f(x) v tomtointervalu je c. K popisu metody vyu¾ijeme obrázek 4.4.
-

6
x

f(x)c a buxkzkObrázek 4.4: Ilustrace vyluèovací metodyPostup generování konkrétní hodnoty náhodného èísla s rozdìlením f(x)(tj. algoritmus generátoru zalo¾eného na vyluèovací metodì) je následující:� Generujeme náhodné èíslo xk z výbìru s rovnomìrným rozdìlením naintervalu ha; b), tedy podle (4.3) xk = a + (b � a)y, kde y je èísloposkytnuté základním generátorem.� Generujeme náhodné èíslo zk z výbìru s rovnomìrným rozdìlením naintervalu h0; c), tedy podle (4.3) zk = cy, kde y je (dal¹í) èíslo poskyt-nuté základním generátorem.� Èísla xk, zk interpretujeme jako souøadnice bodu v rovinì (viz obr.4.4).� Pokud je náhodnì generovaný bod pod køivkou funkce f(x), postupkonèí a výstupem generátoru je hodnota xk, v opaèném pøípadì postupopakujeme poèínaje prvním bodem. Index k v tomto pøípadì slou¾íjako èítaè obrátek cyklu opakování.Uvedeným postupem zøejmì vyluèujeme (té¾ odmítáme) z výsledného vý-bìru èísla s odpovídající malou hodnotou funkce hustoty pravdìpodobnostia preferujeme èísla s velkou hodnotou hustoty pravdìpodobnosti. V pod-statì se jedná o experimentální interpretaci (ve stylu Monte Carlo) smyslufunkce hustoty pravdìpodobnosti.4.2.5 Kompozièní metodaJako výchozí data pro kompozièní metodu opìt slou¾í hustota pravdìpodob-nosti f(x), která nemusí být zadána analyticky. Vyu¾ití kompozièní metody



66 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùje výhodné v pøípadech, kdy lze hustotu f(x) rozumnì aproximovat pomocífunkce po èástech (tj. v dílèích intervalech základního intervalu výskytu èí-sel x) konstantní (popøípadì i lineární). Pøedpokládáme n dílèích intervalù,pravdìpodobnost výskytu konkrétní hodnoty èísla x (tj. plochu pod køivkouf(x)) v i-tém dílèím intervalu oznaèíme pi.Princip metody (tj. postup generování konkrétní hodnoty èísla x) vy-svìtlíme zhruba takto:� Nejprve náhodnì generujeme èíslo dílèího intervalu i pomocí generátorus diskrétním rozdìlením (viz odst. 4.2.3) hodnot i podle pravdìpodob-ností pi.� Dále generujeme náhodnì èíslo spadající do vybraného intervalu. Totoèíslo generujeme podle charakteru funkce hustoty v pøíslu¹ném inter-valu. Je-li v nejjednodu¹¹ím pøípadì hustota pravdìpodobnosti v inter-valu konstantní (tj. rovnomìrné rozdìlení), je (koneèným) výstupemgenerátoru èíslo s rovnomìrným rozdìlením vypoèítané podle vzorcex = ai + (bi � ai)y, kde ai a bi jsou meze i-tého dílèího intervalu a ypøedstavuje konkrétní hodnotu poskytnutou generátorem normalizova-ného rovnomìrného rozdìlení.Pro intervaly s lineárnì rostoucí/klesající hustotou pravdìpodobnosti lzes výhodu vyu¾ít znalost z teorie pravdìpodobnosti 10, a to ¾e rozdìlení ma-xima/minima ze dvou náhodnì generovaných èísel z výbìru y je lineárnìklesající/rostoucí na intervalu h0; 1) (tj. gra�cké znázornìní je trojúhelník).Jako pøíklad na procvièení se pokuste realizovat generátor pro pravdìpo-dobnostní rozdìlení f(x) s charakterem lichobì¾níku.4.2.6 Generování èísel s normálnímrozdìlenímU nìkterých rozdìlení lze pøi generování èísel x vyu¾ít jejich speci�cké vlast-nosti. Konkrétnì pro normální (gaussovské) rozdìlení lze vyu¾ít tzv. cen-trální limitní vìtu teorie pravdìpodobnosti, která tvrdí, ¾e souèet náhod-ných èísel s libovolným rozdìlenímmá asymptoticky 11 normální rozdìlení se10Uvádíme bez dùkazù, pokuste se ovìøit experimentálnì ve stylu Monte Carlo. Dálese pokuste ovìøit, ¾e rozdìlení maxima/minima ze tøí èísel y má na intervalu h0; 1) cha-rakter rostoucí/klesající paraboly, tj. mnohoèlenu druhého stunì, atd. Je¹tì si rozmyslete,jak byste tuto skuteènost vyu¾ili pro vylep¹ení kompozièní metody aproximací hustotypravdìpodobnosti po èástech mnohoèlenem druhého stupnì.11Blí¾í se s narùstajícím poètem prvkù souètu.



4.3. Zpracování výsledkù 67støední hodnotou a rozptylem danými souètem støedních hodnot a rozptylùpravdìpodobnostních rozdìlení prvkù souètu 12.Vyu¾ijeme-li skuteènost, ¾e pro normalizované rovnomìrné rozdìlení jestøední hodnota Efyg = 0; 5 a rozptyl Dfyg = 1=12, dostaneme souètemdvanácti konkrétních hodnot ze souboru y hodnotu xs s (pøibli¾nì) normál-ním rozdìlením se støední hodnotou 6 a rozptylem 1. Smìrodatná odchylka(odmocnina z rozptylu) je té¾ 1, rozdìlení získané souètem mù¾eme sym-bolicky oznaèit jako N(6; 1). Pro konkrétní po¾adované normální rozdìleníN(a; �) s parametry a (støední hodnota) a � (smìrodatná odchylka) lzepak nejprve provést transformaci rozdìlení N(6; 1) na normalizované nor-mální rozdìlení N(0; 1) (jen posun) a poté transformaci na cílové rozdìleníN(a; �) (posun a þrozta¾eníÿ). Z tìchto úvah rezultuje vzorec vyu¾itelnýpro realizaci generátoru náhodných èísel s normálním rozdìlením jakox = a+ �(( 12Xj=1 yj)� 6) (4.4)4.3 Zpracování výsledkùPøi vyu¾ití metod Monte Carlo náhodnì generujeme parametry jednotlivýchpokusù a vypoèítáváme výsledky. Èíselné hodnoty výsledkù je zøejmì opìtnutno interpretovat jako konkrétní hodnoty (realizace) náhodných velièin.Obvykle nás nezajímají rozsáhlé soubory dat { výsledkù pokusù. Získanouinformaci se sna¾íme redukovat do jednoduché podoby (nìkolika málo) sta-tistických charakteristik náhodných velièin �gurujících jako výsledky.Dále uva¾ujme jednu konkrétní náhodnou velièinu s charakterem vý-sledku, kterou oznaèíme x. Provádíme N pokusù, výsledky pokusù tvoøímno¾inu fxigNi=1. V dal¹ích odstavcích se budeme zabývat postupy, pomocíkterých urèíme z mno¾iny výsledkù pokusù odhady støední hodnoty, rozptylua aproximaci hustoty pravdìpodobnosti náhodné velièiny x.4.3.1 Odhad støední hodnotyV teorii pravdìpodobnosti se odvozuje, ¾e nejlep¹ím odhadem støední hod-noty náhodné velièiny je aritmetický prùmìr z mno¾iny realizací (hodnot12Pro normální rozdìlení nejde vyu¾ít transformaèní metoda { není toti¾ mo¾né jednodu¹eanalyticky vyjádøit distribuèní funkci rozdìlení, nato¾ pak funkci k ní inverzní.



68 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùzískaných v jednotlivých pokusech), tedyEfxg := �x = 1N NXi=1xi (4.5)Pøímé vyu¾ití tohoto vzorce pøedpokládá ukládání výsledkù pokusù xi dojednorozmìrného pole a jednorázový výpoèet prùmìru po dokonèení v¹echpokusù. S ohledem na u¹etøení datové pamìti potøebné pro výpoèet (ty-picky sledujeme vìt¹í poèet velièin{výsledkù a provádíme øádovì tisíce èidesítky tisíc pokusù) preferujeme zpùsoby prùbì¾ného výpoètu statistickýchcharakteristik sledovaných velièin.V tomto pøípadì zøejmì postaèí zavést jedinou (tzv. sumaèní) pro-mìnnou Sx, kterou pøed zahájením výpoètu nulujeme a v prùbìhuvýpoètu k ní pøièítáme výsledky jednotlivých pokusù. Dìlení poètempokusù N provedeme a¾ na závìr výpoètu.4.3.2 OdhadrozptyluRozptylDfxg je de�nován jako støední hodnota ètverce (tj. druhé mocniny)odchylky 13 realizací náhodné velièiny x od støední hodnoty Efxg. Odhadrozptylu lze (jednorázovì, na závìr výpoètu) vypoèítat z hodnot realizacíjako Dfxg := 1N � 1 NXi=1(�x� xi)2 (4.6)Pro velké hodnoty N lze pominout rozdíl mezi N a N � 1, vzorec sezjednodu¹í a lze jej upravit do podoby vhodné pro prùbì¾ný výpoèet:Dfxg := (xi � �x)2 == 1N NXi=1(�x� xi)2 = 1N NXi=1x2i � 2�x 1N NXi=1xi + 1NN �x2 == � 1N NXi=1x2i�� �x2 (4.7)13Smìrodatná odchylka je de�nována jako odmocnina z rozptylu a jejím odhadem se zdetudí¾ nemusíme zabývat.



4.3. Zpracování výsledkù 69Pro prùbì¾ný výpoèet rozptylu tedy potøebujeme zavést dvì sumaènípromìnné Sx a Sx2, které pøed zahájením výpoètu nulujeme. V prù-bìhu výpoètu realizujeme operace Sx  Sx+ xi a Sx2  Sx2 + x2i . Nazávìr vypoèítáme �x = Sx=N , Efxg := �x a Dfxg := (Sx2=N)� �x2.Jistou chybou na kráse uvedeného postupu prùbì¾ného výpoètu rozptyluje sní¾ení pøesnosti vlivem zaokrouhlovacích chyb { do Sx2 se sèítá velký po-èet potenciálnì velkých (ètverce) èísel 14. Proto se vyu¾ívají dal¹í metodyprùbì¾ného výpoètu rozptylu, které tento nedostatek nemají. Jako pøíkladuvedeme u¾iteènou Hansonovu metodu [Oleh82], vyu¾ívající jednu promìn-nouM k prùbì¾nému výpoètu aritmetického prùmìru a dal¹í promìnnou Tpro prùbì¾né sèítání ètvercù (relativnì malých) odchylek realizací od støedníhodnoty (tj. od aktuálního prùmìru):inicializace: M1 = 1, T1 = 0cykl pro i = 1 a¾ N :Mi = i� 1i Mi�1 + xiiTi = Ti�1 + i� 1i (Mi�1 � xi)2výsledky: Efxg = MN , Dfxg = TNN�1Proto¾e témìø nic není zadarmo, je Hansonova metoda sice pøesnìj¹í, aleza to výpoèetnì nároènìj¹í ne¾ pøedchozí uvedený postup { akce provádìné vka¾dém kroku vy¾adují vìt¹í poèet tzv. dlouhých operací (násobení, dìlení).4.3.3 Konstrukce histogramuPokud chceme získat nìjakou pøedstavu o charakteru pravdìpodobnostníhorozdìlení náhodné velièiny{výsledku x, mù¾eme vytvoøit tzv. histogram jakopo èástech konstantní aproximaci funkce hustoty pravdìpodobnosti. Opìtvycházíme z existující mno¾iny výsledkù N pokusù fxigNi=1 (vstupní data).Pro jednoduchost uvedeme postup pøedpokládající jednorázové zpracováníulo¾ených dat, modi�kace pro prùbì¾ný výpoèet není slo¾itá a opravdovýprogramátor ji lehce zvládne.14Výpoèet z ulo¾ených hodnot xi podle (4.6) tímto nedostatkem netrpí, proto¾e se sèítají(relativnì malé) ètverce odchylek.



70 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùHrubý postup rozèleníme do následujících bodù:� Zjistíme základní interval ha; bi, ve kterém se vyskytují prvky mno¾inyfxigNi=1 15.� Základní interval rozdìlíme na K (pokud mo¾no stejnì velkých) díl-èích intervalù, velikost intervalu oznaèíme �, intervaly èíslujeme in-dexem napøíklad k. Poèet dílèích intervalù bývá typicky øádu desítek.Nepochybnì musí platit K � N s ohledem na dostateènou pøesnostnáhrady.� Urèíme poèet ck hodnot xi vyskytujících se v ka¾dém intervalu k. Ve-lièina ck=N se nazývá relativní èetnost výskytu xi v k-tém intervalua pøedstavuje odhad pravdìpodobnosti pk, s kterou hodnota x v nìja-kém pokusu padne do pøíslu¹ného intervalu.� Pøedpokládáme{li v k{tém intervalu konstantní (náhradní) hodnotuhustoty pravdìpodobnosti fk, z de�nice hustoty (plocha pod køivkou)vyplývá vztah pk = fk� := ck=N . Z toho dostaneme jako výsledekodhad (støední hodnoty) hustoty pravdìpodobnosti v k-tém intervalujako fk = ck=(N�).4.3.4 Statistické charakteristikynáhodných funkcí èasuSlo¾itìj¹í diskrétní simulaèní model nelze zpravidla redukovat na mno¾inupokusù a statistické vyhodnocení jejich výsledkù. Obvykle se jedná o modeldynamického systému vyvíjejícího se v diskrétním èase. Uva¾ujme napøí-klad model zalo¾ený na konceptu SHO (tj. nìjakou sí» front a obslu¾nýchuzlù). V tomto pøípadì mù¾e být sledovanou a vyhodnocovanou náhodnouvelièinou x napøíklad doba prùchodu po¾adavku sítí. Pro tento pøípad jsouurèeny pøedchozí odstavce - tj. výpoèet odhadu støední hodnoty, rozptylua histogramu z diskrétní mno¾iny hodnot fxig dob prùchodu jednotlivýchpo¾adavkù sítí. Jiná situace nastane, je-li sledovanou velièinou x napøíkladdélka nìjaké fronty, která se (náhodnì) mìní v modelovém èase. V tomtopøípadì nemáme pro statistické vyhodnocení výsledkù k dispozici diskrétnímno¾inu hodnot, ale náhodnou funkci modelového èasu x(t), kterou chá-peme jako jednu z mo¾ných realizací náhodného procesu X(t).15Pøípadnì intuitivnì þod�ltrujemeÿ malý poèet hodnot výraznì þvzdálenýchÿ odostatních.



4.3. Zpracování výsledkù 71Nebudeme se zde zabývat potøebnou teorií náhodných procesù (viz napø.[Havr86], [Mand85]) a uvedeme pouze doporuèení, jak provést potøebná sta-tistická vyhodnocení. Omezíme se pøitom na náhodné procesy, které jsoustacionární a ergodické. Základní charakteristikou náhodného procesu X(t)je tzv. první hustota pravdìpodobnosti f(x; t), která udává hustotu pravdì-podobnosti získanou z hodnot jednotlivých realizací x(t) v èasovém bodìt. Pro stacionární náhodný proces nezávisí první hustota pravdìpodobnostina èase a lze ji tedy popsat funkcí jedné promìnné f(x). Ergodický ná-hodný proces musí být stacionární a navíc lze získat odhad první hustotypravdìpodobnosti f(x) statistickým vyhodnocením libovolné realizace x(t)náhodného procesu X(t) 16.Praktický postup statistického vyhodnocení náhodné funkce x(t) spo-èívá v jejím náhodném vzorkování, tj. v získání mno¾iny hodnot fxig, kteréfunkce nabývá v náhodnì zvolených èasových bodech ftig. Obecnì platí,¾e náhodný proces vzorkování (tj. zpùsob výbìru hodnot ti) nesmí být ko-relovaný se vzorkovaným procesem X(t) (oba procesy musí být statistickynezávislé) 17. Hustotu vzorkování volíme tak, abychom pro vyhodnocenímìli k dispozici øádovì tisíce nebo desítky tisíc hodnot xi 18. Z tìchto hod-not pak mù¾eme vypoèítat odhad støední hodnoty, rozptylu a histogramdøíve uvedenými postupy.4.3.5 Problematika pøesnosti výsledkùProzatím jsme se spokojili s konstatováním, ¾e k získání dostateènì pøesnýchstatistických charakteristik sledované náhodné velièiny je tøeba mít k dispo-zici mno¾inu výsledkù fxigni=1, kde èíslo n je øádu tisíce nebo desítky tisíc.Toto tvrzení zde upøesníme pro støední hodnotu Efxg náhodné velièiny x16Sledované náhodné funkce v simulaèních modelech (viz napø. zmínìná délka fronty)obvykle nesplòují pøedpoklad stacionárnosti, proto¾e i v modelu urèeném pro odhad sta-cionárních pravdìpodobnostních charakteristik typicky zachycujeme také pøechodový dìjna poèátku vývoje modelu (napøíklad startujeme model ze stavu s prázdnými frontami).Modelujeme-li dostateènì dlouhou dobu þ¾ivota systémuÿ, lze vliv pøechodného dìje na vý-slednou statistiku zanedbat.17V nìkterých pøípadech mù¾e vyhovìt i ekvidistantní (tj. pravidelné) vzorkování.Chceme-li si u¹etøit starosti, volíme vzorkovací proces jako poissonovský (tj. perioda vzor-kování je nezávislá náhodná velièina s exponenciálním rozdìlením).18V simulaèním modelu programovì koncipovaném na pseudoparalelních procesech (vizdále) je výhodné konstruovat pro úèely vzorkování periodicky aktivovaný samostatnýproces.



72 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùodhadovanou jako aritmetický prùmìr �x z hodnot xi. Takto odhadnutý prù-mìr je opìt náhodná velièina se støední hodnotou Ef�xg = Efxg, rozptylemDf�xg = Dfxg=n = �2fxg=n a normálním rozdìlením pravdìpodobnosti 19.Pøedpokládejme ¾e chceme, aby absolutní chyba výsledku � = j�x � Efxgjnepøekroèila zvolenou hodnotu �max s pravdìpodobností 1�� (tj. s pravdì-podobností � ji pøekroèí). Hodnota � pøedstavuje tzv. hladinu významnosti,typicky � = 0; 05 nebo � = 0; 005.Pro zvolenou hodnotu hladiny významnosti � doká¾eme urèit tzv. kritic-kou hodnotu u(�) normalizovaného normálního rozdìlení N(0; 1). Významkritické hodnoty demonstruje následující obrázek.
-

6
�u u�=2 �=2 � u0; 05 1; 650; 01 2; 330; 005 2; 58

N(0; 1)plocha
Obrázek 4.5: Kritické hodnoty rozdìlení N(0; 1)Chceme-li zaruèit po¾adovanou pøesnost odhadu støední hodnoty sledo-vané náhodné velièiny x, postupujeme následovnì:� Kromì støední hodnoty Efxg odhadujeme v prùbìhu simulaèního ex-perimentu také �fxg (standardním postupem { viz pøíslu¹né pøedchozíodstavce, smìrodatná odchylka je odmocnina z rozptylu).� Po vyhodnocení n hodnot xi vypoèítáme odhad smìrodatné odchylky�fxg a zanedbáme jeho chybu (tj. rozdíl mezi odhadem a skuteènouhodnotou smìrodatné odchylky). Dále se vypoèítá mezní chyba odhaduodpovídající zvolené hladinì významnosti � podle vzorce 20 :19Vyu¾ijeme poznatky z teorie pravdìpodobnosti, týkající se støední hodnoty a rozptylusouètu náhodných velièin.20Fakticky se jedná o transformaèní vztah, kterým þnatahujemeÿ kritické hodnoty nor-malizovaného rozdìlení N(0; 1) (které známe) na odpovídající hodnoty konkrétního nor-málního rozdìlení N(0; �fxg), pøièem¾ parametr tohoto rozdìlení (smìrodatnou odchylku)jsme experimentálnì urèili v prùbìhu modelování.



4.4. Objektovì orientovaná dekompozice simulaèního modelu 73
� = �fxgpn u(�)� Pokud je splnìna nerovnost � � �max, konèíme proces modelování s tím,¾e chyba odhadu støední hodnoty Efxg je men¹í ne¾ zvolené �max. Pøi-tom je pravdìpodobnost �, ¾e skuteèná chyba odhadu je vìt¹í.� Pokud není nerovnost splnìna, pokraèujeme v procesu modelování (tj.zvìt¹íme rozmìr n mno¾iny fxig a celý postup opakujeme).Poznámka:Existují postupy øízení výbìru pokusù tak, aby se men¹ím (relativnì)poètem pokusù zvý¹ila pøesnost odhadu støední hodnoty náhodné velièiny(výsledku pokusu). Tyto postupy jsou oznaèovány jako metody redukce roz-ptylu a pro pøesnìj¹í informace lze odkázat na literaturu [Laub87]. Pøi vy-tváøení konkrétních simulaèních programù se pøíli¹ neuplatòují, pravdìpo-dobnì proto, ¾e vynalo¾ené úsilí (a komplikace v programu) neodpovídádosa¾itelnému zpøesnìní odhadù støední hodnoty.4.4 Objektovì orientovaná dekompozice simulaèníhomodelu4.4.1 Diskrétní simulaèní model - konceptuální úroveòJak ji¾ bylo øeèeno na poèátku této kapitoly, diskrétní simulaèní modelyreálných systémù (tøeba model slo¾itìj¹ího dopravního èi výpoèetního sys-tému na bázi SHO) nelze redukovat na triviální cykl metody Monte Carlo,tj. provedení N pokusù a jejich statistického vyhodnocení. První hrubý po-hled na objektovì orientovaný 21 diskrétní simulaèní model na konceptuálníúrovni by mohl vypadat asi takto:21První vyu¾ití principù a prostøedkù pro objektovì orientované programování bylo za-znamenáno ji¾ þdávnoÿ (vzta¾eno ke krátké historii poèítaèù a programování) právì voblasti aplikací diskrétních simulaèních modelù. Prvním (a �loso�cky u¾ v dobì vznikudokonalým) prostøedkem pro objektovì orientované programování je SIMULA, pùvodnìSIMULA67 podle první úspì¹né verze z roku 1967.



74 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùModel systému je tvoøen mno¾inou vzájemnì vázaných objektù {modelù prvkù systému a pøípadnì modelù prvkù okolí. Základní vlast-nosti prvkù systému jsou modelovány jako atributy objektù, tj. jakovlastnosti s charakterem dat. Vazby objektù jsou realizovány prostøed-nictvím atributù s charakterem odkazù.Stav modelu je dán aktuálními hodnotami v¹ech nekonstantníchatributù objektù (tj. je dán kompozicí stavù v¹ech objektù) a mìní sev diskrétních bodech modelového èasu vlivem interakce objektù (vzá-jemného pùsobení). Interakce objektù je modelem interakce prvkù sys-tému a je realizována voláním metod (vlastností s charakterem pro-cedur èi funkcí) urèitého objektu z jiného objektu.Primárním dùvodem interakce objektù je reakce na událost. Udá-lost je objekt, jeho¾ základní atributy jsou èas vzniku události a typudálosti. Události lze zhruba dìlit na vnìj¹í a vnitøní. Vnìj¹í událostigenerují objekty { modely okolí (napø. pøíchody po¾adavkù ze zdrojepo¾adavkù do obslu¾ného systému s charakterem SHO). Vnitøní udá-losti vytváøí objekty { modely prvkù systému jako reakci na vnìj¹íudálost nebo jinou vnitøní událost, obvykle s èasovým posunem mo-delujícím zpo¾dìní (dynamiku) prvkù systému.Z prezentovaného pohledu na diskrétní simulaèní model reálného systémunení zøejmá dosud zdùrazòovaná souvislost s experimentálním pravdìpo-dobnostním modelováním. Fakticky tato souvislost nemusí vùbec existovat- principiálnì stejným (vý¹e naznaèeným) zpùsobem lze konstruovat i de-terministický model, napøíklad model logického systému (objekty v modelujsou hradla a klopné obvody, vazby odpovídají propojení hradel, vnìj¹í udá-losti jsou zmìny vstupních signálù, vnitøní události jsou zmìny signálù navnitøních vodièích). Ve stochastickém diskrétním modelu jsou typicky èasovébody vzniku vnìj¹ích událostí náhodné, parametry událostí mohou být té¾náhodné a zpo¾dìní v sekvencích (pøíèina{dùsledek) vnitøních událostí jsourovnì¾ náhodná. V dùsledku toho se velièiny popisující stav modelu mìnív náhodných èasových bodech (tj. v diskrétním èase) a mají tedy charak-ter náhodných funkcí èasu (náhodných procesù). Pro stochastické diskrétnísimulaèní modely se tedy vyu¾ívá numerické øe¹ení ve stylu Monte Carlov tom smyslu, ¾e (náhodnì se chovající) model se stimuluje dlouhou dobu(v modelovém èase) náhodnými podnìty a vybrané velièiny charakterizujícíjeho chování se statisticky vyhodnotí.



4.4. Objektovì orientovaná dekompozice simulaèního modelu 754.4.2 Øídicí algoritmus simulaèního výpoètuPrezentovaný pohled na diskrétní simulaèní model neøe¹í problém øídicíhoalgoritmu simulace, tj. algoritmu, který modelem þhýbáÿ. Existují dva zá-kladní pøístupy, obvykle oznaèované jako metoda interpretace událostí ametoda (pseudo)paralelních procesù.Metodu interpretace událostí lze (nad døíve charakterizovaným mo-delem) ve struènosti popsat zhruba takto:V¹echny události, které mají nastat v budoucím vývoji modelu (vzta-¾eno k aktuální hodnotì modelového èasu) jsou vedeny v seznamu na-zývaném kalendáø událostí. Seznam je setøídìn vzestupnì podle hod-noty modelového èasu vzniku události (atribut události). Øídicí algo-ritmus simulaèního výpoètu (realizovaný napøíklad v podobì hlavníhoprogramu) postupnì interpretuje události nacházející se v kalendáøi.Interpretace probíhá v diskrétním bodì modelového èasu vzniku udá-losti a je realizována vyvoláním interpretaèního podprogramu pøíslu¹-ného k typu události. Interpretaèní podprogram provede zmìny v mo-delu (tj. zmìny hodnot atributù objektù) voláním metod objektù, kte-rých se událost týká. Pokud je interpretovaná událost pøímou pøíèinoudal¹í události v budoucím modelovém èase, je souèástí èinnosti nìkterévolané metody objektu naplánování (tj. zatøídìní do kalendáøe) tétoþnovéÿ události. Interpretovaná událost je vymazána z kalendáøe.Pro realizaci tohoto zpùsobu øízení výpoètu 22 vystaèíme s �loso�í ob-jektù poskytovanou konvenèními prostøedky pro objektovì orientované pro-gramování (tøeba C++, Ei�el, Smalltalk):Objekt je mno¾ina atributù (tj. prvkù s charakterem dat), jejich¾ konkrét-ním obsahem je urèen stav objektu. S objektem je sdru¾ena mno¾ina metod(operací), které umo¾òují vnìj¹í pøístup k atributùm. Objekt je sám o sobìpasivní (nic nedìlá), ale na po¾ádání (volání jeho metody) poskytuje prookolí urèité slu¾by. 2322Fakticky nelze dekompozici modelu (a odpovídající zpùsob øízení výpoètu) zalo¾ený nametodì interpretace událostí pova¾ovat za þèistì objektovýÿ. Podprogramy pro interpretaciudálostí nelze v obecném pøípadì jednoznaènì pøiøadit jako metodu k ¾ádnému z objektùmodelu, ka¾dý z podprogramù obecnì þoperujeÿ nad celým modelem.23V pøípadì potøeby ale mù¾eme samostatnou èinnost objektu realizovat v rámci konstruktoru nebovybrané metody a pøedávání øízení mezi objekty realizovat zpùsobem popsaným dále v odst. 5.1.4.



76 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùMetodaparalelníchprocesùje zalo¾ena na objektové dekompozici øídi-cího algoritmu simulaèního výpoètu. Jednotlivé èásti výpoètu jsou zapouz-døeny ve vybraných typech (tj. tøídách) objektù, které tím získávají (navíc katributùm a metodám) vlastní program a charakter samostatných výpoèet-ních procesù vykonávaných pseudoparalelnì (tj. jejich exekuce je þprostøí-danáÿ v diskrétním modelovém èase). Opìt se pokusíme struènì vystihnout�loso�ckou podstatu metody paralelních procesù (nad døíve charakterizo-vaným simulaèním modelem diskrétního systému):Nìkteré objekty modelu mají pasivní charakter, tj. nevyvíjí v mo-delovém èase ¾ádnou vlastní aktivitu a pouze poskytují slu¾by (reali-zované voláním jejich metod) pro jiné objekty. Jiné modely objektu,dále oznaèované jako procesy, mají aktivní charakter, tedy vyvíjí (sou-bì¾nì s ostatními procesy) aktivitu podle vlastního programu.Aktivita procesu je èlenìna do sekvence tzv. fází aktivity, probíha-jících v¾dy v jednom konkrétním bodì diskrétního modelového èasu.Výsledkem èinnosti { fáze aktivity je zmìna atributù (lokálních dat)objektu { procesu, pøípadná zmìna atributù jiných objektù a pøípadnázmìna stavu jiných procesù (napø. jejich aktivace). Intervaly modelo-vého èasu mezi fázemi aktivity urèitého procesu se nazývají úsekyneèinnosti.Øízení pseudoparalelního výpoètu v¹ech procesù v modelu opìtvy¾aduje existenci datové struktury s charakterem kalendáøe. V ka-lendáøi jsou vzestupnì podle hodnoty modelového èasu setøídìny udá-losti, jejich¾ záznam obsahuje (kromì hodnoty èasu) je¹tì odkaz doprogramu procesu (tzv. reaktivaèní bod). Øídicí smyèka výpoètu po-stupnì spou¹tí procesy v poøadí daném záznamy v kalendáøi a.aVìt¹í detaily viz korutiny v popisu SIMULY (podkap. 4.6) a v popisu implemen-tace C-Sim v kap 5.Hlavní výhodou dekompozice modelu zalo¾ené na aktivních objektech{ procesech je vìt¹í schopnost modelovat realitu. Objekty reálného svìtajsou toti¾ èasto aktivní { vykonávají vlastní èinnost, která probíhá sou-bì¾nì (paralelnì) s èinností jiných objektù a modelovat je programovýmiobjekty s charakterem výpoèetních procesù je pøímoèaré a pøirozené. Na-víc dekompozice je èistì objektová, proto¾e program vykonávaný objektem {procesem lze jednoznaènì pøiøadit (zapouzdøit) k jeho tøídì. Èistì objektová



4.4. Objektovì orientovaná dekompozice simulaèního modelu 77dekompozice pøiná¹í v¹echny výhody objektového pøístupu v programování- zejména pak výhodu opakovatelné vyu¾itelnosti (angl. reusability) pro-gramového kódu. Na druhé stranì ale vy¾aduje vyu¾ití metody paralelníchprocesù obecnìj¹í model objektu ne¾ poskytují jazyky s charakteremC++.Konkrétnì se jedná o doplnìní programu procesu do deklarace tøídy objektu{ procesu.Toto bylo poprvé realizováno v programovacím jazyce SIMULA (pùvodnìSIMULA67) [Dahl72], [Stau78]. Jazyk má velmi èistou a propracovanoukoncepci a dosud se pomìrnì èasto vyu¾ívá. Jako hlavní charakteristikylze uvést: odvozen odAlgolu60, vyu¾ívá se jen jednoduchá dìdiènost, ob-jekty se vytváøí pouze dynamicky a odkazuje se na nì výhradnì pomocí refe-renèních promìnných, uvolòování dynamické pamìti nepou¾ívaných objektùprovádí automaticky èistiè pamìti (angl. garbage collector). Nevýhodou SI-MULYje pøíbuzenský vztah kAlgolu60, který ji¾ byl vývojem pøekonána neu¾ívá se 24. Proto je také dále v kap. 5 prezentován programovací ná-strojC-Simvyu¾ívající �loso�cké základy SIMULY, ale koncipovaný jakoroz¹iøující (externí) knihovna k jazyku C.4.4.3 Základní tøídy objektùpromodelování SHOProcesovì orientovaná diskrétní simulace je v podstatì univerzální èíslicovoumodelovací technikou, s její¾ pomocí lze realizovat modely diskrétní i spojité25, deterministické i stochastické a jejich nejrùznìj¹í kombinace. V dal¹ímtextu se budeme orientovat zejména na problematiku modelování reálnýchsystémù s charakterem SHO, tedy na stochastické modely vyvíjející se vdiskrétním modelovém èase.V simulaèním modelu zalo¾eném na metodì paralelních procesù v prvníøadì rozli¹ujeme objekty pasivní (nemají vlastní program, realizují zapouz-døení atributù (tj.dat) a metod (tj. operací èi slu¾eb vyu¾itelných z vnìj¹kuobjektu) a objekty aktivní, které navíc mají vlastní program vykonávanýpseudoparalelnì s programy jiných takových objektù. Dal¹í rozli¹ení objektùv simulaèním modelu mù¾e být na statické (existují po celou dobu výpoètu24Souèasným navázáním na skandinávskou tradici jazykù Algol60, SIMULA67, SIMULAa Algol68 je BETA. Tento objektovì orientovaný jazyk má jednotnou abstrakci (oznaèenoujako pattern, tj. vzor) pro procedury, procesy, objekty, tøídy a výjimky.25Co¾ je na první pohled pøekvapivé, ale jen do té doby, ne¾ si uvìdomíme, ¾e diferenci-ální rovnice pøedstavující spojitý matematický model reálného systému se øe¹í metodaminumerické integrace v diskrétním èase.



78 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùsimulaèního programu) a dynamické, které jsou vytváøeny a ru¹eny (jinýmiobjekty s charakterem procesù) prùbì¾nì. V první fázi vytváøení simulaè-ního modelu se musíme rozhodovat, jaké typy (tj. tøídy objektù) pou¾ijeme,kterým dáme aktivní èi pasivní charakter a zda nemù¾eme svoje potøebnétypy odvodit (dìdìním) z nìjakých ji¾ existujících typù. Speciálnì objektùmvyu¾ívaným pro modelování SHO èasto potøebujeme dát vlastnosti prvkuseznamu (napøíklad objekty modelující po¾adavky se musí øadit do front re-alizovaných jako seznamy). Dále zøejmì potøebujeme objekty s charakteremseznamù, které vyu¾ijeme jako objekty modelující fronty.Pøíkladem budi¾ opìt programovací jazyk SIMULA. V SIMULEmo-hou být objekty vytváøeny jen v dynamicky pøidìlované pamìti a reprezen-továny jen prostøednictvím tzv. referenèních promìnných (analogie ukaza-telù v C). K základnímu jazyku mohou být pøipojeny tzv. systémové tøídySIMSET a SIMULATION. V SIMSET jsou soustøedìny prostøedky umo¾òujícípráci s obousmìrnými cyklickými seznamy. Jedná se o tøídy LINKAGE (ne-pou¾ívá se pøímo, sdru¾uje spoleèné vlastnosti tzv. hlavy seznamu a prvkùseznamu), LINK (potomek LINKAGE, doplòuje speci�cké vlastnosti (jen me-tody) prvku seznamu) a HEAD (opìt potomek LINKAGE, hlava (tj. reprezen-tant) seznamu, doplòuje speci�cké vlastnosti { operace nad celým sezna-mem). Pøi konstrukci simulaèního modelu se èasto fronty pøímo modelujíobjektem se základním typem HEAD. Naproti tomu je v¾dy tøeba vytvoøitvlastní typy (napø. objektù modelujících po¾adavky) odvozením od LINK apøidat vlastní atributy (tj. informaèní obsah prvku seznamu).Pro pøehled uvedeme významné abstraktní vlastnosti s charakterem me-tod pro tøídu LINK 26:into (seznam) { voláním metody (napøíklad prvek.into (sez1)) øadíme ob-jekt { prvek seznamu na konec seznamu { parametru metody.follow (jiný prvek) { voláním metody se øadí aktuální objekt do seznamuza objekt jiný prvek 27.precede (jiný prvek) { voláním metody se øadí aktuální objekt do seznamupøed objekt jiný prvek.26Jejich detailnìji popsané ekvivalenty pro C{Sim viz kap. 5.27Seznam není tøeba speci�kovat, operace se provede jen nad spojkami (dopøedu, dozadu)aktuálního objektu a objektu jiný prvek.



4.5. Procesy v programovacím jazyce SIMULA 79out() { volání metody vyøadí aktuální prvek ze seznamu (k provedení ope-race opìt není tøeba speci�kovat konkrétní seznam).Je¹tì uvedeme významné abstraktní vlastnosti (s charakterem operací)pro tøídu HEAD. Jedná se o operace realizovatelné nad celým seznamem:empty() { test na prázdný seznam, vrací booleovskou hodnotu true, je{liseznam prázdný, jinak vrací false.cardinal() { metoda vrací délku (tj. poèet prvkù) seznamu.�rst() { metoda vrací odkaz na první prvek seznamu.last() { metoda vrací odkaz na poslední prvek seznamu.clear() { volání metody vyprázdní seznam 28.V systémové tøídì SIMULATION je deklarována tøída PROCESS jakopotomek LINK, tj. procesy jdou øadit do seznamù { front. Pøi vytváøenísimulaèního modelu je tøeba odvodit od PROCESS vlastní tøídy aktivních ob-jektù { tj. dodat atributy (lokální data procesu), pøípadnì pøidat metody,ale urèitì pøidat program chování procesu. Vlastnosti a stavy procesù re-alizovaných ve tøídì PROCESS upøesníme v dal¹í podkapitole. Konkrétnívlastnosti procesù dostupné pøi pou¾ití C{Simjsou popsány v kap. 5.Je¹tì v obrázku 4.6 uvedeme schematicky pøíbuzenské vztahy základníchtøíd vyu¾itelných pro konstrukci simulaèního modelu sítì front v SIMULE.Èárkovanì jsou naznaèeny typy, které se pøi konstrukci simulaèního modelumusí doplnit.4.5 Procesy v programovacím jazyce SIMULAVýznamný rozdíl SIMULY proti C++ a jiným pou¾ívaným objektovìorientovaným jazykùm spoèívá v doplnìní operaèní èásti (tj. posloupnostipøíkazù) do deklarace tøídy. Syntakticky má deklarace napøíklad tøídy ABnásledující podobu:28V SIMULE (na rozdíl pøíkladnì od kontejnerové knihovny Classlib pro C++) nenítøeba se o þosudÿ prvkù vyprázdnìného (èi zru¹eného) seznamu nijak starat, je to zále¾itostèistièe pamìti, který uvolní dynamickou pamì» pøidìlenou pro objekt, na který neexistuje¾ádný platný odkaz.



80 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùLINKAGEHEAD LINK PROCESS
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Obrázek 4.6: Základní typy objektù pro konstrukci modelu sítì frontA class AB (formální parametry)speci�kace typu parametrù;begindeklarace atributù;deklarace metod;operaèní èást AB;end;V uvedené deklaraci pøedstavuje A jméno bázové tøídy. Parametry odpo-vídají parametrùm konstruktoru v C++s tím rozdílem, ¾e je lze vyu¾ívatjako øádné atributy po celou dobu existence objektu. Deklarace atributù ametod (mají formu procedur obvyklou v Algolu 60) není nijak �loso�ckyodli¹ná od C++. Hlavní rozdíl proti obvyklému chápání objektù pøiná¹íoperaèní èást AB, která algoritmicky popisuje speci�ckou èást þ¾ivotaÿ ob-jektu tøídy AB. Objekty této tøídy dìdí operaèní èást svého pøedka (tj. A),její¾ vykonání pøedchází vykonání vlastní operaèní èásti. V této souvislostije vhodné uvést, ¾e vyu¾ití vícenásobné dìdiènosti by pøineslo problém sta-novení poøadí, ve kterém budou vykonány zdìdìné operaèní èásti pøedkù.Je to jeden z dùvodù, proè jazyky následující po SIMULE (napø. C++,Ei�el) vyu¾ily jednodu¹¹í model þpasivníchÿ objektù.Operaèní èásti v¹ech existujících objektù by mìly být vykonávány para-lelnì (na jednoprocesorovém poèítaèi pseudo{paralelnì). Pro implementaci



4.5. Procesy v programovacím jazyce SIMULA 81pseudo{paralelního výpoètu byl v SIMULEvyu¾it koncept korutin (z angl.coroutines). Pøed vysvìtlením tohoto stylu programování pøipomeneme kla-sický procedurální styl (Algol, Fortran, Pascal, C ) vyu¾ívající subrou-tiny (procedury, funkce) volané z hlavního programu nebo vzájemnì. Vztahnapø. hlavního programu a volané procedury je asymetrický { volaná pro-cedura neví kdo ji vyvolal, probìhne celá a¾ do konce a vrátí øízení do místavyvolání (anonymnì operací return). Naproti tomu v programu koncipo-vaném jako mno¾ina korutin (tj. spolupracujících procedur) jsou v¹echnykorutiny þrovnoprávnéÿ a jejich výpoèet neprobíhá jednorázovì, ale po èás-tech. Po ukonèení urèitého úseku svého programu pøedává korutina x øí-zení jiné (explicitnì pojmenované) korutinì y operací napø. resume(y). A¾získá x znovu øízení, pokraèuje výpoèet nikoliv od poèátku, ale od pøíkazunásledujícího za resume(y) (tzv. reaktivaèní bod ). Pøedávání øízení mezikorutinami je þdobrovolnéÿ (tj. délka úseku výpoètu není nijak omezena).V této fázi úvah se dostáváme k nutnosti rozli¹ovat korutinu jako progra-mový text a výpoèetní proces podle tohoto textu probíhající. Podle jednohoprogramu (musí být konstruován jako reentrantní) toti¾ mù¾e souèasnì pro-bíhat nìkolik procesù. Operaèní èást tøídy A v SIMULEpøedstavuje pro-gramový text korutiny k A. Výpoèet operaèní èásti objektu (napøíklad a1)pøedstavuje výpoèet procesu (oznaèíme p a1) podle programu k A. V¹echnyobjekty tøídy A tedy þsdílíÿ programový text korutiny k A. Podle tohoto pro-gramového textu souèasnì probíhají v¹echny existující procesy p ai, ka¾dýale pracuje nad unikátními atributy objektu ai), popøípadì sdílí globálnídata de�novaná mimo tøídu A.Program v SIMULElze pak chápat jako mno¾inu kooperujících pseudo{paralelních výpoèetních procesù. Na poèátku výpoètu existuje pouze jedenproces (má vyhra¾ené jméno main) probíhající podle hlavního programu.Uvedeme nyní nìkolik málo podrobností nutných k lep¹ímu pochopení celézále¾itosti.Objekt je vytvoøen (napø. v procesu hlavního programu) dynamicky ná-sledující operací:a :-- new A (aktuální parametry);Zde a je referenèní promìnná deklarovaná jako ref(A) a , tj. je oprávnìná(tzv. kvali�kovaná) odkazovat na objekty tøídy A a jejích podtøíd (polymor-�smus). Pro pøiøazení referencí se vyu¾ívá speciální operátor :-- Operáto-rem new se podobnì jako v C++dynamicky vytváøí nový objekt tøídy A,



82 Kapitola 4. Simulaèní modely diskrétních stochastických systémùkterému se pøedají aktuální parametry. VC++dojde k vyvolání konstruk-toru, zde je pøedáno øízení na zaèátek korutiny k A. Pokud je uvnitø korutinypouze provedena inicializace atributù pøíslu¹ného objektu, je výsledný efektstejný jako pøi vyvolání konstruktoru v C++. Výpoèet procesu p a1 do-bìhl do konce, nelze v nìm ji¾ dále pokraèovat, data objektu pochopitelnìzùstávají v platnosti a lze je vyu¾ívat voláním metod tøídy A pro objekta1. Zajímavìj¹í je situace, kdy jedním z pøíkazù pou¾itých v programovémtextu k A je detach (tj. odpoj). Dojde k takzvanému þosamostatnìníÿ ob-jektu a jeho výpoèetní proces se stává slo¾kou mno¾iny pseudo{paralelníchprocesù realizujících celkový výpoèet. Samostatnému objektu (pøesnìji od-povídajícímu výpoèetnímu procesu) lze pøedat øízení voláním resume(a1)z jiného samostatného objektu.Operace pro øízení pseudo{paralelního výpoètu na úrovni základního ja-zyka (detach, resume) byly dále vyu¾ity pro vytvoøení dokonalej¹ích pro-støedkù formou tzv. systémových tøíd. Ve tøídì SIMSET jsou k dispozici tøídypro práci s cyklickými obousmìrnì zøetìzenými seznamy (LINKAGE { sdru-¾uje spoleèné vlastnosti prvkù a hlavy seznamu, LINK { prvky seznamu,HEAD { hlava seznamu). Ve tøídì SIMULATION byly zavedeny výpoèetní pro-cesy jako instance tøídy PROCESS (odvozené od LINK { proces tedy mù¾e býtprvkem seznamu). Hlavní program je rovnì¾ proces s vyhrazeným jménemmain.Procesy realizují svoji èinnost v modelovém èase, jeho¾ hodnotu je mo¾nékdykoliv zjistit voláním operace time. þ®ivotÿ procesù v modelovém èasemá diskrétní charakter { fáze aktivity procesu se realizují v diskrétní hod-notì modelového èasu (mají nulovou délku trvání) a mezi nimi jsou úsekyneèinnosti s nenulovou dobou trvání v modelovém èase. Základní datovoustrukturou vyu¾ívanou pro øízení pseudo{paralelního výpoètu je tzv. kalen-dáø. V kalendáøi jsou zøetìzeny (v poøadí stoupajícího modelového èasu)záznamy obsahující konkrétní hodnotu modelového èasu a odkaz na proces,který má v tomto èase pøevzít øízení. Aktivní je v¾dy proces nacházející sev èele kalendáøe.Vytvoøené procesy se mohou nacházet v následujících stavech:Pasivní { není urèen èas provedení pøí¹tí fáze aktivity (proces nemá zá-znam v kalendáøi).



4.5. Procesy v programovacím jazyce SIMULA 83Plánovaný{ je urèen èas provedení pøí¹tí fáze aktivity (proces má záznamv kalendáøi).Aktivní { právì se provádí nìkterá fáze aktivity (proces má záznam v èelekalendáøe).Ukonèený{ u¾ byly provedeny v¹echny fáze aktivity (proces nejde znovuspustit, data zùstávají v platnosti).K pøechodùmmezi stavy dochází provedením nìkteré z následujících operacív aktivním procesu (zjednodu¹enì):passivate{ aktivní proces pøechází do stavu pasivní (je vyøazen z kalen-dáøe a je aktivován proces z èela kalendáøe událostí).hold { aktivní proces pøechází do stavu plánovaný (a je aktivován ná-sledující proces podle kalendáøe událostí). Délka následujícího úsekuneèinnosti je parametrem operace.activate { aktivní proces x pøevádí jiný proces y ze stavu pasivní doplánovaný. Aktivní proces x dále pokraèuje v èinnosti. Parametryoperace jsou odkaz na y a èasový údaj.cancel { aktivní proces x pøevádí jiný proces y ze stavu plánovaný dopasivní. Aktivní proces dále pokraèuje v èinnosti. Parametrem operaceje odkaz na y.



84 Kapitola 5. Pøíklady pou¾ití C-Sim
K a p i t o l a 5P ø ík la d y p o u ¾ i t í C - S imPoznámka:C-Simje simulaèní nástroj zalo¾ený na jazyceC(ANSII norma). Posky-tuje podobnì jako SIMULAzákladní typy LINK - prvky seznamù, HEAD -seznamy, PROCESS - pseudoparalelní procesy (deterministická vlákna, kteráve svém programu sama urèují, kdy øídicí algoritmus pøepne na jiné vlákno).Ve¹keré informace o C-Sim (vèetnì anglicky psané referenèní pøíruèky amo¾nosti nata¾ení zdrojového kódu) jsou dostupné na http://www.c-sim.zcu.cz.Dále jsou uvedeny pouze komentáøe k základním pøíkladùm dostupným nasdíleném adresáøi k pøedmìtu VSP.5.1 Simulaèní model otevøené sítì frontUva¾ujme otevøenou sí» front znázornìnou na následujícím obrázku.
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Obrázek 5.1: Pøíklad sítì frontSí» obsahuje dva obslu¾né systémy, má dva vstupy po¾adavkù z okolí (tj.dva vstupní proudy) a po¾adavky mohou opustit sí» ve dvou místech (dvavýstupní proudy). Pøedpokládejme, ¾e v¹echna vyu¾itá pravdìpodobnostní



5.1. Simulaèní model otevøené sítì front 85rozlo¾ení jsou exponenciální s parametry �1; �2 (støední frekvence vstup-ních proudù) a �1, �2 (podmínìné støední frekvence obsluh). Tyto velièinyjsou zároveò vstupními parametry modelu. Jako dal¹í vstupní parametrybudou vyu¾ity pravdìpodobnosti p1 a p2, tj. pravdìpodobnosti, s kterýmipo¾adavek odchází ze systému po ukonèení obsluhy v prvním resp. druhémobslu¾ném systému. Simulaèní model bude konstruován s cílem urèit støednídobu odezvy Tq, tj. støední dobu prùchodu po¾adavku sítí.Pøi vytváøení modelu vyu¾ijeme principy objektovì orientované analýzy.Budeme se sna¾it nalézt tøídy (tj. typy) prvkù modelu a popsat je tak, abybyly univerzálnìji vyu¾itelné (idea reusability), napøíklad i pro model po-dobné sítì slo¾ené ze tøí èi více obslu¾ných uzlù. Rozli¹íme následující typyprvkù modelu:Po¾adavekRozhodneme se pro pasivní model po¾adavku (tj. modelujeme jej pouzejako data). Vzhledem k tomu, ¾e po¾adavky øadíme do front, odvodímejejich typ od standardního typu LINK. Jako dodateèný atribut (navíc protiLINK) pøidáme (s ohledem na cíl sledovaný konstrukcí modelu) èas vstupupo¾adavku do SHO. Typ po¾adavek vyjádøený v syntaxi C-Simu tedy je:typedef struct {d_link;double taktiv; /* èas vzniku po¾adavku */} TRNS_DATA;Fronta po¾adavkùFrontu opìt modelujeme jako pasivní (tj. nevyvíjí ¾ádnou vlastní akti-vitu) objekt odvozený od standardního typu HEAD. Navíc ke standardnímvlastnostem tohoto typu (implementuje obousmìrný cyklický seznam) pøi-dáme je¹tì vazbu (odkaz) na navazující prvek { kanál obsluhy. Typ frontavyjádøený v syntaxi C-Simu bude:/* datovy zaznam fronty - pasivni objekt */typedef struct {d_head;



86 Kapitola 5. Pøíklady pou¾ití C-SimPROCESS *obsluha; /* ukazatel na proces obsluhy*/} MY_HEAD;Zdroj po¾adavkùZdroj po¾adavkù budeme modelovat jako aktivní objekt, tj. jako procesgenerující poissonovský proud po¾adavkù. Odvodíme jej od standardníhotypu PROCESS pøidáním atributù støední frekvence proudu a vazba na nava-zující prvek { frontu. Lokální data procesu popí¹eme následujícím typem:typedef struct {d_process;float lambda; /* intenzita pøíchodù */MY_HEAD *fronta; /* navazující fronta */} PRICHOD_DATA;Objekt s charakterem procesu nestaèí popsat pouze prostøednictvím jehoatributù (tj. vlastností s charakterem lokálních dat), potøebujeme popsattaké jeho èinnost. Reentrantní (tj. mù¾e podle nìj probíhat více procesù)program èinnosti procesu má v C{Simnásledující formu:s_program(PRICHOD_DATA, PRICHOD_PROG)static TRNS_DATA *p_poin; /* pomocný ukazatel */for (;;) {p_poin = s_new_link (TRNS_DATA);p_poin->taktiv = TIME();into ((LINK *) p_poin, (HEAD *) my.fronta );if (idle (my.fronta->obsluha))activate_at (my.fronta->obsluha, TIME());hold(negexp(my.lambda));}s_end_programKanál obsluhy.Jako poslední (a nejslo¾itìj¹í) typ prvkù modelu zavedeme kanál ob-sluhy. Budeme jej modelovat jako objekt s vlastní èinností, tj. odvodíme



5.1. Simulaèní model otevøené sítì front 87jej od standardního typu PROCESS. Pøidáme atributy s charakterem støednífrekvence obsluh, pravdìpodobnosti odchodu ze systému po ukonèení ob-sluhy, vazby{odkazu na pøedchozí prvek a vazby{odkazu na navazující pr-vek. Dále pøidáme atributy potøebné pro realizaci statistického sledováníchování prvku, konkrétnì èítaè po¾adavkù pro¹lých obsluhou a souèet dobprùchodù po¾adavkù opou¹tìjících systém 1. Lokální data procesu popí¹emenásledujícím typem:typedef struct {d_process;float mi; /* intenzita obsluhy */float p; /* pravdìp. odchodu ze syst. */MY_HEAD *in_fronta; /* vstupní fronta */MY_HEAD *out_fronta; /* navazující fronta */UWORD cit; /* èítaè prùchodù */double stq; /* souèet dob prùchodù */} OBSLUHA_DATA;Reentrantní program èinnosti procesu má v C{Simnásledující formu:s_program(OBSLUHA_DATA, OBSLUHA_PROG)static TRNS_DATA *p_poin; /* pomocný ukazatel */for (;;) {if (!empty((HEAD *) my.in_fronta)) {hold(negexp(my.mi));}else {passivate();continue;}p_poin = (TRNS_DATA *) first((HEAD *) my.in_fronta);if (((float)rand()/MAX_INT) > my.p) {my.cit ++;my.stq += TIME() - p_poin->taktiv;dispose_link((LINK*) p_poin); /* zároveò out() */}1Pøi konstrukci modelù prvkù se zamý¹leným univerzálnìj¹ím vyu¾itím je vhodné dis-tribuovat data pro statistiku do objektù{procesù a jejich aktualizaci do programù procesù(zásada zapouzdøení).



88 Kapitola 5. Pøíklady pou¾ití C-Simelse {out((LINK *) p_poin);into((LINK *) p_poin, (HEAD *) my.out_fronta);if (idle (my.out_fronta->obsluha))activate_at (my.out_fronta->obsluha, TIME());}}s_end_programV inicializaèní èásti simulaèního programu realizujícího model konkrétnísítì generujeme pøíslu¹né objekty a provedeme jejich propojení. Konkrétnìjise jedná o následující èinnosti:� Ètení dat { parametrù modelu.� Vytvoøení objektù (vC-Simjen dynamicky) a naplnìní ukazatelù (glo-bálních dat simulaèního programu) odkazy na vytvoøené objekty.� Inicializace dat { atributù objektù. V C-Sim jsou atributy v¾dy pøí-stupné zvnìj¹ku objektu (jako public v C++) a lze je naplnit pøímýmpøiøazením. Je pochopitelnì mo¾né konstruovat pro ka¾dý pou¾itý typobjektu inicializaèní funkci (analogie konstruktoru).� Propojení prvkù modelu se realizuje dosazením hodnot globálních uka-zatelù (reprezentace stabilních objektù) do lokálních atributù objektùs charakterem odkazù.� Provede se poèáteèní aktivace prvkù s charakterem procesù. Alespoòjeden proces musí být na zaèátku aktivován. V popisovaném modelusítì front musí být na zaèátku aktivovány procesy modelující zdrojepo¾adavkù.Kompletní programový text modelu (soubor OPENQN.C) je k dispo-zici ve sdíleném adresáøi urèeném pro informace o cvièeních z VSP. Pøíkladmù¾e po prostudování slou¾it jako výchozí jednoduchý text pro vlastní ex-perimenty. Speciálnì lze doporuèit:� Vyzkou¹et (zmìny parametrù) problematiku zatí¾ení sítì (stacionárníre¾im versus zahlcení).



5.2. Model multiprogramního výpoèetního systému 89� Vyzkou¹et vyu¾ití jiných ne¾ exponenciálních pravdìpodobnostních roz-dìlení.� Sestavit sí» s jiným poètem a propojením prvkù.� Doplnit do modelu dal¹í typy prvkù, napøíklad kanály obsluhy, z kte-rých po¾adavek mù¾e odejít do dvou rùzných (pravdìpodobnost vìt-vení) navazujících obslu¾ných uzlù.5.2 Model multiprogramního výpoèetního systémuKomentovaný zdrojový text modelu je obsa¾en v souboru CESEM.C, kterýje k dispozici ve sdíleném adresáøi urèeném pro cvièení z pøedmìtu VSP.Jedná se o simulaèní model výpoèetního systému pracujícího v multipro-gramním re¾imu èinnosti (zkratka CEntral SErver Model). Zdrojový textmodelu pøedpokládá vyu¾ití interaktivního prostøedí pro práci s C-Simnapoèítaèi typu PC. Model je schematicky znázornìn na následujícím obrázku.
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Obrázek 5.2: Model multiprogramního re¾imuVýpoèetní systém se skládá z procesoru (cpu) a dvou periferních zaøízení(per1, per2). V¹echny uvedené moduly jsou modelovány jako elementárnísystémy hromadné obsluhy s frontou typu FIFO bez priorit. Pravdìpodob-nostní rozlo¾ení doby obsluhy je exponenciální pro v¹echny subsystémy (pa-rametry micpu, miper1, miper2).



90 Kapitola 5. Pøíklady pou¾ití C-SimSystém zpracovává pevný poèet zakázek (pevný stupeò multiprogramo-vání, poèáteèní nastavení na 1). Zakázky jsou dvou rùzných typù, které seli¹í hodnotami pravdìpodobností vìtvení po opu¹tìní obsluhy v cpu. Tytopravdìpodobnosti jsou (pro zakázku i-tého typu, i=1,2) oznaèeny v pro-gramu:p0i pravdìpodobnost ukonèení zakázky po opu¹tìní cpup1i pravdìpodobnost pøechodu zakázky z cpu do obsluhy v per1p2i pravdìpodobnost pøechodu zakázky z cpu do obsluhy v per2Pravdìpodobnost výskytu zakázky prvního typu v multiprogramnímmixuje q, druhý typ se vyskytuje s komplementární pravdìpodobností 1-q. Poukonèení obsluhy v periferním zaøízení se zakázky vrací opìt do obsluhv cpu. Zakázky jsou modelovány pomocí objektù typu JREC de�novanýchjako roz¹íøení LINK o atributy p0i, p1i, p2i (pravdìpodobnosti vìtvení propøíslu¹ný typ zakázky).Obslu¾ný subsystém cpu je modelován jako proces s datovým záznamemzákladního typu PROCESS (reprezentován ukazatelem se jménem cpu). Pro-ces probíhá podle programu CPU PROG. Fronta na cpu je modelována jakoobjekt základního typu HEAD (reprezentace ukazatelem pfifocpu).Periferní subsystémy jsou modelovány jako procesy s datovým záznamemtypu PERIF, odvozeným ze základního typu PROCESS roz¹íøením o intenzituobsluhy mi a ukazatel na frontu pfifo. Ukazatele na procesy jsou ozna-èeny jako per1, per2. Procesy periferních subsystémù vyu¾ívají spoleènýreentrantní program PERIF PROG. Fronty na periferie jsou modelovány jakoobjekty základního typu HEAD (ukazatele pfifoper1, pfifoper2).Aktivita plánovacího algoritmu operaèního systému (plánovaè { vybírázakázky do multiprogramního mixu) je modelována pomocí procesu (da-tový záznam typu PROCESS, program SCHED PROG, ukazatel sched). Pro-ces pracuje nad frontou (typ HEAD, ukazatel pfifosched), do které je za-øazena ukonèená zakázka (pravdìpodobnost vìtvení p0i po ukonèení ob-sluhy v cpu). Plánovaè je aktivován pøi ka¾dém vlo¾ení zakázky do frontypfifosched a jeho èinnost se li¹í podle aktuální hodnoty èítaèe cntsched.Hodnota èítaèe modeluje externí po¾adavky (zadávané z klávesnice) na zvý-¹ení nebo sní¾ení stupnì multiprogramování (kladná nebo záporná hodnotaèítaèe).



5.2. Model multiprogramního výpoèetního systému 91Externí po¾adavky jsou obsluhovány speciálním procesem (datový zá-znam typu PROCESS, program KBD PROG, ukazatel kbd), který periodickyprohlí¾í (voláním funkce scan line() ) vyrovnávací pamì» pro pøíkazy zklávesnice. Zadáním znaku + (a Enter) z klávesnice se inkrementuje hodnotaèítaèe cntsched, zadáním znaku - a Enter se èítaè dekrementuje. Pøi zji¹-tìní kteréhokoliv jiného poèáteèního znaku pøíkazu je volána funkce stop()a simulaèní výpoèet se zastaví (je-li ov¹em nastavena podmínka zastaveníOptions/Break after/User's calling stop()).Èinnost plánovaèe (tj. procesu sched) pro rùzné hodnoty èítaèe cntschedje následující:cntsched = 0 { plánovaè náhodnì zmìní typ prvního zakázky ve své frontì(pfifosched) voláním funkce inijob() a vrátí zakázku do obslu¾néhosystému cpu. Tímto zpùsobem je modelováno ukonèení zakázky a jehonáhrada jiným pøi zachování konstantního poètu zakázek v systému.cntsched > 0 { kladná hodnota èítaèe indikuje po¾adavek na zvý¹ení po-ètu zakázek v systému. Plánovaè provede stejnou akci jako v pøedcho-zím pøípadì, vygeneruje novou zakázku, vlo¾í ji do obslu¾ného systémucpu a dekrementuje cntsched.cntsched < 0 { záporná hodnota èítaèe indikuje po¾adavek na zmen¹enípoètu zakázek v systému. Plánovaè zru¹í první zakázku ze své frontya inkrementuje cntsched.Pro popisovaný zpùsob ovlivòování výpoètu zadáváním pøíkazù z kláves-nice musí být aktivována pøíkazová øádka (volba Options/Command line).Cílem simulace je urèit hodnotu prùchodnosti, tj. prùmìrný poèet zaká-zek ukonèených za jednotku èasu. Simulaèní model mù¾e být vyu¾it pro ur-èení maximální hodnoty prùchodnosti v závislosti na nìkterém z parametrùmodelu. Napøíklad lze urèit optimální pomìr uva¾ovaných dvou typù zaká-zek v multiprogramním mixu (tj. hodnotu pravdìpodobnosti q, pro kterouje maximální prùchodnost) pro dané pravdìpodobnosti vìtvení (odpovídáèetnost po¾adavkù zakázek na periferní pøenosy) a pro dané intenzity obsluh(souvisí s obslu¾nými èasy v jednotlivých subsystémech obsluhy).V inicializaèní sekci simulaèního programu jsou de�novány promìnnémicpu, miper1, miper2 a q jako parametrymodelu pomocí funkce def par().Tyto velièiny lze mìnit pøed ka¾dým simulaèním experimentem pomocí



92 Kapitola 5. Pøíklady pou¾ití C-Simvolby Init v hlavním ovládacím menu. Dále je v inicializaèní sekci de-�nováno vìt¹í mno¾ství trasovaných promìnných a objektù pomocí funkcedef trace(). Aktuální hodnoty trasovaných velièin a stav objektù je mo¾nézobrazovat v prùbìhu simulaèního experimentu.5.3 Modelování distribuovaných øídicích algoritmùVyu¾ití eperimentální metodiky ovìøování distribuovaných øídicích algo-ritmù pøedvedeme prostøednictvím pomìrnì univerzálního modelu takovéhoalgoritmu. Distribuovaným systémem zde rozumíme mno¾inu procesorù vá-zaných komunikaèním podsystémem, který zaji¹»uje plnou konektivitu, tj.mo¾nost pøímého komunikaèního spojení mezi libovolnými dvìma proce-sory. Procesory komunikují zasíláním zpráv. Øídicím algoritmem rozumímealgoritmus øe¹ící globální události týkající se funkce celého systému (vý-padek procesoru, pøipojení nového procesoru, synchronizaci èinnosti v¹echprocesorù, volbu jednoho centrálního procesoru ap.).Øidicí algoritmus je zpravidla koncipován jako programovì realizovanýkoneèný automat, de�novaný mno¾inou vnitøních stavù fSjg, mno¾inouvstupù (zde typy zpráv fMig akceptovaných automatem) a mno¾inou ope-rací (procedur) fOijg provádìných pøi pøíchodu zprávy typu fMig ve stavufSjg. Jednotlivé repliky - automaty v procesorech sítì jsou shodné (mohouse ov¹em nacházet v rùzných vnitøních stavech) a vzájemnì komunikují za-síláním zpráv (souèást èinnosti uvnitø fOijg). Ve slo¾itìj¹ím asynchronnímpøípadì je doba pøenosu zprávy náhodná. Jednotlivé procesory mají vstupníporty s vyrovnávací pamìtí, která udr¾uje frontu do¹lých a automatem do-sud nezpracovaných zpráv.Model vstupního portu procesoru v C-Simby mohl vypadat napøíkladtakto:typedef struct {d_head; /* vlastnosti seznamu */PROCESS* server; /* obsluhující automat */... /* dal¹í polo¾ky */} PORT;Zprávy by mìly tento typ:



5.3. Modelování distribuovaných øídicích algoritmù 93typedef struct {d_link; /* vlastnosti prvku seznamu */int code; /* èíselný kód zprávy */... /* dal¹í polo¾ky */} MESSAGE;Vlastní pøechodová funkce automatu by byla univerzálnì realizována jakomatice ukazatelù na funkce operací, øádkový index je kód zprávy, sloup-cový index je kód vnitøního stavu automatu. Pro jednoduchost zapí¹emejen matici 2 x 2 prvky:void (* svitch_table [2][2]) () = {{O11 , O12}, /* napø. O11 je jméno funkce vyvolané pøi */{O21 , O22} /* pøíchodu zprávy s kódem 1 ve stavu 1 */};Data procesu realizujícího automat bychom popsali v C-Simtakto:typedef struct {d_process; /* vlastnosti pseudoparalelního procesu*/PORT* p_port; /* vstupní port pro zprávy */int state; /* vnitøní stav automatu */... /* dal¹í polo¾ky */} P_DATA;Dále naznaèíme program procesu realizujícího automat. V C-Simu mo-hou pøístupový operátor k lokálním datùm procesu (my.) pou¾ívat pouzefunkce, deklarované jako programy procesù (tj. pomocí makropøíkazù s programa s end program), tedy nikoliv funkce Oij realizující pøechody automatu.Problém obejdeme zavedením globálního ukazatele p current, který musíbýt pøed voláním funkce realizující pøechod nastaven na aktivní proces akterý mù¾e být vyu¾it pro pøístup k lokálním datùm (tj. p current -> po-lo¾ka namísto my.polo¾ka). Reentrantní program, podle kterého probíhajíprocesy automatù ve v¹ech procesorech, by potom vypadal zhruba taktos_program (P_DATA, P_PROG)my.state = výchozí_stav;while (1) {p_current = (P_DATA*)current();



94 Kapitola 5. Pøíklady pou¾ití C-Sim/* nastavení glob. ukazatele */if (!empty((HEAD*)my.p_port) {p_mes = (MESSAGE*) first ((HEAD*)my.p_port);hold (doba_pøechodu);/* simulace doby zprac. zprávy */(*switch_table [p_mes->code] [my.state])();/* vlastní pøechod */out ((LINK*) p_mes);/* vyøazení zprávy z fronty */} else passivate(); /* ¾ádná zpráva */}s_end_programOperace vyvolávané pøes matici ukazatelù by byly realizované jakoC-funkce.Naznaèíme nìkterou z nich:void O11 () {...p_current -> state = 2;/* zmìna stavu automatu */send (message_poin, port_poin);/* zpráva jinému procesoru */...} Ve sdíleném adresáøi urèeném pro pøíklady z pøedmìtu VSP je v souboruD EL.C (zkratka Distributed ELection) model distribuovaného výpoèetníhosystému (n procesorù a n replik øídicího procesu), ve kterém je realizovánasynchronní algoritmus volby jednoho \vedoucího" procesoru (resp. procesuv nìm realizovaného), pøièem¾ nìkteré procesory mohou být porouchané. Vtomté¾ adresáøi je dal¹í komentáø k pøíkladu.Poznámka:Prezentovaný zpùsob modelování èinnosti distribuovaných a paralelních sys-témù umo¾òuje udr¾et semantickou blízkost modelované a reálnì imple-mentované verze øídicího algoritmu. Po odladìní simulaèního programu (tj.dlouhodobém stochastickém testování modelovaného algoritmu) lze pøejít



5.3. Modelování distribuovaných øídicích algoritmù 95od modelové k provozní verzi algoritmu relativnì malými a prùhlednýmiúpravami vesmìs realizovatelnými systematicky pomocí editoru (èi speciál-ního programu{�ltru). Napøíklad se jedná o odstranìní dynamiky modelu(viz pøíkaz hold()), systematické odstranìní pøístupových operátorù my. ap current-> a náhradu nìkterých operací (zde napø. send(), passivate())voláním konkrétních funkcí reálného operaèního prostøedí procesu. Faktickypo¾adavek co nejvìt¹í blízkosti modelovaného distribuovaného èi paralel-ního algoritmu (a mo¾nost pøímoèarého vyu¾ití algoritmu vyzkou¹enéhopomocí modelu) byl jedním z dùvodù pro realizaci C-Sim jako extenzeC jazyka, který je nejfrekventovanìj¹ím implementaènín prostøedkem dis-tribuovaných algoritmù. Detailnìj¹í informace o vyu¾ití C-Sim pro mode-lování vlivu poruch na funkci øídicího systému lze nalézt na www stráncehttp://www.c-sim.cz, popøípadì http://www.fit.zcu.cz.
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