5. Funkce nahodnych veli¢in a nahodnych vektoru

5.1 Spojité nahodné veliciny

V této Casti se budeme zabyvat problematikou transformace ndhodné veli¢iny tak , jak
jsme jiz nékolikrat zminili v pfedchozim textu. Nejdiive uvedeme dvé zakladni véty o
substituci v integralnim poctu. Diikazy téchto vét lze najit v kazdé ucebnici integralniho
poctu.

Véta 5.1

Necht X je ndhodnd velicina a Y = h(X) , kde h je ryze monoténni funkce vSude
diferencovatelna. Necht f je hustota ndhodna velicina X , potom funkce

e =[] )] (5.1)
je hustota ndhodné velic¢iny Y = h(X).

Véta 5.2
Necht X = (X; , X;3,...,X; ) je spojity nahodny vektor , ktery méa sdruZzenou hustotu

pravdépodobnosti f (x1 yeees X, ) . Necht’ dale 4:R, > R, je regularni zobrazeni. Potom ma
nahodny vektor Y = h(X) sdruzenou hustotu pravdépodobnosti
gV y,)= f[hl_l (Vs ¥y )sen B! (yl,...,yn)}.‘Jac(h)
kde Jac(h) je Jakobian zobrazeni h.

; (5.2)

Priklad 5.1
1. Necht’ X je ndhodné veli¢ina,a,be R;,a+ 0. Y=a.X+b. Potom podle (5.1) je

-b) 1
gy)= f(y—j-— (5.3)
a ) ld
. oy 2 , . 1 2/ X -u ., .,
Jestlize bude naptiklad X = N(u , 0°) a zvolime - i Y =— X ——= ziskame
o o o
1 o 1
g(y)= e ?.lol= e ?,yeR,, ale tato hustota je , jak dobie vime,
oAN2.7 | | 1

2z
hustotou rozdéleni N(0,1).
2. Jestlize neni funkce h z véty 4.1 ryze monotdnni na intervalu (a, b)), Ize ve vétsiné
praktickych ptipadl tento interval rozlozit na disjunktni podmnoziny , na nichz je jiz h
monotdnni a miizeme na né pouzit vétu 4.1.
Necht Y = X*, F je distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X a f je jeji hustota.
Oznaéme G distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Y. Potom jestlize jey > 0 :

G(y)=P(Y<y)=P(~fy <X <y)=F(¥)-F(-r), 4

pro y < 0 je zjevné G( y) =0. Hledame — li vztah mezi hustotami mame pro y > 0:

2()=5 () e (). 69

pro ostatni hodnoty je g(y)=0.
Pokracujeme — li vtomto pfipadé¢ a zvolime za ndhodnou velicinu X = N(0,1) ,

ziskdme nahodnou veli¢inu Y = »°(1) s nasledujici hustotou :



7 2
—e? ,y>0
g:y=>\\zy (5.6)

0 , <0
Jestlize je X=(X,....,X,) je nahodny vektor se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti
a'Y = h( X ) je ndhodna veli¢ina ( h : R , —R | je borelovské zobrazeni), potom miZeme
stanovit distribu¢ni funkci G ndhodné veli¢iny Y takto :

G(») =P <y)= J....J.f(xl,...,xn )dbx,...dx, , (5.7)
By )<Y
dikaz tohoto tvrzeni je proveden v [2]. Toto tvrzeni bude zdkladem pro nasi dalsi

praci.

Zkoumejme nyni piipad , kdy funkce h je funkci dvou proménnych a je rovna souctu
svych argumenti. Tedy Y = X; + X, , budeme opét predpokladat, ze sdruzend hustota
pravdépodobnosti je rovna f , hustoty jednotlivych ndhodnych veli¢in X; jsou rovny f; a jejich
distribu¢ni funkce jsou rovny F; . Dale budeme ptedpokladat, Ze hustota ndhodné veli¢iny Y
jerovna g a jeji distribu¢ni funkce je rovna G . Potom mtzeme vyuzit pfedchoziho vztahu :

G(y)= P Y<y J-J- f Xi5 X, dxldxz _T(yff Xps Xy dxljdxz _]T}ff Xi5 Xy dxz]dxl

X +x, <y =00\ =0 =00\ =0
Jestlize budou navic ndhodné veli¢iny X; a X, nezavislé , plati podle véty  vztah
f(x,.x,)= £,(x, )£, (x,) a mizeme tedy zjednodusit predchozi vztah takto:

G(y)= J-F y =3, )1, (x, )dbx, = J.f1 X, )F,(y—x, )dx, , (5.8)
odtud miizeme odvodlt vztah pro hustotu g:
g(y)= Iﬁ (y ) )fl (xz )dx2 = J-ﬁ (xl )fz (y X )dx2 (5.9

Pomoci ptedchoziho vztahu se v matematice definuje tzv. konvoluce funkci , ktera
hraje vyznamnou roli naptiklad v teorii distribuci , a oznacuje se g = f |*f, = f;*f, .Protoze
pripad souctu nezavislych nahodnych veli¢in se vyskytuje v teorii pravdépodobnosti velmi
casto vytesime nékolik zakladnich ptipadii souctu nezavislych ndhodnych velicin.

Piiklad 5.2:

a) Necht tedy je X; = N(u1 , 1% ) a Xz = N(uz , 02° ). Podle predchoziho vztahu (5.9)
je hustota souctu rovna:
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Vysledkem je tedy hustota rozdéleni N (,u1 + 1,00 +0, ) Znamena to , Ze mnozina
nezavislych ndhodnych veli¢in typu normdlni rozdéleni je uzaviend vuci operaci séitani
nahodnych veli¢in. Zaroven si v§imnéme, Ze stfedni hodnota souctu nahodnych velicin je
skute¢n¢ rovna souctu stfednich hodnot a dokonce rozptyl souc¢tu téchto nahodnych veliin je
roven souctu rozptyla ( nezavislost ndhodnych velicin ).

b) Necht tedy déle je X; = R(0, 1) a X; = R(0,1), dvé nezéavislé ndhodné veli¢iny
typu rovnomérné rozdéleni na intervalu <0 , 1>. Budeme vysSetfovat hustotu g souctu téchto
nahodnych veli¢in. K vy¢isleni opét pouzijeme vztah (5.9) .

+00

gy)= I fl(y—x2 ) /s (x2 )dx2 , kde uvedené hustoty jsou totozné a rovné hustoté

rovnomérného rozdéleni na intervalu <0 , 1>. Tato hustota je rovna nule vné intervalu <0, 1>,

proto musi byt hodnoty y - x, a X, prvky tohoto intervalu, aby mohla byt vysledna hustota g
rizna od nuly. Tedy musi platit

y=-x,€(0) A x,e(0]) =

0<y-x,<1 & x,<y<Il+x, < (OSxZSl)/\(y—ISxZSy)

Odtud vyplyva, ze jestlize y < 0 funk¢éni hodnota hustoty f; je rovna nule ( podle
predchozich nerovnosti ), tedy i hodnota hustoty g v tomto bod¢. Jestlize zvolime y>2 , je
naopak funkéni hodnota f; v bod€ y-x; jisté rovna nule na integracnim oboru, tedy je opét
hustota g v tomto bod€ rovna nule.

Je nutno vysetfit funkci g na intervalu <0, 2 >,

1 - 0,1) = 0,
1. Zvolime nejdiive ye<0, 1 >. fl(y—xz):{ y % €{0h=x, €(0.9) , tedy
0, jinak
y
g(»)=[ldv, = y (5.10)
0
1 -1,1
2. Zvolimeye<1,2>. fz(x2)= ?C‘Z =L , tedy
0, jinak
1
g = [ldx,=2-y (5.11)

y-1
Takovémuto rozdéleni se fikd Simpsonovo rozdéleni. Pokud bychom provedli
dokonce konvoluci tfi rovnomérnych rozdé¢leni na intervalu <0,1> , ziskali bychom rozdéleni
s hustotou:

0, y<0
2
y?, ye<0,1)
gy —y2+3.y—%, ye<1,2) (5.12)
2
z_g%iE ye<2.3)
0, y €< 3,+©)

Grafy hustot téchto rozdéleni jsou uvedeny dale.
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Necht' X=N(0,1) , zvolme Y = 2.X .Potom podle vztahu je hodnota G distribu¢ni
funkce rovna:

GO =P(Y<y)=P2.X <y)= P(X < %j = @(gj =

2
ry

—l P :l ! _y:; - 1 T8
g(y)—z.f(zj 2'[@'6 J 2.ﬂ.e , (5.13)

toto je ale hustota rozd&leni N(0,2). Ovéite sami , Ze jestlize X = N(pu , 0% ) a
Y =a.X , potom ndhodnd veli¢ina Y = N( a.u , a.0” ).

Provedeme —li aplikaci vztahu (5.3). na rovhomérné rozdéleni R(0,1) na intervalu
<0,1> dostavame nasledujici vyslednou hustotu ndhodné veli¢iny Y = a.X :

1

—, x€{0,a
g x> 4 ( >,

0, jinak

vidime , Ze hodnota hustoty se s rostoucim a bodové ptiblizuje k nulové funkci.

V dal$im si ukdzeme druhy moZny zplsob vypoctu distribu¢nich funkei a hustot
linedrnich kombinaci nezavislych nahodnych veli¢in. Redeni budeme p¥imo ukazovat na dvou
ptikladech.

Priklad 5.3:

1. Y =X; + X3, kde X je rovnhomérné rozdéleni na intervalu <0 , 1>. Je ziejmé, Ze
hustota sou¢tu je nenulova jen na kartézském soucinu mnozin , na kterych jsou nenulové
puvodni hustoty f; . Tedy hustota Y je nenulovad na mnozing <0,1> x <0,1> .

Na této mnozin¢ je nutné jeji hodnota podle véty rovna 1 . Distribucni funkei ur¢ime
tak, Ze budeme postupné podle vztahu (5.9) pocitat plochy, které jsou vytnuty v uvedeném
ctverci.
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Podle obrazku je ziejmé, Ze hodnota distribu¢ni funkce G je v intervalu ( - oo, 0 ) rovna nule a
podobné hodnota v intervalu ( 2 , +c0) je rovna 1. Je tedy nutno vytesit hodnoty v intervalu
<0, 2 >. Rozdélme teSeni na dva mozné piipady:

a.

Hodnotay € <0, 1 >. Potom je plocha, ktera je vytnuta pfimkami x; + X, =y vzdy
2
trojuhelnik . Jeho plocha je v zavislosti na hodnot¢ y dana vyrazem y? .

Hodnotay € (1, 2>. Potom je plocha vytknutd ptimkami x; + x =y sloZena
z pravouhlého trojuhelniku s odvésnami 1 a z lichobézniku. Jeji plocha je tedy v zavislosti

y’ y?

na hodnoté y rovna vyrazu ey (y - 1)2 , po uprave ziskame vztah Y +2.y-1.

Chceme — li ziskat hodnoty hustoty g ndhodné veli¢iny Y sta¢i vyse uvedené vysledky

derivovat , zjistime stejné hodnoty jako v pfedchozim postupu.

2. Necht' Y = 2.X; — X; . Na obrazku dale jsou uvedeny piimky, které nas budou

zajimat. Je zfejmé, ze hodnota distribu¢ni funkce G ndhodné veliCiny Y je v intervalu

(

-0, -1) rovna nule. Podobné¢ je vintervalu (2, +oo) rovna 1

1.5

0.5

0.5

-1

Budeme tedy podle obrazku fesit celkem tii situace podle hrani¢ni pfimky 2 . x; — X =



(1+y)

a. ye(-L0), G()= 4

y 1
b. 0,1),G(y)==+—
y€(0,1),G(y) >t

2

2
c. ye(l2), G(y)zl_(2—4y) =4.y;y

Pokud bychom chtéli ziskat hodnoty hustoty g ndhodné veli¢iny Y museli bychom
vySe uvedené vztahy derivovat ( v bodech v nichz derivace existuje a ziskali bychom
nasledujici predpis:

09 y € (—OO,—I)
HTy, ye(-10)

gy %, ve(0,1) , (5.14)
1—§, ye2)

graf dané hustoty je zobrazen dale.

0,5 7
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03

0,2

0,1

. . X . .
Vysetfujme dalsi zajimavy ptipad Y ZYI, kde X; a X; jsou nezavislé nahodné
2
veli¢iny, pficemz navic bude f(xz) = 0 pro x, < 0. Podle vztahu (5.7) je stanovena hodnota
distribucni funkce Y takto :

G(y)= H ﬁ(xl).fz(xz)dxldxz=T(xTyﬂ(xl)dxl xzzTE(xz.y).fz(xz)dxz,(5.15)

<y 0

X

odtud jiz mizeme odvodit hodnotu hustoty g nahodné veli¢iny Y :

2 =[x, £, (e ) fs (), (5.16)
0
Tyto vztahy dale vyuzijeme pii studiu Studentova a Fischer — Snedecorova
rozdéleni.



Definice 5.1
Necht’ s>0 . Funkci I definovanou vztahem

I'(s)= j e dx (5.17)
0
nazyvame Gamma funkci.

Definice 5.2
Necht p>0 a ¢>0 . Funkci B definovanou vztahem
1
B(p,q) = jxp-‘ (1=x)""dx (5.18)

0
nazveme Beta funkci.

Véta 5.3
Necht jsous, p, q kladnd re4lnd Cisla. Potom plati*
1. 1r()=1
2. r&j =z
3 (s +1)=sI(s)

I'(p)L'(g)
4 B\p.q)=— """

(p.q) I(p+q)

5. B(p.g)=8(q.p)
Diikaz:

Diikaz véty nebudeme provadeét , je uveden napi. v [3].

Véta 5.4
Necht Xi , ..., Xp jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny typu N(0,1). Potom nahodné
veliCina

2n)=2 X7, (5.19)
i=1
ktera se nazyva chy — kvadrat o n — stupnich volnosti ,ma rozd€leni dané hustotou
1 noy X

ﬁ.xz e’ , x>0
foixe 25.@ . (5.20)

0, x<0
Diikaz:

Cely dtukaz provedeme metodou matematické indukce.
1) Necht n=1, potom podle je hustota rozdéleni (1) rovno:

1 - 1 -
(X)=—x ?—2e2=—+—=.x 2.
h 2 N2 N2
2) Necht tvrzeni véty plati pro pfirozené Cislo k, dokazeme , Ze plati i pro hodnotu
k+1. Podle vztahu pro konvoluci hustot ndhodnych veli¢in  je hustota rozdgleni (k+1)

1 X 1 1 X
e 2, tento vyraz je roven pro n=1.

rovna:



fk+1(x):(fi*fk)(x):.[\/zl—ﬂ_-(x—t)2.€ 2 .TU.ZQ l.e 2dt =

xox K substituce 1 X kL
=—— ¢ QJ‘ 2 t2 dt = = %X Z.J(l—u)_i.uz du =
0 == 0

= ! P e 2x??
221"(“}
2
Q.E.D
Véta 5.5
Necht y*(m) a y*(n)jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. Potom nahodna veli¢ina T
2
= w (5.21)
x(n)
ma hustotu v danou vztahem
;.uz_l (1+u)_mzn, u=>0
455
22
0, u<0
Diikaz:
Pouzijeme vztahy , podle nich je hodnota hustoty v pro nezaporné hodnoty rovna
+00 ny n_. oy oo mtn Y (14
v(u)= jm;.(u.y)i_l.y.e Pyt e tdy=—r ! .J-y 2 1.e o )dy:
LN g e 22 220 22|
2 2 2 2
substituce 5 o mn i
=Z:Z(1+u)= u m+n.J-Z 2 l.e_de= u o r(m;njz
2 | 2 2 (+u)2 0 | 20 2 (+u) 2
2 2 2 2



1 mn_ _m+n

=——u? (l+u) 2
B(mn
22
Q.E.D.
Definice 5.3
Necht' m, n jsou piirozena ¢isla. Definujeme ndhodnou veli¢inu
F=2r, (5.23)
m
kde T je nahodna veli¢ina vystupujici ve vét€¢ . Potom ma tato ndhodna veli¢ina
hustotu h :
m (m
h(y)= —.v(—.y] , (5.24)
n \n

kde v je hustota ndhodné veli¢iny T. Rozd¢€leni F se nazyva F — rozdéleni ( Fisher —
Snedecorovo ) s (m,n) stupni volnosti.

Véta 5.6
Necht X a Xj,...,Xn jsou nezavislé ndhodné veli¢iny typu N(0,1). Potom ndhodna

veli¢ina

(5.25)

ma hustotu f,, danou vztahem

F(n+mj
ol 2 K 2
1,00 = r[”j .[1+—j . (5.26)

2

Diikaz:
Pii dikazu vyuzijeme vztahu pro stanoveni hustoty podilu dvou nezavislych
nahodnych veli¢in uvedenych ve vztahu (5.16) . Nejdfive ale musime zjistit hustotu ndhodné

veli¢iny U =1/K , kde ndhodna veli¢ina W ~ y*(n). Ke stanoveni této hustoty pouZijeme
n

vétu (5.1) svolbou h(x):\/E , provedeme — li vycisleni této hustoty dostavame:
n

B
g,(x)= 221.r[”j
2
0, x<0

Tuto hustotu dosadime do vztahu pro vy¢isleni hustoty podilu ndhodnych veli¢in.
Za nahodnou veli¢inu X; zvolime samoziejmé rozdéleni N(0,1) a za nadhodnou veli¢inu X,
vySe uvedenou ndhodnou veli¢inu U. Podle vztahu (5.16) je tedy vysledna hustota rovna:




Q.E.D.

Definice 5.4
Nahodna veli¢ina uvedena v predchozi vété (5.6) se nazyva Studentovo rozdéleni s n
stupni volnosti , jeji hustota je stanovena vztahem (5.26).

5.2 Diskrétni nahodné veli¢iny

Analogie véty (5.1) je nasledujici tvrzeni.

Véta 5.7

Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina , h je spojitd realnd funkce a P je
pravdépodobnostni funkce X . Potom néhodna velic¢ina h(X) je déna pravdépodobnostni
funkci P(h(X)).

Véta 5.8

Necht’ X; a X; jsou nezavislé diskrétni ndhodné veli¢iny definované pomoci svych
pravdépodobnostnich funkci P; a P, . Potom je ndhodna veli¢ina Y = X; + X, diskrétni
s pravdépodobnostni funkci definovanou takto:

hodnoty,v kterych jsou prrislusn pravdeéravd bnostni
P(x)= z D, -P», »kdex, jsou

Xlk +xzk =X

0, Jinak

funkce nenulové

Diikaz:

(@Y ()= x}= U({a);)(1 () =x, }N{@; X, (@) =x—x,}), snadno lze dokazat, Ze
vSechny nahodné jevy v pfedchozim sjednoceni jsou navzijem neslucitelné. Navic vzhledem
k nezavislosti ndhodnych veli¢in X; a X, jsou nahodné jevy v kazdém clenu sjednoceni
nezavislé. Z téchto dvou tvrzeni vyplyva platnost véty.

Q.E.D.

Priklady 5.4:
1. Necht X; = A(p) a Xz = A(p) jsou nezavisla alternativni rozd€leni se stejnym parametrem
p. Potom ndhodna veli¢ina Y = X; + X je typu binomické rozdé€leni Bi(2,p). Je zfejmé ,
ze pravdépodobnostni funkce ndhodné velic¢iny Y je nenulové jen v bodech 0,1, 2.
Spoctéme tedy jeji hodnoty:
0: P(Y =0)=P((X, =0)n (X, =0))=P(X, =0).P(X, =0)=(1-p).(1- p)=¢°
1: P(Y =1)=P(((x, =1)n (X, =0))u (X, =0)n (X, =1)))= P((x, =) (X, =0))+

+P((X, =0)n (X, =1))=p.(1- p)+(1-p).p=2.p(1- p)=2.pq



2: P(Y=2)=P((X, =1)n(X, =1))=P(X, =1)P(X, =1)=p.p=p’

2. Necht X; = A(p) a X; = Bi(n,p) jsou nezavisla rozdéleni postupné alternativni
s parametrem p a binomické s parametry n a p . Potom ndhodné veli¢ina Y = X; + X; je
typu binomické rozdéleni Bi(n+1,p). Pravdépodobnostni funkce P ndhodné veliciny Y je
nenulova jen v bodech 0,1,...,n+1. Opét zjistime jeji hodnoty:

0: P(Y =0)=P((X, =0)n (X, =0))=P(X, =0)P(X, =0)= q{g} g = (” * 1} 20

ke POY =)= P((X, =0)n (X, = k) (X, =) (X, =k —1)= q{”}pk.qn—k R

n k=l n—k+l n n PRSI 5 I
. . . = + D, = D

;+1: P(r=n+1)=P((X, =) (X, =n))=p{:}p".q0 (:ij 4’

1

3.Necht’ X; = Bi(n; ,p) a X; = Bi(nz,p) jsou nezavisla rozdéleni binomicka s parametry n; a p
. Potom ndhodna veli¢ina Y = X; + X; je typu binomické rozdéleni Bi(n; + n, ,p).
Pravdépodobnostni funkce P ndhodné veli¢iny Y je nenulova jen v bodech 0,1,...,n; + n,.
Op¢t zjistime jeji hodnoty:

0

kL (n , ( n , L (n n +n
k: 1 ) z. nl—l. 2 k—i nz _ 1 k. n+ny—k — 1 2 ) k. n+ny—k
2 P e P Tl E s W

n+n
ni+ny: P(Y =n+n,)=P(X,=n).P(X,=n,)=p".p" :( 1 zj.p’“”z
nl+n2

n n ny+n n1+l’l2 n+n
0: PY=0)=P((X,=0)Nn(X,=0)=¢"qg" =¢"™" = N/

4 Necht' X; = Po(11) a X;=Po(A;). Potom nahodna veli¢ina Y = X; + X; je typu Poissonovo
rozdéleni s parametrem A ; + A, . Pravdépodobnostni funkce uvedenych ndhodnych velicin
jsou nenulové na mnozin€ ptirozenych ¢isel a na nule. Tedy pravdépodobnostni funkce
nahodné veli¢iny Y bude nenulova na stejné mnozing. VysSetiime jeji hodnoty:

0: P(Y=0)=P((X,=0)N(X,=0))=P(X,=0).P(X,=0)=¢ e =e """

k:

116'11 o L /Ikl Ath) % k! iq ki ei(ﬂﬁ%)_
Fr=h= Z[ i! l)'j [zz' (k—l)'j ( M_{Z' TG ] )

= =il (k—i)! k!

%%+%)

=(h+4,)".



