Pravdépodobnostni modely pocitacu

Stanislav Racek

Copyright (©) 2002



Obsah 3
O bsah

1 Uvod 5

2 Matematické modely diskrétnich stochastickych systénui 13

2.1 Markovské ndhodné procesy . . . ... ... ... ... ... 13

2.1.1 Markovské procesy s absorp¢nimi stavy . . . . . . . . 17

2.1.2 Markovské procesy bez absorp¢nich stava . . . . . . 19

2.2 Petrihosite . . ... ... 26

2.2.1 C/E petrihosite . . ... ... ... 0. 26

2.2.2  Stochastické petrihosite . . . . ... ... ... ... 28

3 Systémy hromadné obsluhy 35

3.1 Elementarni SHO . . . . . . ... ... ... ... ...... 36

3.1.1 Zdroj pozadavkda . . ... ... ... L. 36

3.1.2 Vstupni proud pozadavka . ... ... ... ... .. 36

3.1.3 Fronta pozadavkda . . . . . ... ... ... ... ... 37

3.1.4 Kanaly obsluhy . . . . ... ... ... ... ... .. 38

3.1.5 Kendallova klasifikace elementarnich SHO . . . . .. 39

3.1.6 Velic¢iny a vztahy pro elementarni SHO jako celek . . 40

3.1.7 Vystupni proud pozadavka . . . . . . ... ... ... 42

3.2 Jednokandlové SHO . . . . . .. . ... ... ... ...... 43

3.21 M/M/1 ... 43

322 M/G/1. .. .. . 45

3.23 GI/G/1 . . .. 46

3.3 Otevienésité front . . . . . .. ... ... ... ... .... 47

3.3.1 Analyza strednich frekvenci a zatizeni . . . . . . . . . 48

3.3.2  Urceni délky front a doby odezvy . . . . .. ... .. 49

3.4 Uzavrené sité front . . . . . .. .. ... ... . ... .. .. 51

3.4.1 Model interaktivniho vypocetniho systému . . . . . . 52

3.4.2  Model multiprogramniho vypocetniho systému . . . . 53



Obsah

4 Simulacni modely diskrétnich stochastickych systénmii

4.1 Principy experimentalniho pravdépodobnostniho modelovani

4.2 Generovani ndhodnych ¢isel . . . . . ... ..o
4.2.1 Generovani ¢isel s rovnomérnym rozdélenim . . . . .
4.2.2 Metoda inverzni transformace . . . . . ... ... ..
4.2.3 Diskrétni rozdéleni . . . . . . . ...
4.2.4 Vylucovaci metoda . . . . . .. ... ... ... ...
4.2.5 Kompozi¢ni metoda . . . ... ... ... ... ...
4.2.6  Generovani cisel s normalnim rozdélenim . . . . . . .

4.3 Zpracovani vysledkda . . . . .. ..o
4.3.1 Odhad stredni hodnoty . . . . . . ... .. ... ...
4.3.2 Odhad rozptylu . . . . .. ... ... .. ...
4.3.3 Konstrukce histogramu . . . . . . ... ...
4.3.4 Statistické charakteristiky ndhodnych funkci ¢asu .
4.3.5 Problematika presnosti vysledka . . . . . .. ... ..

4.4 Objektové orientovana dekompozice simula¢niho modelu
4.4.1 Diskrétni simula¢ni model - konceptualni tiroven . . .
4.4.2 Ridici algoritmus simula¢ntho v{poétu . . . ... ..
4.4.3 Zakladni tridy objektt pro modelovani SHO . . . . .

4.5 Procesy v programovacim jazyce SIMULA . . ... ... ..

5 Priklady pouziti C-Sim
5.1 Simula¢ni model oteviené sité front . . . . . . .. ... ...
5.2  Model multiprogramniho vypocetniho systému . . . . . . . .
5.3 Modelovani distribuovanych ridicich algoritma . . . . . . . .

57
57



Kapitola 1. Uvod 5

Kapitola 1

Uvod

Skriptum je zejména urceno jako zékladni literatura pro predmét Vykonnost
a spolehlivost cislicovych systému vyuzivany v oboru Informatika a vypo-
cetni technika (IVT). V rdmci pfedmétu jsou prezentovany metodiky vytva-
feni matematickych a simulac¢nich modeli vyuzitelnych k odhadu (predikci)
vykonnostnich a spolehlivostnich ukazatelu ¢islicovych a pocitacovych sys-
témi 1.

V prvni kapitole neformalné vymezime vybrané zakladni pojmy a prin-
cipy, které jsou vyuzivany v dalsim textu. S terminologii z oblasti modelo-
vani systéma se lze téz seznamit v lit. [Kind80], [Dou81], [Dou90], [Rab82],

[Neu88].
Ve Ld .
Realny objekt
Timto pojmem rozumime urcitou ¢ast redlného svéta, vice ¢i méné presné

ohranicenou. Okolim objektu rozumime zbyvajici ¢ast redlného svéta. Re-
alny objekt ma néjaké vlastnosti, oznacované téz jako atributy.

Model (v sirsim smyslu)

V nejobecnéjsim mozném pohledu budeme pod pojmem model rozumét
jakékoliv icelove konstruované napodobeni realného objektu, oznacovaného
v této souvislosti jako origindl?. Modely mohou mit nejriiznéjsi formu (napf.

Ve skriptech je uvadéna pouze mala mnozina prikladi potiebnych pro pochopeni vy-
kladu. Dalsi rozséhlejsi mnozina prikladi (véetné zdrojovych programi) urcéené pro cviceni
a samostatnou praci je k dispozici na sdileném adresati serveru dostupného studentiim. Si-
mulac¢ni nastroj C-Sim vyuzivany k realizaci diskrétnich simula¢nich modeli je dostupny

na www strance http://www.c-sim.cz
20Objekt s charakterem originalu nemusi fyzicky existovat, modely mtizeme konstruovat
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jiny realny objekt, matematicky ¢i jiny formalni i neformalni popis origi-
nilu, simula¢ni program realizovany v né&jakém pocitaci ap.). V procesu
konstrukce modelu zpravidla uplatnujeme:

zjednodusSeni - tj. bereme v tivahu jen ty vlastnosti originalu, které jsou
vyznamné vzhledem k tcelu konstrukce modelu,

zobecnéni - tj. nemodelujeme jeden konkrétni redlny objekt (tj. instanci)
ale celou tridu podobnych realnych objektii.

Zjednoduseni a zobecnéni reality byva zvykem oznacovat jako abstrakci.
Zvolend troven abstrakce musi odpovidat u¢elu konstrukce modelu 3.

Systém

V technickych (i dalsich) védach ve vétsiné pripadi koncipujeme mo-
del jako systém. Pod pojmem systéem rozumime ucelovée definovany soubor
prokd, mezi nimiz existuji urcité vztahy *. Definovani systému nad redlnym
objektem vyzaduje (kromé diive uvedeného zjednoduseni a zobecnéni) jesté
presny popis (napf. matematicky) uvazovanych vlastnosti prvka a vazeb
prvki.

Model s charakterem systému dale zavadi presné vymezeni rozhrani mezi
redlnym objektem a jeho okolim. Vlastnosti (veli¢iny), kterymi objekt ovliv-
nuje okoli jsou oznacovany jako wvystupni. Vlastnosti, které jsou stanoveny
vlivem okoli jsou oznacovany jako wstupni °.

Uvedeme nekterd mozna tridéni systémii podle rtiznych hledisek:

¢ Dynamickeé versus statické systémy podle toho, zda nékteré vlast-
nosti prvki maji charakter pameéti (tj. zda zavisi ¢i nezdvisi na minulé
posloupnosti zmén jinych vlastnosti - tzv. historiz). U dynamickych sys-
tému se tedy predpoklada jejich existence (a zmény vlastnosti) v Case.

i pro dosud neexistujici (napf. ve stadiu nadvrhu) ¢ domnélé objekty.

3Prilis slozity model je nakladny a jeho pouziti tézkopadné, ptili§ jednoduchy model
nepostihuje dostatecné presné chovani originalu.

4Existuje fada presnéjsich definic, pro potfeby modelovani vSak tato obvykle postacuje.
Prvkem rozumime dale nedélitelnou (z hlediska pouzité rozliSovaci Girovné) ¢ast systému.
Soubor prvki v systému (a jejich vazby) se miize s ¢asem meénit.

®Nad konkrétni t¥idou realnych objektti mizeme zavést systém riznymi zptsoby. Pritom
vstupni vlastnosti chdpeme jako priciny ovliviujici chovani objektu, vystupni (ovlivnéné)
vlastnosti povazujeme za nasledky.



Vsechny vlastnosti s charakterem paméti popisuji stav systému. Pro
analyzu ¢asového vyvoje vlastnosti dynamického systému musime znat
jeho pocatecni stav, tj. stav v ¢asovém bodé s hodnotou 0 (pocatek po-
zorovani). Po¢atecni stav je Giplnym popisem historie systému. Casovy
vyvoj vlastnosti systému téz byva oznacovan jako chovani systému.
V ramci téchto skript se budeme zabyvat pouze modely dynamickych
systéml.

o Spojitéversus diskrétni dynamické systémy podle toho, zda se ¢asové
zavislé vlastnosti méni ve spojitém case nebo v diskrétni mnoziné bodi
casové osy. V ramci téchto skript se zabyvame vyhradné diskrétnimi
systémy. S diskrétnimi systémy je spojen pojem uddalost. Timto pojmem
minime kazdou zménu nékteré z uvazovanych vlastnosti v konkrétnim
casovém bodé, dale zaclenéni ¢i vypusténi urcitého prvku do resp. ze
systému. Urcita udalost mize byt pricinou dalsich udéalosti v budoucich
casovych bodech.

o Uzaviené versus otevieneé systémy podle toho, zda je uvazovana in-
terakce systému s okolim. V ramci téchto skript jsou uvedeny priklady
otevienych i uzavrenych systému.

o Stochastické versus deterministické systémy podle toho, zda maji
¢i nemaji nékteré vlastnosti charakter nahodnych veli¢in nebo procesu.
V téchto skriptech jsou vyuzivany zejména stochastické systémy, dale
uvadéné metodiky diskrétni simulace ale 1ze vyuzit i pro deterministické
(napt. logické sekvenéni) systémy.

Modelovani

Modelovanim rozumime cely proces konstrukce a vyuziti modelu. Jedna
se o ¢innost, kterd vede k ziskani informaci o systému—origindlu prostied-
nictvim systemu—modelu.

Tento proces by mél zahrnovat i etapu verifikace modelu, kdy ovérujeme,
zda vysledky ziskané rfesenim modelu odpovidaji vychozimu popisu modelu
(tj. naptiklad zpétné dosazujeme ziskané feseni do vychozi rovnice). Verifi-
kaci ovéfujeme tzv. sprdvnost (angl. correctness) modelu. Formalni (exaktni)
verifikace vyzaduje formalni (zpravidla matematicky) popis prvki modelu
a jejich vazeb.
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Validitou modelu rozumime ,miru pfiblizeni“ modelu k origindlu (nako-
lik presné vystihuji informace ziskané z modelu chovani origindlu). Validita
je tedy ,,silnéjsi“ pojem nez spravnost, protoze dostatecnou blizkost k origi-
nalu mizeme docilit jen spravnym modelem. K ovéreni validity potfebujeme
porovnavat vysledky experimentt provadénych s modelem s daty ziskanymi
métrenim vlastnosti realného originalu.

Pomineme-li fyzikalni modely (napf. malé letadlo v aerodynamickém
tunelu), 1ze modely rozdélit do dvou hlavnich kategorii:

Matematické modely jsou zalozeny na exaktnim matematickém popisu
vlastnosti a vazeb prvki origindlu (napf. soustavou diferencidlnich rov-
nic). Lze je dale délit na modely analytické, s kterymi lze pracovat sym-
bolickymi matematickymi postupy a ziskat reseni v uzavienem tvaru
(tj. jako vzorec postihujici zavislost vybranych vlastnosti) a modely nu-
mericke, které k feseni vyuzivaji numerickych technik. Vlastnosti origi-
nalu jsou modelovany prostrednictvim matematickych veli¢in a funkci.
Matematické modely se obecné vyznacuji vysokym stupném zjedno-
duseni a tedy vétsi ,,mezerou” mezi chovanim modelu a originalu. Na
druhé strané lze zejména u analytickych modeld exaktné ovérit sprav-
nost modelu (formdlni verifikace) a lze jednoduse analyzovat zavislost
vysledkil na parametrech modelu.

Sinmlacni modely. Simulaé¢nim modelem rozumime program vykonavany
na pocitacis cilem napodobit chovani origindlu. Simula¢ni program vy-
tvorime bud prepisem numerického matematického modelu do progra-
movaciho jazyka nebo primym modelovanim casovych zmeén struktury
a vlastnosti prvkid systému v modelovem case.

P1i vytvareni simula¢niho modelu druhého uvedeného typu (déle struk-
turni model) se obvykle vyuzije objektovy pristup. Prvky (instance)
kategorizujeme do trid a spolecné vlastnosti popisujeme pouze jednou
pro celou tridu. Vlastnosti prvkid modelujeme prostrednictvim struk-
turovanych dat, funkci (té7z operact ¢ sluzeb poskytovanych prvkem
pro jiné prvky) a aktivit prvka (probihaji v ¢ase, jsou oznacovany téz
jako procesy). Vazby prvki typicky modelujeme prostiednictvim dat
s charakterem odkazi.

Vyhodou simulac¢nich modeli je zejména moznost zahrnout libovolnou

v/

uroven detailti vlastnosti origindlu (pochopitelné za cenu slozité&jsiho



a hife analyzovatelného modelu) a zmensit tak rozdily mezi chovinim
origindlu a modelu (tj. zlepsit validitu modelu). Naproti tomu nelze
simula¢ni model exaktné verifikovat a k ziskani zavislosti vysledki na
parametrech modelu je tieba (¢asto ¢asové niro¢né) opakovani mnoha
vypocti simulacniho programu s riznymi vstupnimi daty.

V ramci téchto skript je kladen diiraz zejména na vyuziti simulacnich
modelt. Matematické modely (naptiklad markovské ndhodné procesy nebo
stochastické petriho sité) jsou popisovany jen uzivatelsky s cilem poskyt-
nout zakladni prostredky pro verifikaci simulacnich modeli.

Sinmulace

Podle formulace O. — J.Dahla (jeden z norskych autort SIMULY) je
simulace vyzkumnd metoda, jejiZ podstata spociva v tom, Ze zkoumany dy-
namicky systém nahradime jeho simulatorem a s nim provadime pokusy
s cilem ziskat informaci o puvodnim zkoumaném systému [Kind80]. Simu-
latorem je nejcCaste€ji simula¢ni program spolu s pocitacem, na kterém je
vykonavan. V takovémto pojeti je simulace uzsi pojem nez modelovant,
jedna se o modelovani vyzadujici provadéni experimentii k ziskani vysledkt
(na rozdil od napf. vyuziti analytickych matematickych modeli). Proces
simulace typicky zahrnuje nasledujici etapy:

Formulovani dostatecné piresného popisu originalu (presnost popisu
odpovidé acelu pouziti modelu). Pfi strukturnim modelovani se vyu-
zivaji metodiky objektové orientované analyzy (tj. hledaji se typové
prvky, jejich vlastnosti a vazby).

Programovani popisu ve zvoleném programovacim jazyce. Zasvé-
cenou publikaci tykajici se charakteristik simulac¢nich programovacich
jazyku je [Kind80]. V ramci téchto skript je vyuzivan programovaci
nastroj C-Sim (knihovna funkci a maker) [Rac93], [Rou95], ktery roz-
$ifuje moznosti jazyka C ve sméru ideji programovaciho jazyka SI-

MULA [Dahl72], [Stau78].

Experimentovani se simulacnim programem (je nékterymi autory
chapano jako simulace v uzsim smyslu). Zahrnuje etapu ¢astecné ve-
rifikace simula¢niho modelu (typicky realizovanou mnozinou experi-
mentd, jejichz vysledky lze urcit také prostrednictvim (jednoduchého)
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matematického modelu konstruovaného pro tentyz original a vzajemné
porovnat). Dalsi etapou je pouzivani verifikovaného modelu a zpraco-
vani uzitec¢né informace ziskané pouzitim modelu. Mame-li k dispozici
data z redlného originalu, mtzeme po jejich porovnani s daty ziskanymi
z modelu posoudit validitu modelu.

Uvedeny postup pochopitelné nemusi probéhnout zcela primocare, na-
priklad pfi zjisténi vétsich rozdilt mezi vysledky modelu a realitou mtizeme
zménit az vychozi popis originalu a cely proces opakovat.

Zakladni tirovné modelil vyuZivanych pro modelovani cislicovych

a pocitacovych systénui

Urovné modelt vyuzivanych k vySetfovani chovani ¢islicovych a podcita-
covych systémaii se lisi trovni abstrakce, tedy tirovni podrobnosti zahrnutych
do modelu. Pritom modely s nizkou trovni abstrakce se hodi pro vysetro-
vani chovani malych (relativné) ¢asti pocitace, modely s nejvyssi trovni
abstrakce se hodi k popisu chovani pocitacového systému jako celku. Ob-
vykle se rozlisuji nasledujici irovné modeli:

Fyzikalni (iroven. Modely této tirovné se vyuzivaji k vySetfovani fyzi-

kalnich poli (napf. teplotni pole, elektromagnetické pole) a jinych fy-
zikdlnich jevu (napft. difuze ¢astic v polovodicich) v souc¢astkach a za-
kladnich konstrukénich modulech pocitace. Jako matematicky model
na této trovni slouzi parcidini diferencidalni rovnice, které se zpravidla
resi numericky metodou siti nebo metodou konecnych prvku. Nezavisle
proménnymi v téchto rovnicich jsou prostorové souradnice a pro ne-
stacionarni pole navic i ¢as. S modely fyzikalni irovné je mozné se
pri studiu IVT setkat zejména v ramci predmeétt Fyzika, Teoretickd
elektrotechnika, Flektronicke soucastky a Konstrukce pocitaci.

Uroven elektrickych obvodii. Modely této tirovné se typicky vyuzivaji

k vySetfovani dynamického chovéani elektronickych soucéstek (napfi-
klad zdkmity na vystupech hradel pfi zméné Grovné signdlu). Abstra-
hujeme od prostorového rozlozeni fyzikalnich poli a bereme v ivahu jen
jejich integralni parametry (kapacitu, indukcénost). Parcidlni diferenci-
alni rovnice predchozi trovné takto degeneruji na (jednodussi) obycejné
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diferencidlni rovnice s casem jako nezavisle proménnou. Matematic-
kym modelem v této irovni jsou tedy soustavy obycCejnych diferencial-
nich rovnic. V simulac¢nich modelech se tyto soustavy resi numericky.
S modely obvodové tirovné je mozné se pri studiu IVT setkat zejména
v ramci predmétia Fyzika, Teoreticka elektrotechnika, Teorie obvodii,
Zaklady meérent a Konstrukce pocitaci.

Uroven hradel a klopnych obvodti. V této tirovni se dopoustime dal-
stho zjednoduseni reality - neuvazujeme dynamické chovani elektro-
nickych soucastek 6. Spojité elektrické signaly diskretizujeme do dvou
urovni (logickad 0, logickd 1). Fyzikalni spojity ¢as redukujeme na po-
sloupnost casovych bodt, ve kterych dochazi ke zménam hodnot sig-
nala (diskretizace ¢asu). Uvazujeme tedy pouze staciondrni tirovné sig-

nali na vyvodech soucastek a jejich zmény v diskrétnich casovych bo-
dech.

Matematickym modelem na této irovni je konecny automat. Simulacni
modely jsou typicky konstruovany jako strukturni a umoznuji vyset-
fovat chovani systému slozenych z velkych pocti logickych prvki (na-
priklad velké hradlové pole). Automatové modely se vyuzivaji zejména
v ramci predméttt Teoretickd informatika, Cislicové elektronické sys-
témy a Logicke systémy.

Uroven logickych blokil. V modelech této tirovné se jako prvky vyuzivaji
reqistry, pameti, scitacky, dekodery ap. Rozlisuji se datove, adresni a 7i-
dici logické signaly, pricemz signaly prvnich dvou typi se sdruzuji do
skupin. Na této tirovni neexistuje univerzalni matematicky model, coz
je dano nesnadnym jednotnym matematickym popisem prvki a jejich
vazeb. Vyuzivaji se ale strukturni modely spocivajici v popisu struk-
tury prostiednictvim vhodného jazyka (jazyky oznacované jako RTL -
Register Transfer Language, viz napiiklad Abel). Takovyto popis Ize
pouzit jednak k simulaci chovani popsaného logického systému a dale
i k navrhu realizace systému (napf. ndvrh masky pro vyrobu IO, ge-
nerovani diagnostickych test obvodu ap.). Modely trovné logickych
blokfi se vyuzivaji zejména v ramci predmétt Cislicové elektronické
systémy a Architektury cislicovych systémal.

SPoptipadé jej shrnujeme do podoby jedné hodnoty s rozmérem casu - zpoZdéni zmény
vystupu proti zméné logické hodnoty vstupu.
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Systémova tirovein. Modelem na této tirovni je nejéasté&ji dynamicky dis-
krétni stochasticky systém. Jako jeho prvky slouzi hlavni ¢asti pocitace
(napriklad procesor, spojovact linka ¢i vnéjsi pamét, popripadé jed-
notlivé pocitace v distribuovaném systému). Typicky se uvazuji pouze
makrostavy prvku (napriklad procesor je porouchany nebo vyrovndvaci
pamét je prazdnd) a abstrahuje se od semantiky probihajicich vypocti.
Stavy prvki se (skokové) méni vlivem wuddlosti prichazejicich asyn-
chronné v nahodnych casovych bodech. Modely se vyuzivaji s cilem
predpovédét vgkonnostni nebo spolehlivostni charakteristiky (ukaza-
tele) systému, naptiklad stredni dobu bezporuchového provozu, stredni
délku fronty pripravenych procesid nebo stredni dobu vyrizeni dotazu
v databazi. Jako matematické modely se zde vyuzivaji napriklad pet-
riho sité (jen statickd analyza mrtvych stava — viz déle), stochastické
petriho sité a markovské ndhodné procesy (postihuji i dynamiku né-
hodnych prechodi mezi stavy). Simulaéni modely v této trovni vy-
uzivaji experimentdlni pravdépodobnostni modelovani (tj. generovani
a zpracovani ndhodnych ¢isel) a déle popsané programovaci techniky
interpretace udalosti a pseudoparalelnich procesu. Modely systémové
trovné jsou casto pouzivany k preciznéjSimu popisu (a analyze) cho-
vani operacnich systéma, pocitacovych siti, komunikacnich protokol,
vypocetnich systému odolnych proti porucham ap.

Tato skripta se zabyvaji vyhradné modely systémovée urovné s durazem
na simulacni modely.
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Kapitola 2

M atem atické modely diskrétnich

stochastickych systémt

2.1 Markovské nahodné procesy

Nejprve vysvétlime nékteré pouzivané zakladni pojmy. Obejdeme se pri-
tom bez exaktnich definic a dikazu, které lze v pripadé potreby nalézt ve
specialni literature, napt. [Mand85], [Havr86], [Triv82].

Ndhodny proces je kazda funkce X(t), jejiz hodnota pii kazdé hodnoté
argumentu je nahodnéa veli¢ina. Jako argument ¢ budeme dale s ohledem
na aplikace uvazovat vyhradné cas. Definicnim oborem D argumentu ¢ je
(spojitd) mnozina nezadpornych redlnych ¢isel. Realizaci ndhodného procesu
X (t) rozumime funkci z(t) ziskanou konkrétnim pokusem. Nahodny proces
X (t) mtzeme rovnéz chapat jako mnozinu vSech moznych realizaci z(t).

Nahodnd posloupnost. Defini¢cni obor argumentu D obsahuje konecny
nebo spocetny pocet hodnot, tedy D = {t;}, & = 0,1,2,.... Ndhodnéa
funkce X (t) prechézi v ndhodnou posloupnost X (¢;). Zkracené ji zapisu-
jeme X(tk) = Xk

Markovsky tetézec je specialni nahodna posloupnost. Pravdépodobnost,
ze ¢len X} posloupnosti nabude urcitou hodnotu, je ovlivnéna pouze hodno-
tou predchoziho ¢lenu posloupnosti X;_1. Bez ztraty na obecnosti mtizeme
dale uvazovat diskrétni cas t; jako posloupnost nezapornych celych cisel,
tedy tr = k. V aplikacich predstavuji hodnoty ¢lentt X, ¢isla stavii modelo-
vaného diskrétniho systému. Jejich definicnim oborem je napriklad mnozina
piirozenych ¢isel E = {1,2,...,n}. Retézec lze popsat matici pravdépodob-
nosti prechodu mezi stavy
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pu(k) p12(7€) p1n(7€)

kde p;;(k) je pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do stavu j v diskrétnim
case k. Jinak receno - je-li hodnota X} = ¢, pak pravdépodobnost, ze X;,1 =
7, je pij(k). Soucet pravdépodobnosti v radku musi byt 1.

Diskrétni markovsky proces. Mnozina argumentu D je spojita (spojity
¢as t), mnozina funkénich hodnot E je diskrétni. Uvazujeme opét F =
{1,2,...,1,...,n}. Hodnota ndhodné funkce X (¢) mé tedy vyznam ¢isla stavu
a n je pocet moznych stavil. Ke zméné stavu miize dojit v libovolném caso-
vém okamziku, tedy pro jakékoliv £. Chovani procesu po prechodu do stavu
i (doba setrvani ve stavu, pristi stav) nijak nezalezi na minulosti (posloup-
nosti stavi, kterymi proces prosel). Jedna se o dilezitou vlastnost markov-
skych ndhodnych procesii oznacovanou jako absence paméti procesu (mar-
kovskd vlastnost, angl. memoryless property). Diskrétni markovsky proces
je vhodnym matematickym modelem pro stochastické systémy s diskrétni
mnozinou stavi a spojitym casem.

Uvazujeme, ze v Case t; je nahodny proces ve stavu ¢. Pravdépodobnost
prechodu do stavu j v casovém intervalu < ¢1,ty > zalezi zfejmé v obec-
ném pripadé na hodnotach ¢1,¢s a tedy prvky matice prechodu jsou funkce
pij = pij(t1,t2). U homogennich diskrétnich markovskych procesti jsou prav-
dépodobnosti prechodii pouze funkci ¢asového rozdilu At = ty — t1, a tedy
pij = pij(At). Dale budeme pracovat vyhradné s homogennimi markovskymi
procesy.

Dilezitou velicinou u diskrétnich markovskych procest je intenzita prav-
dépodobnosti pfechodu ze stavu ¢ do j, kterou oznacime J;;. Intenzita prav-
dépodobnosti prechodu (zkracené intenzita prechodu) je definovina vzta-
hem

= qim (2
Aij = AI%I—I}() A7 (2.1)

Pro homogenni markovské procesy je \;; konstantni. Pravdépodobnost
prechodu ze stavu ¢ do stavu j v dostatecné malém casovém intervalu At
je pak
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V aplikacich markovskych ndhodnych procesii nas zpravidla zajima, s ja-
kou pravdépodobnosti se proces vyskytuje v case t ve stavu 2. Tuto prav-
dépodobnost oznacime p;(t). Zptsob jejiho urceni predvedeme na nékolika
jednoduchych pripadech, které umozni pochopit obecny postup vypoctu.
Budeme uvazovat konkrétni markovsky nahodny proces s danym poctem
stavii n. V Case t = 0 se tento proces vyskytuje ve stavu i a tedy p;(0) = 1.
Jediny stav rizny od ¢, do kterého ma prechod nenulovou intenzitu, je stav
7. Uvazovana situace je znadzornéna na obrazku 2.1.

a)

Obréazek 2.1: Fragmenty grafu prechodu

Podminéna pravdépodobnost prechodu z ¢ do j v malém casovém inter-
valu < t,t+dt > je podle (2.2) dana jako A;;dt. Podminkou je, ze proces se
v Case t nachazi ve stavu 2. Nepodminéna pravdépodobnost prechodu je pak
dana souc¢inem podminéné pravdépodobnosti prechodu a pravdépodobnosti
podminky, tj. p;(t) A\;;dt. Pfechodem uskutecnénym v uvazovaném casovém
intervalu < t,¢ 4+ dt > se zmenSuje pravdépodobnost p;(t + dt) proti p;(t)
o p;i(t) A;;dt. Tyto avahy vedou ke vztahu

pi(t + dt) = pz(t) — Az’j pz(t) d¢
Po tpraveé postupné dostaneme

B ) _

pi(t) + Aij pit) =0
Ziskanou linearni diferencialni rovnici prvniho radu s konstantnimi koefici-

enty fesime pro poc¢atecni podminku p;(0) = 1 a znAmym postupem dosta-
neme vyslednou pravdépodobnost setrvani ve stavu «.

pi(t) = e !
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Pravdépodobnost, Ze v ¢ase t jiz proces nebude ve stavu i (tedy Ze ndhodny
¢as odchodu ze stavu bude mensi nez t) je ziejmé distribu¢ni funkci Fj(t)
nahodné doby setrvani procesu ve stavu ¢

Fz(t) =1- e_)"'jt

Jednd se o distribucni funkci exponencialniho rozdéleni s parametrem \;;.

Zcela analogickym postupem dostaneme pro modifikovanou situaci zna-
zornénou na obrazku 2.1b diferencialni rovnici

pi(t) = —(Nij + Ni)pi(t) = —\ipi(t)

Bez dalsiho odvozovani je mozné ucinit dulezity zavér, ze nahodna doba
setrvant ve stavu v ma exponencidini pravdépodobnostni rozdéleni s para-
metrem \;, kde \; je soucet intenzit vSech odchodi ze stavu i. Stredni doba

setrvani ve stavu (tj. stfedni hodnota exponencidlniho rozdéleni) ¢ je pak
T, =1/\.

Na tomto misté zduraznime, Ze zakladnim predpokladem vyuzitel-
nosti markovského nahodného procesu jako modelu realného sys-
tému je (kromé nezdvislosti chovani systému na jiném stavu nez
poslednim) exponencidalni pravdépodobnostni rozdéleni doby setr-
vdni v kazdém stavu systému (resp. exponencialni rozdéleni ¢aso-
vych intervalid mezi casovym bodem prichodu do stavu a vznikem
uddlosti iniciugicich jednotlivé prechody). Jinak feCeno: nachdzi-li
se model v case t ve stavu i, je podminénd pravdepodobnost re-
alizace prechodu do jiného stavu j (tj. vzniku prislusné uddlosti)
v navazujicim malém casovém intervalu dt stdle stejnd (tj. neza-
visld na case t) a dand vztahem \;;dt.

Hrana vedouci do stavu i napriklad ze stavu h by zfejmé byla v diferen-
cidlni rovnici reprezentovana prvkem Ay; pp(t) s kladnym znaménkem. Pro
kazdy stav uvazovaného ndhodného procesu (uzel grafu prechodt) mizeme
tedy formulovat linearni diferencialni rovnici prvniho fadu s konstantnimi
koeficienty. Matematickym popisem casového vyvoje pravdépodobnosti stavi
diskrétniho markovského nahodného procesu je pak soustava linedrnich dife-
rencidlnich rovnic v normalnim tvaru, s konstantnimsi koeficienty, doplnénd
vektorem pocatecnich pravdépodobnosti stavi. Tato soustava se v teorii na-
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hodnych procesti oznacuje jako druhy systém Kolmogorovovych rovnic a lze
ji maticove zapsat ve tvaru

p'(t) =pt)A (2.3)

V uvedené maticové rovnici je p(t) fadkovy vektor pravdépodobnosti
stavi a p'(t) fadkovy vektor derivaci pravdépodobnosti stavt.

p(t) = [p1(t) pa(t) ... pu(t)] (2.4)
p'(t) = [p1(t) pa(t) ... p,(1)] (2.5)

Ctvercova matice koeficienttt soustavy (2.3) se nazyvad matice intenzit
pravdépodobnosti prechodt nebo zkracené matice intenzit prechodi. Obec-
ny prvek \;; matice A predstavuje pro i # j intenzitu prechodu ze stavu 4
do stavu j. Radkovy soucet prvkd matice je nula a hodnota prvku v dia-
gondle (pro ¢ = j) je zdpornou hodnotou sou¢tu ostatnich prvka v fadku,
tedy —\;. ReSeni soustavy (2.3) vyzaduje znalost vektoru po¢atecnich prav-
dépodobnosti stavi p(0).

Pro dalsi vyklad je vyznamny pojem absorpcni stav. Pokud v grafu pre-
chodii nevede ze stavu ¢ zadna hrana do jiného stavu, je stav ¢ absorpcni.
Pokud se proces do tohoto stavu dostane, nemiize jiz nabyt jinou hodnotu
(kon¢i v tomto stavu).

2.1.1 Markovské procesy s absorp¢nimi stavy

Markovské nahodné procesy s absorp¢nimi stavy se vyuzivaji zejména k mo-
delovani prechodnych déji. ,,Zivot“ modelu je ¢asové omezeny a konéi do-
sazenim absorpc¢niho stavu. Typickou aplikaci jsou spolehlivostni modely
neobnovovanych systémi, tj. systémt, jejichz zivot konc¢i neopravitelnou
poruchou. Absorpc¢ni stavy modelu predstavuji stavy, ve kterych je sys-
tém porouchany jako celek. Pouziti markovskych modeli ve spolehlivost-
nich aplikacich je omezeno predpokladem, Ze intenzity poruch a oprav jsou
konstantni pro vsechny prvky systému. Nahodné doby do poruchy prvku
a nahodné doby oprav prvkid maji v tomto pripadé exponencialni pravdé-
podobnostni rozdéleni.

Postup konstrukce a vyuziti markovského modelu s absorpénimi stavy

predvedeme na jednoduchém ptikladu. Vzhledem k tomu, ze existujici pro-
gramové systémy Tesi numerickou stranku vyuziti modelu i pro relativné
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velky pocet stavi (fadu tisice, viz prehled v [Hlav92]), zamérime se zejména
na konstrukci modelu chapanou jako prechod od readlného problému ke grafu
piechod® (nebo matici intenzit prechodit A) odpovidajiciho markovského
procesu.

Priklad 2.1

Uvazujme cislicovy systém slozeny ze tii shodnych modult s charakte-
rem procesorui. Po uvedeni do provozu pracuji vSechny tii procesory tak, ze
synchronné vyhodnocuji stejnou vstupni posloupnost. Vystupy procesort
jsou slouceny na vysledny vystup v majoritnim modulu zptisobem, ktery
umoznuje tolerovat chybu na vystupu jednoho procesoru. Po trvalé poruse
nékterého procesoru je jeden ze zbyvajicich dvou neporouchanych odpojen
za ucelem snizeni celkové intenzity poruch. Zbyvajici procesor pokracuje
v ¢innosti. Jeho porucha pak predstavuje poruchu celku. Intenzita poruch
jednotlivych procesort je konstantni a ma hodnotu A. Intenzita poruch se
zpravidla udava v jednotkdch hod™! (napt. A = 1077 hod™!) a ciselné pred-
stavuje pravdépodobnost, Ze se dosud neporouchany modul porouchd v nej-
blizsi hodiné. Intenzitu poruch majoritnitho modulu neuvazujeme (resp. ji
pokladdme za zanedbatelnou).

Cilem analyzy modelu budiz urceni pravdépodobnosti, ze v obecném case
t bude modelovany systém funkcni. Tato velicina se v teorii spolehlivosti
oznacuje jako pravdépodobnost bezporuchoveho provozu. Predpokladame, ze
na pocatku pozorovani (tj. pro ¢ = 0) urcité neni porouchany zadny mo-
dul systému. Graf prechodt pouzitého modelu je na obrazku 2.1. Ve stavu

@ 3\ @ A ;

Obrazek 2.2: Graf prechodt pro priklad 2.1

1 funguji vSechny tii procesory. Do stavu 2 se dostaneme prvni poruchou
procesoru a stav 3 predstavuje poruchu celku (absorpéni stav). Intenzita
prechodu A9 = 3\, protoze se miize porouchat kterykoliv ze tii procesort
(tfi mozné prechody sdruzime do jednoho s trojndsobnou intenzitou). In-
tenzita prechodu Aoz = A, protoze jeden ze zbyvajicich neporouchanych
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procesortl je po prvni poruse odpojen. Zapiseme soustavu diferencialnich
rovnic pro nezndmé pravdépodobnosti stavi (viz odvozovani rovnic v ¢asti

2.1).

pi(t) = =3Api(t)
py(t) = 3Api(t) —Apa(t)
ps(t) = Apa(t)

Matice intenzit prechodu je pro tento pripad

—3x 33X 0
A= 0 =X A
0 0 O

Pocate¢ni podminky jsou p;(0) = 1, p2(0) = 0 a p3(0) = 0, tedy vSechny tii
moduly v ¢ase t = 0 funguji. Analytické feSeni soustavy rovnic je jednoduché
a s vyhodou lze vyuzit napriklad Laplaceovy transformace. Prvni rovnice je
samostatné resitelna s vysledkem

D1 (t) — e—3/\t

Po dosazeni p;(t) do druhé rovnice mizeme opét samostatné resit druhou
rovnici s vysledkem

3, _ _
pg(t) — 5(6 At e 3)\t)

Hledana pravdépodobnost bezporuchového provozu R(t) je

3 1 _
R(t) = pi(t) + pa(t) = € M- € N

2.1.2 Markovské procesy bez absorpcnich stavti

Pokud nema markovsky proces absorpc¢ni stavy a graf prechodt je silné
souvisly (tj. existuje cesta z libovolného stavu do kaZdého dalsiho), je ne-
rozloZitelny (pfesnou matematickou definici tohoto pojmu lze nalézt napft.
v [Havr86]). Pro nerozlozitelné markovské procesy je mozné uréit tzv. li-
mitni hodnoty pravdépodobnosti stavii p;(00), pa(00), ... pp(oo) jednodus-
Sim zptsobem nez na zakladé feSeni soustavy diferencialnich rovnic (2.3).
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Dale budeme kviili prehlednosti oznacovat limitni pravdépodobnosti stavii
jako p1, pa, ... pp. MliZzeme je urcit na zakladé nasledujici ivahy: pokud exis-
tugt limaitni hodnoty pravdépodobnosti stavi, musi byt odpovidajici limitni
hodnoty derivaci nulové (funkéni hodnota se jiz nemént). Pro dostatecné
velkou hodnotu ¢asu (¢ — oo) soustava (2.3) prejde na soustavu linear-
nich algebraickych rovnic pro neznamé limitni pravdépodobnosti p; az p,.
V maticovém vyjadreni tedy dostaneme rovnici

0=p A, (2.6)

kde p = p(o0) = [p1 p2 ... pn] je hledany vektor limitnich pravdépodobnosti
stavii a 0 je nulovy vektor. V soustavé (2.6) je kazda rovnice linedrné zavisla
na vsech ostatnich. Uspé&sné vyfeseni vyzaduje nahradu libovolné rovnice
soustavy tzv. normalizacni podminkou Y7, p; = 1. Reseni opét vyjadiime
maticovou rovnici

p=v Al (2.7)
kde A, je matice, ktera vznikne z A vyplnénim libovolné vybraného i-tého

sloupce samymi jednickami (doplnéni normalizac¢ni podminky). Vektor v
ma vSechny prvky nulové s vyjimkou i-tého prvku, ktery je jednickovy.

Nejlepsi predstavu o markovském nahodném procesu bez absorpcnich
stavii dava jeho graf prechodu. Predstavime si ,znacku®, ktera oznacuje
okamzity stav systému a ktera se tedy ,,pohybuje” po grafu. V kazdém stavu,
do kterého se dostane, setrva nahodnou dobu s exponencialnim rozdélenim
s parametrem J;. Parametr ma vyznam vysledné (tj. sou¢tové) intenzity
odchodt z odpovidajiciho stavu. Stredni doba T} setrvani znacky v i-tém
uzlu je ddna prevracenou hodnotou 1/);, jak jiz bylo uvedeno. Z i-tého
uzlu znacka prechazi ndhodné nékterou vystupni hranou do dalsiho uzlu.
Pravdépodobnosti vétveni jsou dany pomérem intenzit prechodi vystupnich
hran. Protoze z kazdého uzlu grafu prechodi vedou cesty do vSech ostatnich
uzlt, projde za dostatecné dlouhy casovy interval znacka kazdym uzlem
(a setrvd v ném néjakou dobu). Limitni pravdépodobnosti vSech stavi tedy
budou mit nenulovou hodnotu.

Vzhledem k cyklickému charakteru nahodného procesu muizeme zavést
dalsi dilezité veliciny. Nepodminénd stredni frekvence f;; pfechodti po obecné
hrané grafu je primérny pocet prechodt po hrané ze stavu ¢ do j za jed-
notku casu. Je dana vztahem

fij = piXij, (2.8)
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kde )\;; je intenzita prechodt (podminéna sti. frekvence prechodt) po uva-
zované hrané grafu a p; je limitni pravdépodobnost vychoziho stavu hrany.

Stredni frekvenci f; prichodi stavem ¢ ziskdme souctem frekvenci prechodu
po vystupnich hranach stavu ¢ jako

Di
i =DiNi = =, 2.9
fi=p T (2.9)

kde \; je soucet intenzit prechodt na vystupnich hranach stavu ¢ a T; je

stfedni doba setrvani ve stavu .

Stredni doba T,; cyklu priichodi stavem i, tedy stfedni doba od jednoho
prichodu do dalsiho prichodu, je dana prevracenou hodnotou frekvence f;

_ !
i

Na frekvenc¢nim principu je rovnéz mozné provést primou formulaci rov-
nic pro vypocet limitnich pravdépodobnosti stavi. Pro kazdy uzel ¢ se

T, (2.10)

zrejmé musi rovnat stfedni frekvence prichodit a odchodt ze stavu. V této
souvislosti se pouziva nazev frekvencéni rovnovaha. Zapisem uvedené pod-
minky pro vSechny stavy a doplnénim normalizac¢ni podminky dostaneme
soustavu typu (2.7), kterou jsme dfive odvodili limitnim pfechodem z dife-
rencialnich Kolmogorovovych rovnic. Frekvenc¢ni rovnovaha plati i pro libo-
volny tez v grafu.

Markovské procesy bez absorpcnich stavi lze vyuzit naptiklad v ob-
lasti spolehlivostnich modelt obnovovangch systémi (kazdou poruchu lze
néjak opravit, prechody jsou zpusobeny udalostmi typi porucha a oprava),
modeld systémi hromadné obsluhy (viz dale napt. M/M/1, M/M/n) nebo
modelt spolupracujicich paralelnich procesii. Zakladni podminkou vyuziti
markovskych ndhodnych procest bez absorpcnich stavii je opét pro kazdy
stav exponencialni pravdépodobnostni rozdéleni casovych intervali mezi ca-
sovym bodem prichodu do stavu a vznikem udéalosti iniciujicich jednotlivé
prechody ze stavu.

Priklad 2.2

Uvazujme dva vypocetni procesy spolupracujici technikou asynchronni
komunikace (tj. zasilanim zprav pres vyrovnavaci pamét). Proces producent
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cyklicky provadi (lokélni) vypocet s ndhodnou dobou trvani. Tato doba méa
exponencidlni rozdéleni s parametrem A (tj. stfedni doba vypoctu je 1/A).
Vysledek vypoctu se odesila zpravou spolupracujicimu procesu spotrebitel.
Uvazujme nulovou (zanedbatelnou) dobu operace odeslani zpravy. Proces
spotrebitel zpravu vybere z vyrovnavaci paméti (uvazujme nulovou dobu
operace Cteni zpravy), zpravu zpracuje (opét uvazujeme lokalni vypocet
s ndhodnou exponencialné rozlozenou dobou trvani, parametr A) a popsa-
nou c¢innost stale opakuje. Predpokladejme napriklad vyrovnavaci pamét
s délkou [ = 1 (tj. pro jednu zpravu). Vzhledem k tomu, Ze obc¢as dojde
k (nechténému) zdrzeni procesi (producent ¢eka nad plnou paméti nebo
spotrebitel nad prazdnou) dojde k degradaci teoreticky dosazitelné rych-
losti vypoctu. Tuto rychlost mtizeme mérit poctem odeslanych ¢i prijatych
zprav za jednotku ¢asu, pricemz zminénd teoretickd rychlost (v tomto pii-
padé frekvence) je ziejmé A. Graf prechodi markovského modelu popsaného
abstraktniho systému je na obrazku 2.3.

pocet zprav

ve vyr.pameéti: () 0 1 1

7’ . 7’ A A A
Zapis zpravy

crent prvy (L (2] (31_(4)
procesy: A A A
producent pocitda pocitd pocita  ¢eka
spotrebitel Ceka pocitd pocitd pocita

Obrazek 2.3: Graf prechodt modelu producent—spotrebitel

Odpovidajici soustavu rovnic pro limitni pravdépodobnosti stava for-
mulujme s vyuzitim principu frekvenéni rovnovahy (frekvence prichodu do
stavu je stejnd jako frekvence odchodu):

1: paA = pmA
2: pA + psA = pA + pA = 2poA
31 peA + piA = psA + p3A = 2pA
4: psA = P

Je mozné se presvédcit, ze kazdou z rovnic Ize ziskat linearni kombinaci tii
ostatnich. Je tedy treba libovolnou z nich nahradit normaliza¢ni podminkou.
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Uvazime-li dale, ze s ohledem na symetrii grafu musi platit p; = ps a po = ps,
redukujeme soustavu do tvaru:

L: pp — m =0
norm: 2p; + 2py = 1
Vysledné limitni pravdépodobnosti stavi zrejmé budou p; = ps = p3 =
py = 0,25. Vyslednou frekvenci vypoctu urc¢ime napriklad jako frekvenci
zapisovani zprav do vyrovnavaci paméti, tedy jako soucet frekvenci vsech
prechodt modelujicich zapsani zpravy:

f = (p1+p2+p3s)A =0,75\

Vlivem omezené délky vyrovnavaci pameéti klesne rychlost modelovaného
vypoctu (méfend frekvenci zapisovani zprav) na tfi ¢tvrtiny teoreticky do-
sazitelné rychlosti .

Ctendre nepochybné napadne, nakolik nep¥ilis realisticky predpo-
klad exponencialniho rozloZeni doby vytvoreni/zpracovani zprdvy
ovlivnil vysledek.

Pokud by tato doba nebyla nahodnd, dojde po pocatecnim pre-
chodnem déji k synchronizaci béhu procesu tak, Ze vypocet pobezi
teoreticky dosazitelnou frekvenci \.

Pokud bude mit ndhodnd doba vytvoreni/zpracovani zpravy napti-
klad rovnomeérné nebo normdlni rozdéleni (tj. ,méné ndhodné“
nez exponencidlni), dojde opét k castecné synchronizaci chodu
obou uvaZovanych procesi a pro frekvenci vypoctu bude platit
0,75\ < f < A. Markovsky model tedy v tomto pripadé (a po-
dobné v mnoha jinych) poslouzi k odhadu nejhorsi moznosti (angl.
worst case analysis).

Priklad 2.3

V tomto prikladu predvedeme ukazku markovského spolehlivostniho mo-
delu duplezniho (tj. zdvojeného) vypocetniho systému, ktery obsluhuje di-
lezitou databazi.

Prvni procesor je aktivni a realizuje vsechny probihajici transakce. Druhy

procesor je vyuzit jako tzv. horkad zaloha. Pti poruse aktivniho procesoru je
na zaloznim procesoru aktivovan zalozni vypocetni proces, ktery s vyuzitim
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informace ulozené na vnéjsi paméti (angl. check-point) dokonéi rozpraco-
vanou transakci. Pro ulozeni databaze je pouzita zdvojena diskova vnéjsi
pamét. Prvni disk je aktivni a druhy slouzi opét jako horka zaloha. Cteni se
provadi z aktivniho disku, zapisovana informace je uklddana na oba disky.
Pti poruse aktivni diskové jednotky je mozné dokoncit rozpracovanou trans-
akci s vyuzitim informace ulozené na zaloznim disku.

Predpokladame nedokonalé pokryti poruch procesoru i diskové jednotky.
Nepokryta porucha aktivniho prvku (netispésné rekonfigurace) vede do stavu,
ve kterém je porusena konzistence databaze. Pokryta porucha vede bud do
stavu, ve kterém systém pokracuje v normalni ¢innosti, nebo do stavu, ve
kterém systém nepracuje, ale databaze neni porusena. Pravdépodobnost
pokryti poruchy byva oznacovana jako koeficient pokryti poruchy.

Cl)\c + )\c
A3g = dadg fi’)\) (/4% Agg = daAg + 2,
1 /‘LC
)\35 = (1 — dg))\d+ )\45 — (1 — d?))\d+ I

+(1 —¢1) e diAg + Ad +(1 = ¢ez) Ao
Hd Hd
dl)\d+)\d/\ Cl)\c+)\c
1 2
[he
(]_ _Cl))\c+ (1 _dl))\d 2 62)\C+d1)\d
M1
(1 — Cg))\c+
5 | +(1—di)Ag 6

Obrazek 2.4: Graf prechod modelu duplexniho databazového systému

Uvazujeme nasledujici parametry tlohy :

c1, di  koeficient pokryti poruchy aktivniho prvku (procesoru, disku)
co, dy  koeficient pokryti druhé poruchy (prvni dosud neopravena)

Ae intenzita poruch procesoru

Ad intenzita poruch disku

LLe intenzita opravy procesoru (za provozu zbytku systému)
[Lq intenzita opravy disku (za provozu zbytku systému)

41 intenzita opravy po preruseni ¢innosti systému
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(oprava hardware a restart celého systému)

[49 intenzita opravy po poruseni databaze
(oprava hardware, restart systému, oprava databaze ze zalozni
kopie a souboru zmén)

Graf prechodu odpovidajiciho markovského spolehlivostniho modelu je
uveden na obrazku 2.4. Stavy modelu maji dale uvedeny vyznam.

systém v provozu, vSechny prvky pracuji normalné
systém v provozu, jeden procesor porouchany

systém v provozu, jeden disk porouchany

systém v provozu, jeden procesor a jeden disk porouchany
porucha systému s porusenim databaze

preruseni ¢innosti systému, databaze neporusena

SO W N =

Vypocet limitnich pravdépodobnosti stavii by se provedl pro dané hod-
noty parametrt drive uvedenym postupem.

V této souvislosti je vhodné pripomenout, Ze ziskani verohodnich
parametru modelu je casto pracnéjsi nez vlastni konstrukce a nu-
mericke reseni modelu.

Jako cilovy ukazatel (vysledek) se u spolehlivostnich modeli obnovova-
nych systémii nejcastéji urcuje tzv. staciondrni koeficient pohotovosti sys-
tému k, (angl. availability), ktery udava limitni (tj. dlouhodobé mérenou)
pravdépodobnost pouZzitelnosti (dostupnosti) systému. V tomto pripadé zifejmé
bude:

k, = p1 + p2 + 03+ p4
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2.2 Petriho sité

Petriho sité (dale P-sité) predstavuji znamy a dosti ¢asto vyuzivany formalni
model diskrétnich systémt slozenych z vice aktivnich prvkia. Utelem dale
provedeného popisu neni kompletni a matematicky presny popis aparatu P-
siti, ale spiSe jejich konceptualni prezentace s ohledem na moznosti pouziti
k modelovani realnych systému. Pro zajemce o preciznéjsi popis problema-
tiky Ize doporucit dobie dostupnou literaturu [Ces94], kterd na piilozené
disketé obsahuje program pro analyzu P-siti PESIM (pro OS Windows).
Zakladni vlastnosti a aplikace stochastickych petriho siti jsou prehledné po-
psany napiiklad v [PN90].

2.2.1 C/E petriho sité

Jedna se o zakladni typ P-siti vyuzitelny jako model diskrétniho systému
s nedefinovanou dynamikou, tj. s nestanovenymi casovymi parametry pre-
chodt mezi stavy modelu. P-sit tohoto typu je graf se dvéma typy uzli ozna-
¢ovanymi jako mista (angl. places, popfipadé podminky - angl. conditions)
a prechody (angl. transitions, poptipadé uddlosti - angl. events. Oznaceni
tohoto typu siti C/E tedy znamend Conditions/Events. Mista a pfechody
jsou spojeny hranami, které vedou z mist do prechodu a z prechodi do mist
- tedy nikoliv napriklad z mist do mist.

prechody mista

misto P, prechod T}

prechody mista

Obrazek 2.5: Mista a prechody

Neformalni charakteristiku sité provedeme néasledujicim vyctem:

e Stav mista je dan jeho ohodnocenim. Ohodnoceni je nezaporné celé
¢islo, napriklad pro misto P; bude ohodnoceni m;.

e Stav celé sité je ddn ohodnocenim vsech mist (celo¢iselny vektor). Pocet
stavi sité neni (na rozdil od kone¢ného automatu) principiadlné omezen,
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v aplikacich ale zpravidla pouzijeme sit s kone¢nym poc¢tem moznych
ohodnoceni.

e Pro analyzu sité potrebujeme znat pocatecni ohodnoceni sité, tj. poca-
tecni ohodnoceni vsech mist.

e Ke zméné ohodnoceni (stavu) sité dojde realizaci nékterého prechodu.
K prechodu muZze dojit tehdy, je-li ohodnoceni vsSech vstupnich mist
prechodu nenulove.

e Sit je nedeterministickda v tom smyslu, Ze pro nékolik pripravenych pre-
chodi neni stanoveno, ktery se uskutecni. Realizace prechodu zméni
ohodnoceni sité tak, Ze ohodnoceni vsech vstupnich mist prechodu se
dekrementuge (tj. puvodni minus jedna), naopak ohodnoceni vsech vy-
stupnich mist prechodu se inkrementuje.

Jako priklad uvedeme C/E-sit, kterd modeluje dva paralelni vypocetni
procesy vyuzivajici k interakci kritickou sekci (tj. sdili napriklad spole¢nd
data). Oba procesy stale cyklicky stifidaji lokalni vypocet, vstup do kritické
sekce, vypocet v kritické sekci (jen jeden proces), vystup z kritické sekce.

Ty prechod — vstup do krit.sekce

P P
T: rechod — uvolnéni krit.sekce
2
T P, misto — ohodnoceni m; znamen4
T, pC. procesi v lok. ¢innosti
P, misto — ohodnoceni ms znamena
P pc. volnych mist v krit. sekci

P3; misto — ohodnoceni mg znamena
\ T / pc. procesu v krit. sekci

Obrazek 2.6: Model paralelnich procest s kritickou sekci

V obrazku je naznaceno pocatecni ohodnoceni sité (tj. 210). Je treba
zduraznit, Ze jedna petriho sit mize slouzit jako model pro vétsi mnoZstvi
pripadi - zde napriklad pro tfi procesy z nichz nejvyse dva mohou vstoupit
do kritické sekce by se pouze zménilo pocatecni ohodnoceni sité na 320.
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Zvoleny piiklad dokumentuje v aplikacich nejcastéji vyuzivany typ C/E
sité, ktera ma nasledujici vlastnosti:

e Je konecnd (omezend), tj. ma kone¢ny pocet moznych ohodnoceni (zde
ohodnoceni 210 a 101).

e Je Zivd, tj. kazdé ohodnoceni sité je (po konetném poctu prechodi)
dosazitelné z kazdého jiného. Ziva sit nema zadny mrtvy stav, tj. takové
ohodnoceni sité, pro které neni realizovatelny zadny prechod.

Uvedeny typ sité se vyuziva zejména k modelovani soubéznych vzajemné
véazanych cyklickych ¢innosti (napfiklad paralelni procesy, komunikac¢ni pro-
tokoly, vazané automaty ap.), u kterych hrozi zablokovdni (téz uviznuti, ang].
deadlock). Analyza tohoto typu sité pak spoc¢ivad zejména v uréeni mnoziny
dosazitelniych ohodnoceni sité a ovéreni, ze sit je ziva.

Existuje rada zobecnéni tohoto zakladniho typu siti, napriklad mista
s omezenou kapacitou, hrany se zadanou prichodnosti, inhibi¢ni hrany (ne-
nulové ohodnoceni vstupniho mista hrany blokuje prechod) ap. Tato vylep-
Seni jsou vesmeés zavadéna s cilem vylepsit modelovaci schopnost sité, tj.
umoznit lepsi a jednodussi vyjadreni realného problému pomoci P-sité.

2.2.2 Stochastické petriho sité

Jak jiz bylo fec¢eno, C/E sité neumoznuji modelovat dynamiku systému, tj.
uvazovat néjakou dobu trvani modelovanych déji. Nejjednodussim zptso-
bem, jak do P-siti zavést modelovy cas (tj. uvazovat ¢asovy vyvoj ohod-
noceni sité), je stanovit dobu trvani jednotlivych prechodi (tj. dobu od
umoznéni prechodu nenulovym nastavenim vstupnich mist do realizace pre-
chodu). Tento ¢asovy parametr pfechodu muze byt bud deterministicka veli-
¢ina nebo nadhodna velicina s danym pravdépodobnostnim rozdélenim. Hod-
nota ¢asového parametru prechodu (nebo parametri pravdépodobnostniho
rozdéleni doby prechodu) mtize nebo nemusi zaviset na aktudlnim ohodno-
ceni sité.

Dale popiseme zakladni vyuzivany typ stochastickych P-siti oznacovany
jako GSPN (angl. Generalized Stochastic Petri Nets) [PN90]. Tento typ
siti mize slouzit jako formalni model cyklickych (stéle se opakujicich) sou-
béznych ¢innosti, jejichz jednotlivé fize maji ndhodnou dobu trvani (opét
napriklad spolupracujici paralelni procesy, komunikacni protokoly, obnovo-
vané systémy se zySenou spolehlivosti).
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GSPN maji zachoviny vSechny vyse uvedené vlastnosti C/E siti. Maji
ale zavedeny dva typy prechodi:

o Okamzité (angl. immediate) prechody maji v modelovém ¢ase dobu
prechodu rovnou nule (tj. deterministickou).

o Casované piechody maji ndhodnou dobu piechodu s exponencidlnim
pravdépodobnostnim rozdélenim, pricemz parametr rozdéleni mize byt
stanoven jako linearni funkce ohodnoceni vstupnich mist prechodu,
nebo miuze byt konstantni. Ndhodna doba trvani prechodu (tj. doba
od vzniku ohodnoceni umoznujiciho prechod do realizace prechodu) se
obrazné oznacuje jako doba horeni prechodu - angl. firing time.

V disledku dvou kvalitativné odlisnych moznosti prechod dostaneme
i dvoji kvalitativné rozdilna ohodnoceni sité:

e Nestabilni ohodnoceni umoznuje vznik pouze okamzitych prechodii.
Toto ohodnoceni trvd nulovou dobu v modelovém case (tj. v témze
modelovém case se prechazi do jiného ohodnoceni). Pokud je ohodno-
cenim umoznéno nékolik okamzitych prechodti, neni stanoveno, ktery
nastane (nedeterminismus stejny jako u C/E siti).

e Stabilni ohodnoceni aktivuje (v prenesené terminologii zapaluje) pouze
¢asované prechody. Sit tedy v tomto ohodnoceni (stavu) setrva nahod-
nou dobu rtznou od nuly. Pokud ohodnoceni zapaluje nékolik caso-
vanych prechodi, v konkrétnim piipadé (pokusu) dojde k prechodu,
ktery mél nejmensi dobu horeni.

Omezime-li se pouze na konecné a zivé sité, je mozné (automaticky, tj.
programem) prevést GSPN na odpovidajici (matematicky izomorfni) mar-
kovsky nahodny proces bez absorpcnich stavi. Ilzomorfismus mezi GSPN
a markovskym ndhodnym procesem muzeme neformalné charakterizovat
zhruba takto:

e Kazdému stabilnimu ohodnoceni sité odpovida stav markovského pro-
cesu.

e Kazdému prechodu zapalenému ve stabilnim ohodnoceni sité odpovida
v grafu markovského procesu hrana vedouci ze stavu odpovidajiciho
tomuto (vychozimu) ohodnoceni do stavu odpovidajiciho cilovému sta-
bilnimu ohodnocenti sité (tj. opét pfechod v markovském procesu).
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e Véha hrany v grafu markovského procesu (tj. intenzita A;;) se v obec-
ném pripadé stanovi vypoctem z ohodnoceni odpovidajiciho vychozimu
stavu hrany (linedrni kombinace ohodnoceni vstupnich mist prechodi).
Jedna se o parametr prislusného exponencialniho rozdéleni doby trvani
prechodu.

e Limitni pravdépodobnosti stavii markovského procesu jsou shodné jako
limitni pravdépodobnosti odpovidajicich ohodnoceni v GSPN.

e Stredni frekvence vyskytu odpovidajicich si udalosti (napt. prichod
stavem) jsou prenositelné z markovského procesu do GSPN.

Hruba filosofie vyuziti GSPN jako modelovaciho prostredku je pak na-
sledujici:

e Jako zdrojovy formalni model pouzijeme GSPN, protoze ma vétsi mo-
delovaci schopnost (téz expresivnost) nez markovsky proces. Struktura
GSPN je totiz semanticky blizsi modelovanym problémim. Dale po-
moci GSPN mitzeme jednoduse reprezentovat systémy s velkym po-
¢tem stavi a pomoci jedné GSPN mtzeme reprezentovat velké mnoz-
stvi markovskych modelt (odlisenych pocatecnim ohodnocenim sité).

e Pro zadané pocatecni ohodnoceni GSPN dokazeme automaticky (viz
napi. program PESIM 1) ptevést sit na markovsky proces.

e Markovsky proces resime obvyklym postupem - zakladni operaci je re-
Seni (velké) soustavy linedrnich algebraickych rovnic pro limitni prav-
dépodobnosti stavi.

e Ziskané numerické hodnoty limitnich pravdépodobnosti stavi interpre-
tujeme jako hodnoty limitnich pravdépodobnosti stabilnich ohodnoceni
GSPN. Pro tento ucel je tieba v procesu prevodu GSPN na izomorfni
markovsky model néjakym zpiisobem registrovat konverzni funkci mezi

kédem stavu markovského procesu a kodem odpovidajictho ohodnoceni
v GSPN.

Déle uvedeme jednoduché priklady GSPN. V obrazcich jsou okamzité
prechody znazornény jednoduchou ¢arou (jako prechody u C/E siti), ¢aso-
vané prechody jsou znazornény tzkym obdélnickem.

'PESIM umoziuje zadat jen konstantni parametr ¢asovaného prechodu
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Obrazek 2.7: Model paralelnich procest s kritickou sekci

Priklad 2.4

Uvazujeme dva paralelni procesy spolupracujici programovaci technikou
sdilent dat. Sdilena data jsou pred konfliktnim pristupem chranéna me-
chanismem kritické sekce (jeden semafor nebo pamétovy zamek). Procesy
cyklicky opakuji lokalni vypocet a vypocet v kriticke sekci. Doby prislus-
nych vypocti maji exponencidlni pravdépodobnostni rozdéleni, parametry
prislusnych rozdéleni oznacime A, uq pro prvni proces a Ao, g pro druhy
proces.

Pouzitda GSPN s pocatecnim ohodnocenim 1100001 je na obrazku 2.7.
Obrazek dobie dokumentuje semantickou blizkost modelovaného problému
a GSPN. V GSPN jsou zachyceny (jedni¢kovym ohodnocenim prislusného
mista) vSechny mozné stavy procestu - napiiklad pro prvni proces ohod-
noceni mista P; odpovida lokalni ¢innosti procesu, ohodnoceni mista P;
odpovida stavu c¢ekani na vstup do kritické sekce a ohodnoceni mista P;
¢innosti procesu v kritické sekci. Podobné prechody odpovidaji udalostem
ovlivnujicim stavy procesii, naptiklad 7 znamena uvolnéni kritické sekce
druhym procesem. Kriticka sekce je explicitné modelovana mistem Pr, ohod-
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noceni mista odpovida poctu procesti, které mohou vstoupit do kritické
sekce. V uvedené GSPN jsou ziejmé zahrnuty i (shodné) vyvojové diagramy
¢innosti obou procesii.

V ramci cviceni se pokuste zkonstruovat izomorfni markovsky model
a z limitnich pravdépodobnosti stavii formulovat vztah pro zmenseni rych-
losti vypoctu (vlivem konfliktd na kritické sekci). Vyuzijte analogii s pfi-
kladem 2.2. Dale je mozné vyuzit uvedeny priklad k meditaci nad moznosti

modelovani paralelnich procest se slozité&jsi strukturu interakci (vice fazi
¢innosti procesu, synchronizace, semafory, bariéry, randez-vous ap.)

Priklad 2.5

Uvazujme obecnéjsi model komunikace paralelnich procestu typu produ-
cent — spotrebitel nez model z prikladu 2.2. Zobecnéni bude spocivat v tom,
ze procesu—producentu bude r, procesti—spotrebiteld bude s a budou komu-
nikovat pres spole¢nou vyrovnavaci pamét (schranku) pro k zprav. Vytvo-
reni zpravy trva ndhodnou dobu s exponencialnim rozdélenim s parametrem
(intenzitou) A, podobné zpracovani zpravy mé parametr y.

Pouzitd GSPN prechodii je na obr. 2.8. Pocatecni nastaveni sité je rs00k0.
Pro ¢asované prechody jsou uvedeny funkce pro vypocet intenzity prechodu
v zavislosti na ohodnoceni vstupnich mist prechodu. Vyznam ohodnoceni
jednotlivych mist je nasledujici:

Py ... Pocet procestu typu producent pripravujicich zpravu,
P, ... pocet procesu typu spotrebitel zpracovavajicich zpravu,

P5 ... pocet procest typu producent cekajicich na uvolnéni mista ve vyrov-
navaci pameéti,

Py ... pocet procesu typu spotrebitel cekajicich na vlozeni zpravy do vyrov-
navaci paméti,

P;5 ... pocet volnych mist ve vyrovnavaci paméti,
P ... pocet zprav ve vyrovnavaci paméti.
Ptrechody maji tento vyznam:

Ty ... Zadost procesu o zapis zpravy do vyrovnavaci paméti,
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Obrazek 2.8: Model komunikace producenti—spotrebitele

T, ... zadost procesu o ¢teni zpravy z vyrovnavaci pameéti,
T5 ... zapis zpravy do vyrovnavaci pameéti,
Ty ... cteni zpravy z vyrovnavaci paméti.

Jesté naznacime vyuziti sité k ziskani konkrétnich vysledki. Predpokla-
dejme, Ze nas zajima stredni frekvence zapisovani zprav do vyrovnavaci
paméti (méfitko rychlosti vypoctu, nejvétsi mozna stiedni frekvence zapi-
sovani je Ar). Zéapis zpravy je modelovan prechodem sité z kazdého ohod-
noceni mixOxmsz, kde m; a ms jsou nenulovd ohodnoceni mist P; a P
a na ohodnoceni dalsich mist nezalezi (symbol z) 2. Stiedni podminéna
frekvence kazdého takového prechodu je Amy (tj. je zavisla jen na ohod-
noceni mista P;). Po pfevodu sité na izomorfni markovsky model je tieba
urcit limitni pravdépodobnosti vSech stavii odpovidajicich mnoziné ohod-
noceni mixOxmsx. Dale se urci nepodminéné stredni frekvence prechodu

2Uvazujeme jen stabilni ohodnoceni iniciujici pfechod - pies ohodnoceni s nenulovou hodnotou ms se
prejde s nulovym zpozdénim.



34 Kapitola 2. Matematické modely diskrétnich stochastickych systémii

jako p;Amy, kde p; je limitni pravdépodobnost prislusného ohodnoceni sité.
Vyslednou frekvenci zapisovani zprav ziskame jako jako soucet nepodmi-
nénych frekvenci prechodu pro vSechna ohodnoceni z mnoziny mizOxmsz.

V analogii s timto prikladem sestrojte znovu GSPN z prikladu 2.4. pro
pripad, ze oba procesy maji stejné parametry A, u.
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Kapitola 3

Systémy hromadné obsluhy

Jako systémy hromadné obsluhy (dale zkracené SHO) jsou oznacovany vice
¢i méné formalni modely redlnych systémi, jejichz funkce spociva v rea-
lizaci obsluhy (tj. poskytnuti néjaké sluzby) pro velké pocty pribézné pri-
chazejicich pozadavki (téz transakct). Sluzby poskytuji prvky oznacované
jako kanaly obsluhy ¢i servery, pred kanalem obsluhy ze zpravidla vytvari
fronta pozadavku cekajicich na poskytnuti sluzby. Vyznamnou vlastnosti
SHO je abstrakce od semantiky poskytované sluzby, modeluje se pouze ca-
sovd posloupnost prichazejicich poZadavki a jejich c¢asovd ndrocnost na po-
skytovane sluzby. Vzhledem k velkym poctim poZadavki je primeéreny prav-
dépodobnostni popis casovych charakteristik proudu poZadavki. Model typu
SHO je vytvaren s cilem urcit vykonnostni charakteristiky systému, napri-
klad stredni dobu od zadani do obslouzZeni poZadavku, stredni délku néektere
fronty poZadavku ap. V anglosaské literature je misto pojmu SHO pouzivan
termin queuing network (tj. sit’ front, queue jako fronta), disciplina ozna-
covana jako queuing theory se zabyva matematickou analyzou siti front a
obsluznych uzli.

Jako priklad realného systému modelovaného prostirednictvim SHO mtize
slouzit napfiklad pocitacovy systém, dopravni sit (pozZadavek je abstrakci
projizdéjiciho vozidla, kandl obsluhy je abstrakci napf. kfizovatky) nebo
velky trad (poZadavek je abstrakci prochézejicitho obcana, kandl obsluhy
je abstrakci trednika realizujiciho prislusny turedni tkon, frontu v tomto
kontextu si jisté kazdy dovede predstavit).

Pr1i dostatecném zjednoduseni vlastnosti redlného systému lze SHO kon-
struovat jako matematicky model poskytujici pozadované vysledky v uza-
vieném tvaru (tj. jako vzorec). Detailnéjsi modelovani vlastnosti vyzaduje
zpravidla koncipovat SHO jako simulacni model. Nasledujici prehled SHO



36 Kapitola 3. Systémy hromadné obsluhy

zahrnuje zakladni pouzivané matematické modely, problematika simulac-
niho modelovani je predmétem kapitoly 4.

3.1 Elementarni SHO

Konceptualni model elementarniho obsluzného systému je naznacen na na-
sledujicim obrazku 3.1 Jako stav systému figuruje celkovy pocet pozadavki
akumulovanych v systému (tj. ve fronté i v obsluznych kandlech).

vstupni proud fronta : vystupni proud
@/ kanaly

obsluhy

Obrazek 3.1: Elementarni SHO

Dale kvalitativné popiseme jednotlivé prvky obsluzného systému, uve-
deme veli¢iny vyuzivané k jejich matematickému popisu a rovnéz uvedeme
zakladni pouzivanou klasifikaci obsluznych systémi.

Zakladnim predpokladem pro dalsi popis je staciondrni rezim cinnosti
systému, tj. Casova stalost zdrojovych statistickych charakteristik (pa-
rametri) modelovaného systému (modelujeme ustdleny provoz, nikoliv
prechodny déj).

3.1.1 Zdroj pozadavkii

Zdroj pozadavki mize byt bud omezeny nebo neomezeny. U omezeného
zdroje je populace zdkaznika produkujicich pozadavky omezend (koneénd)
a vstupni proud pozadavki je zdvisly na stavu obsluzného systému (tj. zmen-
Suje se s nartustajici délkou fronty). U neomezeného zdroje vstupni proud
nezavisi na stavu SHO.

3.1.2 Vstupni proud pozadavkti

Predpokladame, ze pozadavky vstupuji do SHO ndhodné v casové posloup-
nosti {ty < t; < ty...}. Ndhodnda veli¢ina 7, = tx — tp_1 (kde k& > 1)
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je nazyvana interval prichodi (angl. interarrival time). Predpokladame-li
statistickou nezavislost a stejné pravdépodobnostni rozdéleni jednotlivych
hodnot 7, lze je povazovat za realizace jedné nahodné veliciny 7.

Nejcaster vyuzivanym zpusobem matematickeého popisu vstupniho proudu
je zaddni distribucéni funkce pravdépodobnostniho rozdéleni F,(t) = P{r <
t} nebo odpovidajici hustoty pravdépodobnosti f,(t) (derivace distribuéni
funkce) . Nejcastéji vyuzivanym typem vstupniho proudu je tzv. poisso-
novsky vstupni proud, ve kterém ma interval prichodt exponencidlni prav-
dépodobnostni rozdéleni. Vstupy pozadavki prichazejicich v poissonovském
proudu jsou nahodilé v tom smyslu, Ze pro ndhodné vybirané stejné velké
(ale velmi malé ve srovnani se stfedni dobou intervalu pfichodi) Casové
intervaly je stale stejna pravdépodobnost prichodu pozadavku.

Dale uvedeme velic¢iny a vztahy charakterizujici vstupni proud:

F,(t) — distribu¢ni funkce pravdépodobnostniho rozdéleni ¢asového inter-
valu mezi prichody pozadavki. Zakladni charakteristika vstupniho proudu.

E{r} =T, = 1/X — stfedni hodnota intervalu mezi ptichody (stfedni peri-
oda prichodil). Veli¢ina A ziejmé predstavuje stiedni frekvenci pfichoda
pozadavki.

F,(t) = 1 — e — distribu¢ni funkce ¢asovych intervalti mezi prichody
v poissonovském proudu. St¥edni frekvence prichodi A je (jedinym)
parametrem rozdéleni. poissonovsky proud tedy lze plné charakterizovat
zadanim jediné ciselné hodnoty.

Co = of{7}/T,, kde C, je tzv. koeficient variance a o{7} je smérodatna
odchylka intervalu mezi prichody. Koeficient variance cCiselné charak-
terizuje nahodilost (resp. pravidelnost) prichodi, pro zcela pravidelné
(tj. nendhodné) prichody mé hodnotu 0, pro ptichody v poissonovském
proudu ma hodnotu 1, pro vétsinu realnych pripad hodnotu mezi 0 a
1. Pro vstupni proud obsahujici shluky pozadavki muze byt hodnota
koeficientu variance vétsi nez 1.

3.1.3 Fronta pozadavkil

Je charakterizovana maximalnim poctem mist ve fronté (tj.mazimalni dél-
kou) a frontovou disciplinou, tj. pravidlem, podle kterého se vybira z fronty

! Aproximaci hustoty pravdépodobnosti lze z redlného systému experimentalné urcit kon-
strukci histogramu - viz dale.
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pozadavek k obsluze. Délka muze byt omezend (i na nulu - napfiklad u po-
zadavkl na spojeni v telefonni astfedné) nebo neomezend, druhy uvedeny
pripad se pouziva jako abstrakce vedouci zpravidla k zjednoduseni mate-
matického feseni SHO. Frontova disciplina mize byt bud bez priorit nebo
prioritni (tj. uvazuji se priority pozadavki). Prioritni discipliny mohou byt
s prednostnim vyloucenim (téZ preempct) nebo bez prednostniho vylouceni.
Prednostni vylouceni znamena preruseni probihajici obsluhy pri prichodu
pozadavku s vyssi prioritou a pouziva se zejména tehdy, je-li mozné obsluhu
snadno prerusit a opét obnovit bez ztraty jiz vykonané ¢innosti (ve viceuzi-
vatelském opera¢nim systému bude fronta procesii pripravenych k vypoctu
s prednostnim vyloucenim, kdezto fronta souborii pripravenych k tisku musi
byt bez prednostniho vylouceni). Nejcastéji vyuzivanou frontovou discipli-
nou je FIFO (First In First Out) nebo FIFO s prioritami. Za zminku stoji
dale fronty se sdilenim casu, kde vSsechny pozadavky se cyklicky stridaji v
obsluze s pevnou nebo proménlivou hodnotou tzv. c¢asoveho kvanta obsluhy.

K popisu fronty se dale zavadi tyto veliciny:
w — okamzity pocet pozadavki ve fronté (ndhodné funkce ¢asu),
E{w} = L,, — stfedni pocet pozadavku ve fronté, tj. stfedni délka fronty,

t, — doba ¢ekani ve fronté pro jeden konkrétni pozadavek (ndhodné veli-
¢ina),

E{t,} = T, — stfedni doba ¢ekani pozadavki ve fronté.

3.1.4 Kanaly obsluhy

Pocet kanali obsluhy oznacime jako m, nejcastéjsim pripadem je jednoka-
nalova obsluha, tj. m = 1. V SHO je doba t; obsluhy konkrétniho poza-
davku obvykle chapana jako ndhodna veli¢ina s danym pravdépodobnost-
nim rozdélenim (stejnym pro vsechny pozadavky) 2. Zékladni charakteris-
tikou kanalu tedy opét bude distribu¢ni funkce uvazovaného rozdeéleni, t;j.

Fy(t) = P{t. <t} *

Dale uvedeme veli¢iny a vztahy charakterizujici jeden kanal obsluhy:

2Pro konkrétni proud pozadavki v konkrétnim realném systému lze ziskat aproximaci

hustoty rozdéleni konstrukei histogramu.
3Tato charakteristika zahrnuje jak vlastni vykonnost kandalu, tak specifiku néjakého

proudu pozadavkt (napf. jeho rozptyl doby obsluhy). Vyménime-li procesor pocitace za



3.1. Elementarni SHO 39

F,(t) — distribu¢ni funkce pravdépodobnostniho rozdéleni doby obsluhy.
Zakladni charakteristika kanalu obsluhy.

E{r} = Ty, = 1/u — stiedni doba obsluhy. Veli¢ina u ziejmé predstavuje
stredni frekvenc: obsluh, tj. stfedni pocet pozadavku obslouzenych za
jednotku casu za predpokladu, Ze je kandl stdle zatizeny.

Fy(t) = 1 — e ¥ — distribuc¢ni funkce exponencidlniho rozdéleni doby ob-
sluhy. Stfedni frekvence obsluh u je (jedinym) parametrem rozdéleni.

Cs = o{ts}/Ts, kde Cs je koeficient variance doby obsluhy a o{t¢,} je sméro-
datna odchylka doby obsluhy. Koeficient variance ¢iselné charakterizuje
nahodilost (resp. pravidelnost) obsluh. Pro shodné (tj. konstantni, ne-
ndhodné) doby obsluh mé hodnotu 0, pro obsluhy s exponencidlnim
rozdélenim ma hodnotu 1, pro vétsinu readlnych pripadi hodnotu mezi
Dal®

3.1.5 Kendallova klasifikace elementarnich SHO

Tato klasifikace v zédkladni podobé vyuziva pro elemenarni SHO symbolické
oznaceni A/B/m, kde za A se dosazuje symbolicky typ pravdépodobnost-
niho rozdéleni vstupnich intervali a za B symbolicky typ pravdépodob-
nostniho rozdéleni doby obsluhy. Symbol m jsme jiz zavedli pro oznaceni
poctu (identickych) kanalt obsluhy v elementarnim SHO. Zékladni symboly
pouzivané k oznaceni typu pravdépodobnostniho rozdéleni jsou:

GI - Pro vstupni proud se statisticky nezavislymi intervaly mezi pfichody
a obecnym (tj. jakymkoliv) pravdépodobnostnim rozdélenim téchto in-
tervala (GI jako general independent).

G - Pro obecné (tj. jakoukoliv funkci Fi(t)) rozdéleni doby obsluhy °.

M - Pro exponenciélni rozdéleni doby obsluhy nebo intervalu pfichodi (M
jako markovsky ptipad).

dvakrat vgkonnéjsi (méfeno napt. v MIPS), znamend to zménu ptivodné uvazovaného (resp.
experimentalné zjisténého) rozdéleni F(t) na F,(t/2) (jako kdyby se dvakrat zrychlil ¢as).

4Mérenim realnych proudt pozadavkil v pocitacovych systémech lze zjistit i pripady s
Cs > 1. Takovéto proudy lze modelovat hyperexponencidlnim rozdélenim (ndhodna smés

nékolika exponencidlnich rozdéleni) nebo diskrétnim rozdélenim.
*Implicitné se predpoklada statisticka nezavislost hodnot doby obsluhy v ¢asové posloup-

nosti pozadavki. Na redlném proudu pozadavki 1ze tento predpoklad experimentalné oveérit
vypocty korelaénich koeficientt (autokorelace).
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D - Pro deterministické (konstantni, pravidelné) intervaly pfichodt nebo
doby obsluhy.

Nékdy se jesté dopliuji idaje o maximalni délce fronty a frontové disci-
pliné. Napriklad symbolické oznaceni

M/D/1/oc/FIFO

predstavuje elementarni SHO s exponencidlnim rozdélenim intervalu pri-
chodt, stejnou (tj. konstantni, nendhodnou) dobou obsluhy pro vsechny
pozadavky, jednim kanalem obsluhy, neomezenym poctem mist ve fronté a
FIFO frontovou disciplinou. (posledni dva tdaje predstavuji obvyklé impli-
citni hodnoty, takze staci uvést jen M/D/1).

3.1.6 Velic¢iny a vztahy pro elementarni SHO jako celek

V analogii s jiz dfive zavedenymi veli¢cinami pro kvantitativni popis fronty
zavedeme obdobné veli¢iny pro elementarni SHO jako celek:

g — okamzity celkovy pocet pozadavku v SHO, tj. ve fronté i v kanalech ob-
sluhy. Jedna se o (Casové proménnou) ndhodnou veli¢inu kvantifikujici

stav SHO.
E{q} = L, — stfedni celkovy pocet pozadavki v SHO,

t, — doba pruchodu celym SHO pro jeden konkrétni pozadavek (ndhodna
veli¢ina), je téz oznacovana jako doba odezvy.

E{t,} = T, - sttedni doba priichodu pozadavki elementarnim SHO (stredni
doba odezvy).

Pravdépodobné nejvyznamnéjsi velicinou ovlivnujici chovani SHO je za-
tizeni (té7 casové vyuZiti nebo koeficient vyuZiti) obsluznych kan4li .
1T, 1A
g _— [ —

=2 = 3.1
mT, mpu (31)

6Predpokladame, ze obsluzné kandly jsou identické a ze jsou zatézovany rovnomérné.
Rovnomérné zatizeni kanali 1ze zajistit naptiklad pravidlem, ze volny kanal vlastni aktivi-
tou sleduje stav fronty a prebira (bez zpozdéni) obsluhu prvniho pozadavku ve fronté (je-li
néjaky) - piikladem mize byt klasicky obchod s jednou frontou zdkazniki a s nékolika
prodavackami za pultem.
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Nutnou podminkou pro dosazeni staciondrniho rezimu v ¢innosti SHO
je hodnota p < 1. Pokud tato nerovnost neni splnéna, nartista v case
neomezené délka fronty (SHO se ”zahlti“ prichdzejicimi pozadavky).

Hodnota naptiklad ¢ = 0,5 znamena:

e Kandly obsluhuji néjaky pozadavek pouze polovinu (dostatecné dlouhé)
doby sledovani, tj. jejich zatizeni je polovicni,

e Casové vyuziti (v8ech) kanéla je 50%,

e pravdépodobnost obsazeni kandlu (realizuje obsluhu) v ndhodné vy-
braném okamziku je 0, 5,

e stredni pocet pozadavkl vyskytujicich se v kanalech obsluhy je v tomto
ptipadé Ly = 0,5m (veli¢ina analogickd k L,, a L,).

Veli¢ina u = \/u se nazyva intenzita provozu a k ni nejblizsi vyssi celé
¢islo predstavuje minimélni pocet obsluznych kanalt potfebnych (pro dané
T, a Ty) pro zajisténi stacionarniho rezimu ¢innosti SHO.

Pro elementarni SHO déle zrejmé plati:

A
1

1
T, = Ty+T,=Ty+ -~
1

Veli¢iny L,, T, a L., T, jsou vzdjemné jednoduSe nahraditelné diky
existenci tzv. Littleovych vzorcu, které plati pro vsechny elementarni SHO
s neomezenym poctem mist ve fronteé:

L, =AT,, L, =T, (3.3)

Littleovy vztahy jsou intuitivné dobte pochopitelné na zakladé tvahy, ze
za dobu Tj prichodu primeérného pozadavku pres SHO prijde v primeéru
AT, dalsich pozadavki a stejny pocet je obslouzen (tj. odejde), takze v pri-
meru setrvava v SHO L, = XTj, pozadavkd.
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V uvedenych rovnicich 3.2 a 3.3 lze brat A\, u, m jako soucast zdro-
jového popisu SHO (tj. parametry), zbyvajici veli¢iny L,, L, T,, T,
jsou zpravidla predmétem matematického feseni SHO (tj. vysledky).
Dilezité je, ze stac¢i urcit jednu (kteroukoliv) z nich, a ostatni t¥i se
jednoduse vypocitaji z 3.2 a 3.3.

3.1.7 Vystupni proud pozadavkil

Zde jesté uvedeme, jak se zméni proud pozadavku (presnéji statistické cha-
rakteristiky casovych intervalid mezi nasledujicimi pozadavky v proudu) po
prichodu obsluznym systémem. Predné predpokladame stacionarni rezim
v ¢innosti SHO (tj. 0 < 1) ". V tomto rezimu vSechny pozadavky, kterd
vstoupi do SHO jsou v konec¢ném case obslouzeny a stredni frekvence i peri-
oda odchodu poZadavki je shodna se stredni periodou a frekvenci prichodid
(tj. T, a A). Nahodilost (resp. pravidelnost) odchodi je pro malé hodnoty za-
tizeni urcovana charakterem pravdépodobnostniho rozdéleni intervalt mezi
ptichody (tj. rozdéleni intervali mezi odchody se blizi rozdéleni F,(t)), pro
velké hodnoty zatizeni je urcujici distribuc¢ni funkce rozdéleni doby obsluhy

Fy(t).

Vyznamny je poznatek, Ze ve staciondrnim rezimu poissonovsky vstupni
proud po pruchodu obsluznym systémem s exponencialnim rozdélenim doby
obsluhy si zachovd poissonovsky charakter (tj. pravdépodobnostni rozdéleni
intervalu mezi prichody © mezi odchody je exponencidlni, navic se stejnym
parametrem \).

Uvedené kvalitativni zavislosti lze priblizné kvantifikovat s vyuzitim vztahu
(Allen) popisujicitho zménu koeficientu variance ndhodného ¢asového inter-

valu po sobé jdoucich pozadavki v proudu (mira pravidelnosti proudu) po
priuchodu SHO:

Co=1+0(C{ =1+ (1-¢")(C7 — 1) (3.4)

V uvedeném vzorci je C, koeficient variance vystupniho proudu, C, je

koeficient variance vstupniho proudu, g je zatizeni a Cj je koeficient variance
doby obsluhy.

"Pro nestacionarni rezim (g > 1) je zfejmé stiedni frekvence vystupniho proudu rovna
my (obsluzné kandly stale pracuji).
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3.2 Jednokanalové SHO

V této podkapitole uvedeme bez odvozeni zakladni analytické vysledky pro
tivni pochopeni téchto vztaht. Jako vstupni data pro analyticke reseni ele-
mentdrnich SHO slouzi funkce pravdépodobnostnich rozdéleni F,(t) a Fy(t).
V dale uvadénych vzorcich figuruje jako hlavni parametr zatizeni p, jehoz
¢iselnou hodnotu lze ur¢it ze zadanych funkci F,(t) a Fy(t) vypoctem stied-
nich hodnot a dosazenim do 3.1. Cilem reseni je v obecném pripade urceni
funkci pravdépodobnostnich rozdéleni velicin w, q, t, a t,, nebo alespori
jejich strednich hodnot L., L,, T, a T,. Jak jiz bylo feceno, staci urcit
kteroukoliv z téchto ¢tyr strednich hodnot, ostatni jsou zavislé.

3.21 M/M/1

Zakladni elementarni SHO, ktery slouzi jako porovnavaci pripad pro jiné.
Vstupni proud pozadavkt je poissonovsky, proud lze charakterizovat jedi-
nym parametrem A (stfedni frekvence proudu a zaroven parametr expo-
nencialniho rozdéleni F,(t) = 1 — e * ). Doba obsluh mé4 exponencidlni
rozdéleni Fy(t) = 1 — e, kde (jediny) parametr y mé zdroveii vyznam
stiedn{ (dosazitelné) frekvence obsluh &. Konkrétni SHO typu M/M/1 lze
zadat dvéma hodnotami (redlnymi ¢isly) parametri A a p. Zatizeni SHO
je potom ¢ = A\/u, a pro dosazeni staciondrniho rezimu ¢innosti musi byt
mensi nez 1.

Dale uvedeme prekvapiveé jednoduchy vztah pro stfedni hodnotu poctu
pozadavkt akumulovanych v SHO L, 9, veli¢iny L,, T, a T, se pokuste
cvicné odvodit sami z 3.2 a 3.3.

0

Iy= 12

o<1 (3.5)

Jesté uvedeme, zZe ndhodna doba ¢, stravena pozadavkem v SHO m4 opét
exponencidlni pravdépodobnostni rozdéleni se stfedni hodnotou 7| a pii-
pomeneme, ze vystupni proud pozZadavki z M/M/1 md opét poissonovsky

$Pokud méa SHO zatiZeni p < 1 (stacionarni rezim), je zfejmé skutecnd stiedni frekvence

obsluh rovna sttedni frekvenci vstupniho proudu A, je tedy mensi nez p.
°Odvozeni se provede urcenim limitnich pravdépodobnosti stavii markovského nahod-

ného procesu bez absorpénich stavi (viz odst.2.1.2), stav procesu odpovida stavu SHO, t;j.
veli¢iné {,. O odvozeni se z cvicnych divodl pokuste sami, limitni pravdépodobnost stavu
k (tj. stavu, ve kterém je v SHO akumulovano k poZadavki) vychdzi p, = ¢*(1 — o).
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charakter.
Priklad 3.1

Do pocitacového systému urceného napiiklad k rezervaci letenek pri-
chazi proud pozadavki na rezervace. Stredni frekvence proudu pozadavki
je A = 10 sec™!, tj. v priméru prijde kazdych T, = 0,1 sec jeden pozada-
vek. Vzhledem k tomu, ze systém sbira nezavislé pozadavky z mnoha mist,
Ize predpokladat poissonovsky charakter proudu pozadavki (tj. pozadavky
prichazi nahodile, pravdépodobnost prichodu dalsiho poZadavku v kazZde mi-
lisekundé je stejnd, zde tedy 0,01 . Pozadavky se vyfizuji postupné jak
prichazi (FIFO fronta) a bez preruseni (uzamkne se celd databaze). Pri-
meérna doba obsluhy jednoho pozadavku je Ty, = 0,08 sec, v proudu jsou
nahodné smichany pozadavky s velmi kratkou i relativné dlouhou dobou
obsluhy - lze tedy dobu obsluhy povazZovat za nahodnou velicinu s exponen-
cidlnim rozdélenim. Parametr tohoto rozdéleni je p = 1/Ts.

Pri vypoctu postupujeme napriklad takto:

e Nejprve uréime zatizeni systému jako o = A/ = AT, = 0, 8. Hodnota
zatizeni je mensi nez jedna a modelovany systém tudiz bude pracovat
ve stacionarnim rezimu.

e Stredni pocet pozadavkt akumulovanych v SHO je podle (3.5) L, =
o/(1—p)=0,8/0,2=4.

e Stredni dobu odezvy ur¢ime podle Littleova vzorce (3.3) jako T, =
Ly/) = 0,4 sec. 11

e Stredni délka fronty pozadavku ¢ekajicich na vytizeni bude L,, = L, —
Ly=1L,—0=3,2.

10Pfiblizné, tj. pokud zanedbame moznost ptichodu dvou ¢i vice pozadavki v téze
milisekundé.

1YV realném systému by byla doba odezvy horsi o komunikac¢ni zpozdéni mezi pracovni
stanici zadavajici pozadavek a serverem databaze se zdznamy rezervaci.
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Uvedeny priklad dokumentuje skutecnost, Ze pri snaze o co nejvyssi
vyuziti kandlu obsluhy (tj. pfi 0 — 1) se vyrazné (hyperbolicka zavis-
lost (3.5)) zhorsi ukazatele L, a Ty, tj. narista stfedni délka fronty a
stredni doba odezvy. Napriklad pro pocitace realizujict aplikace v real-
ném case je urcugici poZadovand (krdtkd) doba odezvy a zatiZeni sys-
tému je treba prizpisobit (tj. snizit) ©.

eManazerské zavéry vyplyvajici pro obchod s jednou prodavackou (model M/M/1)
se pokuste cvi¢né odvodit sami.

3.22 M/G/1

Predpoklad poissonovského vstupniho proudu pozadavki je dostatecneé rea-
listicky pro velky pocet aplikaci SHO. Naproti tomu exponencialni rozdéleni
doby obsluhy casto ani zhruba neodpovida vlastnostem realného proudu po-
zadavkl. Proto modelem M/G/1 (symbol G znamena obecné rozdéleni doby
obsluhy dané néjakou distribu¢ni funkci Fi(¢)) v mnoha pripadech lépe po-
piseme chovani redlného systému. Jako zdrojové parametry modelu M/G/1
typicky slouzi stredni frekvence A vstupniho proudu poZadavki a funkce Fy(t)
(nebo hustota fs(t)) popisujict pravdépodobnostni rozdéleni doby obsluhy.
Zatizeni je mozné z parametri stanovit jako o = AT}, kde T je stredni
hodnota rozdéleni Fi(t).

Dale uvedeme bez odvozeni vztah pro stredni délku fronty L,, v systému

vvvvvv

systému hromadné obsluhy.

02 2
L, = m(l + C7) (3.6)

Symbol Cy oznacuje koeficient variance doby obsluhy (viz dfive v souvislosti
s popisem kanalu obsluhy). Pfipominame, ze dalsi velic¢iny (T, Ly, T},) 1ze
stanovit prostfednictvim (3.2) a (3.3).
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Koeficient Cy kvantifikuje nahodilost (resp. pravidelnost) doby obsluhy:

e Pro exponencidlni rozdéleni doby obsluhy (tj. M/G/1 — M/M/1)
je Cs = 1 a vztah (3.6) se zjednodusi do podoby platné pro M/M /1,
tedy L, = ¢*/(1 — o).

e Pro shodné (nendhodné) doby obsluhy (tj. M/G/1 — M/D/1) je
Cs = 0 a stredni délka fronty Ly, vyjde dvakrdt mensi nez pro M/M/1
se stejnym zatiZenim.

e Pro "nepravidelné“ doby obsluhy (popsané piikladné gaussovskym
rozdélenim s danou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou)
je 0 < U5 < 1 a stredni délka fronty L, vychazi nékde mezi vyse
uvedenymi krajnimi pripady.

e Pro pripady, kdy Cs > 1 (hyperexponencidlni nebo diskrétni rozdé-
leni doby obsluhy), muze vyjit stfedni délka fronty L,, "horsi“ nez
pro M/M/1.

Priklad 3.2

Uvazujme, ze v pocitacovém systému pro rezervaci letenek z prikladu 3.1
trva obsluha kazdého pozadavku stejné dlouho. Systém bude stejné zatizZen
jako v prikladu 3.1, tedy konstantni (nendhodnd) doba obsluhy je Ty =
0, 08 sec. Ziejmé se jedné o pripad oznaceny v Kendallové klasifikaci M/D/1,
se zatizenim p = 0, 8.

Sttedni délka fronty je L, = 0*/2(1 — 0) = 0,64/0,4 = 1,6 , tedy polo-
vicni proti drive uvedené hodnoté z prikladu 3.1. Stredni pocet pozadavki

akumulovanych v SHO lehce ziskame jako L, = L,,+ ¢ = 2, 4 a stifedni doba
odezvy bude T, = L,/A = 2,4/10 = 0, 24 sec.

3.23 GI/G/1

Pro pripad elementarniho SHO se vstupnim proudem pozadavki se statis-
ticky nezavislymi intervaly prichodi a obecnym rozdélenim velikosti inter-
valu (symbol GI) musime znat kromé rozdéleni doby obsluhy Fy(t) jesté
rozdéleni intervalt pt¥ichodd, tj. F,(t) nebo f,(t). Zatizeni je pak mozné
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stanovit jako o = Ts/T,, kde Ty a T, jsou stfedni hodnoty obou uvedenych
rozdéleni.

Stredni délku fronty L,, lze priblizné stanovit ndhradou jednicky v zavorce
ve vztahu (3.6) druhou mocninou koeficientu variance ¢asovych intervali
pozadavki ve vstupnim proudu (tj. ptivodné C? = 1 pro M/G/1):

2

0 2 2
Ly = M(Ca + Cs) (37)

Stredni délka fronty (a doba odezvy) zavisi jak na pravidelnosti pri-

chod, tak na pravidelnosti obsluh. Pro pfichody s pevnou (nendhod-
nou) periodou a shodné doby obsluhy vsech pozadavku (tedy ptipad
D/D/1, T, > Ti) z uvedeného vzorce spravné vychazi nulova délka
fronty (kazdy pozadavek je obslouzen dfive nez piijde dalsi).

3.3 Otevrené sité front

Komplikovanéjsi redlné obsluzné systémy (napt. pocitacova sit, dopravni
sit, finan¢ni afad) zpravidla obsahuji vétsi pocet kanala obsluhy (serverti),
kazdy s vlastni frontou pozadavkil na obslouzeni. Pozadavky vstupuji do
systému (napf. poplatnik do finan¢niho tradu), prechézi (i cyklicky) mezi
jednotlivymi servery a po ukonceni vSech dil¢ich obsluh vystupuji ze sys-
tému. Takovyto systém lze zrejmé modelovat jako sit, jejimiz prvky jsou
elementarni SHO. Sité s explicitnimi vstupy z okoli se nazyvaji otevrené.
Na tomto misté se budeme zabyvat matematickym modelem '? sité front.

Otevienou sit front mizeme znazornit orientovanym grafem, jehoz uzly
odpovidaji elementarnim SHO a hrany popisuji moznosti prechodu poza-
davkl mezi jednotlivymi uzly. Pocet elementarnich SHO v siti oznacime jako
n, ¢islovani (index i) odpovidajicich uzli tedy bude v intervalu < 1,n >.
Jako vahy hran se obvykle vyuzivaji tzv. pravdépodobnosti vétveni, tj. hrana
vedouci z uzlu ¢ do uzlu j je vaZena pravdépodobnosti p;; piechodu do j
po ukonceni obsluhy v . Pochopitelné soucet vah vSech hran vychazejicich
z uzlu ¢ musi byt roven jedné. Okoli obsluzného systému (resp. zdroj poza-
davki) 1ze modelovat jako zvlastni uzel (s indexem napiiklad ¢ = 0), hrany

2Simula¢ni modely siti front budou zminény pozdéji. Pfipomindme, ze matematicky
model (za cenu vétsiho ¢i mensiho zjednoduSeni modelované skute¢nosti) lze verifikovat a
navic Casto poskytuje feSeni v uzavieném tvaru (tj. jako vzorec ¢i vzorce zobrazujici prostor
parametri modelu do prostoru vysledki).
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s vahami pp; pak modeluji vstupy pozadavkl z okoli do j—tého serveru a
hrany s vahami p;; modeluji odchod pozadavku ze sité po ukonceni i—té
dil¢i obsluhy.

Opét predpokladame staciondrni rezim c¢innost: modelovaného systému,
tj. predpokladame, Ze parametry vstupnich tokid poZadavki se v prubehu ”Zi-
vota “ systému neméni (newvaiujeme napt. pondélni ranni $picku na financ-
nim uradé) a dale Ze vsechny elementdrni SHO v siti pracuji se zatiZenim
mensim nez jedna.

3.3.1 Analyza stiednich frekvenci a zatiZeni

Budeme rozlisovat vnitini toky pozadavkt jednotlivymi uzly sité a toky
pozadavku mezi uzly sité. Stredni frekvenci vnitiniho toku uzlem ¢ ozna-
¢ime jako A;. Frekvence A patri celkovému toku pozadavki vstupujicich z
okoli do sité front. Rozdéluji-li se pozadavky po ukonceni obsluhy v :—tém
uzlu zcela ndhodné podle pravdépodobnosti vétveni p;;, bude zfejmé stiedni
frekvence toku pozadavkl z uzlu 7 do 7 dana jako A;; = A;p;;. Na vstupu
1—tého uzlu se sc¢itaji frekvence toki prochazejicich po hranach vedoucich do
uzlu. Ve stacionarnim rezimu ¢innosti sité nedochdzi k hromadéni pozZadavki
v Zadnem uzlu sit€ a pro obecny uzel ¢ uvazované sité musi platit:

Y Arpri = N =) Aipij (3.8)
k J

kde index k nabyva hodnot odpovidajicich vstupnim hranam a index j
vystupnim hranam uzlu ¢. Jedna se o jakousi rovnici kontinuity toku pro-
chazejiciho uzlem, tj. soucet frekvenci vstupujicich toki je roven frekvenci
vnitiniho toku uzlem a zaroven souctu frekvenci vsech vystupujicich tok.

Pro urceni hodnot strednich frekvenci vsech toki v siti musi byt dana
hodnota frekvence A (tj. stfedni frekvence celkového toku vstupujiciho do
sit€) a matice {p;;} pravdépodobnosti vétveni (tj. ¢tvercovd matice s roz-
mérem n+ 1). Hodnoty frekvenci A; 1ze ziskat feSenim soustavy n linedrnich
algebraickych rovnic sestavenych pro uzly 1 az n podle (3.8). Po vypoctu
stfednich frekvenci vnitinich toki lze provést kontrolu predpokladu sta-
cionarniho rezimu c¢innosti jednotlivych uzli vypoctem jejich zatizeni. Pro
tento vypocet potirebujeme pro obecny uzel ¢ znat jesté pocet m; kanalt ob-
sluhy a stfedni dobu obsluhy Ty;. Zatizeni je pak dano jako g; = (1/m;)A;Ty;
a musi vyjit mensi nez jedna pro vSechny uzly.
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Priklad 3.3

Uvazujme finan¢ni arad odbavujici danova priznani. Uvazujeme staci-
onarni rezim prace uradu (zjednodusujici predpoklad) pii kterém prichazi
s vyplnénym danovym priznanim v praméru 15 poplatnikt za hodinu, t;j.
stfedni frekvence ptichodu pozadavki do obsluzného systému je A = 15 hod .
Odbaveni jednoho priznani trva v priméru 3 min, tedy stfedni doba obsluhy
Ty = 0,05 hod. 7 deseti vyrizovanych priznani je v priméru jedno vyplnéno
Spatné, poplatnik provede opravu (zjednodusené uvazujme, 7e oprava je Ca-
sové velmi kratka) a znovu se vraci do fronty na obsluhu. Pravdépodobnost
vyfizeni priznani v prvnim prichodu je tedy p = 0,9, pravdépodobnost
navratu do obsluhy je 1 — p = 0, 1. Naznacenou situaci modelujeme jedno-
duchou siti (jen jeden elementarni SHO, n = 1) front podle obrazku 3.2a.
Znazornéni sité grafem je provedeno na obr. 3.2b.

- po1 = 1
\ /8\ , e N
~ [1TH(1) Ao =A K(D/ _________ ®\\>
. T —
p Pio=2Pp pu=1-p
a) b)

Obrazek 3.2: Model finan¢niho Gradu

Vnitini tok Ay obsluznym uzlem urc¢ime resenim nasledujici rovnice:
A =2+ A(1-p) (3.9)

Regeni je ziejmé Ay = \/p = 15/0,9 = 50/3 = 16,66 hod~'. Narfist
frekvence zpiisobeny opakovanymi priichody obsluhou je tedy 1,66 hod~!.
Pramérny pocet priichodt jednoho pozadavku obsluhou bude A1 /A = 1/p =
1, 111. ZatiZeni obsluzného kanalu (tj. trednika odbavujiciho pfiznéni) bude
01 = AT, = 16,66 . 0,05 = 0,833, tedy mensi nez jedna (z osmihodinové
pracovni doby ztstane vice nez hodina na kédvu a jina odlehcenti).

3.3.2 Urceni délky front a doby odezvy

Prozatim jsme neuvazovali pravidelnost ¢i nepravidelnost prichodt poza-
davki do obsluzného systému a rozptyl dob jejich obsluhy (tj. pfislusné
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pravdépodobnostni rozdéleni). Stredni frekvence toki poZadavki a zatiZeni
obsluznych uzli na tvaru pravdépodobnostnich rozdéleni nezdvisi (jsou ovliv-
nény jen stfednimi hodnotami pfislusnych rozdéleni). Naproti tomu stredni
délky front a doby odezvy nartistaji s nepravidelnosti intervali mezi pri-
chody a dob obsluhy.

Jednoduché matematické reseni sité front je mozné jenom pri splnéni
nésledujicich predpokladi (tzv. Jacksoniv teorém):

e Vsechny toky pozadavki z okoli do sité maji poissonovsky charakter.

e Vsechny obsluzné uzly maji exponencialni rozdéleni doby obsluhy se
stredni hodnotou T§;.

e Po ukonceni obsluhy v uzlu ¢ prechazi pozadavek zcela nahodné do
dalsiho uzlu j (tj. s pravdépodobnosti p;;), pritom prechod se uskutecni
bez zpozdéni.

Pri splnéni uvedenych predpokladii jsou vSechny toky v siti poissonovské
(slouceni dvou ¢ vice poissonovskych tokt rezultuje opét na poissonovsky
tok, ndhodné vétveni poissonovského toku vytvori dil¢i poissonovské toky a
priuchodem poissonovského toku kanalem s exponencialnim rozdélenim doby
obsluhy zistane zachovan poissonovsky charakter toku). Kazdy uzel site
je pak mozné uvaZovat oddélené jako M/M/1 (resp. M/M/m) elementdrni
SHO s frekvenci vstupniho toku A; a stredni dobou obsluhy T;. Jednotlivé
uzly se fesi samostatné podle vzorci pro M/M/1, ¢imz ziskdme hodnoty
velic¢in Lqi; Lwi; Tqi a Twi-

Pro celou sit je pak mozné urcit primérny pocet pozadavkl L, akumu-
lovanych v celé siti a stfedni dobu T}, prichodu pozadavku siti jako:

n 1
Ly = Z Loy Tq

=—1L 3.10
= AO q ( )

Pokud nejsou uvedené predpoklady splnény a nékteré prichody ¢i ob-
sluhy jsou pravidelnéjsi nez exponencialni (tj. koeficienty variance od-
povidajicich rozdéleni jsou mensi nez jedna), lze vyuzit uvedeny po-
stup vypoctu k ziskani jednostranného odhadu, ktery dava horsi hod-
noty (vétsi délky front, delsi doby odezvy) nez ve skutecnosti nastanou
(analyza nejhorsiho pripadu, angl. worst case analysis).
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Priklad 3.4

Pro model finan¢niho uradu z prikladu 3.3 predpokladejme dale prichody
poplatnikii v poissonovském proudu (realisticky predpoklad) a exponenci-
alni rozdéleni doby obsluhy (predpoklada velky rozptyl — tj. vyfizeni né-
kterych priznani trva relativné dlouho, naopak jina priznani jsou vyrizena
(nebo vracena k opravé) obratem). Parametrem exponencidlniho rozdéleni
intervalt ve vstupnim proudu je st¥edni frekvence p¥ichodt (A = 15 hod™1),
parametrem rozdéleni doby obsluhy je stfedni (dosazitelna) frekvence ob-
sluh, tedy u = 1/Ty = 20 hod~!. ZatiZeni kanélu obsluhy jsme urcili v
prikladu 3.3 jako o = 0, 833.

Stredni pocet pozadavkt akumulovanych v siti (tj. poplatnikia vyskytu-
jicich se v modelovaném finanénim tradu) je potom L, = o/(1 — ¢) =
0,833/0,166 = 5,018. Stfedni délka fronty je L, = L, — o = 4,185.
Stredni dobu stravenou poplatnikem v iradu urc¢ime z Littleova vzorce jako
T, = L,/X = 5,018/15 = 0,334 hod = 20 min. Pokud bude doba obsluhy
pravidelnéjsi nez by odpovidalo exponencidlnimu rozdéleni (napt. vsichni
magi podobné a tadné vyplnéné prizndni), lze predpokladat zmenseni stredni
délky fronty a stredni doby odezvy pod uvedené hodnoty.

3.4 Uzavrené sité front

Uzavrené sité front se lisi od predchozi kategorie tim, ze nemaji zadné ex-
plicitni vstupy pozadavkii z okoli. V siti se "pohybuje “ pevnd populace po-
Zadavki, které modeluji néjakou aktivitu s neomezenou dobou trvani (na
rozdil od otevrenych siti, kde aktivita modelovana prichodem pozadavku
siti je ¢asové ohrani¢end). Sité tohoto typu nachdzeji uplatnéni zejména pii
modelovani vypocetnich systémi s omezenou mnozinou (stile aktivnich)
uzivateld. Na rozdil od predchoziho typu siti analyzou modelu urcujeme
typicky stredni frekvence prichoda pozadavka urcitym mistem sité, tyto
frekvence pak vedou k urceni vykonnostnich ukazatelii s charakterem pro-
pustnosti (téz prichodnosti), tj. stfedniho poc¢tu né&jakych operaci vykoné-
vanych za jednotku casu. Relativné jednoduché analytické reseni je opét
mozné jen v piripadech, kdy doby obsluhy (¢i jiné doby) maji exponencialni
pravdépodobnostni rozdéleni. V dalsich dvou odstavcich stru¢né uvedeme
klasické modely interaktivniho termindloveho systému a multiprogramniho
vypocetniho systému s davkovym rezZimem prdce.
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3.4.1 Model interaktivniho vypocetniho systénmm

Model interaktivniho vypocetniho systému se sklada z jednoho elementar-
ntho SHO modelujiciho vlastni pocita¢ (véetné OS). V nejjednodussim pri-
padé uvazujeme jeden kandl obsluhy (procesor), FIFO frontu a exponenci-
alni pravdépodobnostni rozdéleni doby obsluhy s parametrem u. K pocitaci
je pripojeno n terminali, které jsou stale v provozu. Terminal je abstrakci
uzivatele systému — predpoklada se, ze vSichni uzivatelé se u terminalu
chovaji stejné, tj. nezalezi na tom, zda se uzivatelé u terminalu stridaji ¢i
nikoliv. Parametrem terminalu je ndhodna doba, po kterou uzivatel ceka
mezi splnénim jednoho jeho piikazu (napt. spusténi programu, vypis adre-
sare, jedna akce v editoru; splnéni piikazu se projevi ohlasenim (prompt)
na obrazovku) a zaddnim dalsiho. Doba je oznacovéna jako doba premysleni
(angl. thinking time) a budeme zde predpokladat, ze ma exponencidlni prav-
dépodobnostni rozdéleni s parametrem A. Pozadavkem (v dosud uzivaném
smyslu) je zde prubéznda aktivita uzivatele termindlu, ktera se zfejmé muze
nachdzet ve tfech stavech — premysleni pred zadanim piikazu (terminal),
¢ekani (fronta) na zpracovani zadaného piikazu, vlastni zpracovani prikazu
(obsluha) 3. Model je schematicky zn4zornén na obr. 3.3.

X

]

T oo (o)

fronta  Procesor

L] n

terminaly

Obrézek 3.3: Model interaktivniho vypocetniho systému

Stav systému miuze byt napriklad definovan jako pocet pozadavki vy-

3Modeluji se pouze doby vykonavani piikazi (a doby ¢ekéani), semantika prikazi (jak
je pii pouziti konceptu SHO zvykem) se nemodeluje. P¥i vyuziti simula¢niho modelu mi-
zeme v pripadé potfeby modelovat libovolné detaily, mj. semantiku operaci vykonavanych
jednotlivymi servery.
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skytujicich se v obsluzném SHO (tj. aktivity uzivateli ve stavech fronta a
obsluha). Takto zavedeny stav muize mit celkem n+ 1 hodnot. Limitni prav-
dépodobnosti stavii oznacime pg, p1, ..., pp a predpokladame, ze je umime
urcit . Hodnota napiiklad p; = 0, 1 znamena, ze 10% z doby Zivota mode-
lovaného systému je tento ve stavu, kdy pocitac zpracovava jeden konkrétni
prikaz, zadny dalsi prikaz neni pripraven ke zpracovani a u n — 1 terminali
sedi uzivatelé a premysli, co vlastné chtéji zadat.

Ze znamych limitnich pravdépodobnosti stavii umime urcit stfedni frek-
venci vykonavani prikazi — je oznacovana jako propustnost X. Podminéna
stfedni frekvence vykonavani prikazu (je-li stale co vykonévat) je ziejmé p,
nepodminéné (bereme-li v tvahu vSechny mozné stavy) frekvence je:

X = p(1 = po)

Dale 1ze jednodusSe urcit dobu odezvy T, kterou zde definujeme jako stfedni
dobu vykonani jednoho piikazu '°. St¥edni doba ”obratky“ jednoho konkrét-
niho z n vykonévanych pozadavki zfejmé bude n/X . Vzhledem k tomu,
ze jedna obratka kromeé doby odezvy obsahuje jeste dobu premysleni pred
zadanim dals$iho prikazu, dostaneme pro dobu odezvy nasledujici vztah:

T, (3.11)

>

_n
=%
3.4.2 Model multiprogrammiho vypocdetniho systénm

Tento model je téZ oznacovan jako model pocitace s centralni obsluhou (angl.
central server model). V modelu jsou elementarni SHO modelujici proce-
sor (centralni obsluha) a radice periferii (napf. vnéjsi pamét, tiskarna ap.).
Jednotlivé obsluzné subsystémy jsou spojeny do uzaviené sité front. V siti

MLimitni pravdépodobnosti lze ziskat konstrukci a feSenim matematického markovského

modelu bez absorbé¢nich stavi. Model se z cviénych divodi pokuste sestrojit sami.

15 Jedna se o dilezity ukazatel sledovany pti navrhu interaktivnich vypocetnich systémii.
Doba odezvy pro jednoduché piikazy by neméla piekrocit jednu az dvé vtefiny, jinak
uzivatel ztraci pozornost (a pii zvlasté dlouhych odezvich muze chaoticky mackat jiné
klavesy nez by mél).

16Uvedeny model neni ptili§ realisticky, zejména z toho divodu, Ze operac¢ni systém ob-
vykle realizuje sdileni ¢asu, tj. ¢asové ”dlouhé“ piikazy se po vycerpéani stanovené (malé)
doby prerusi a vraci do fronty. Tim se zlepsuje doba odezvy pro kratké bézné piikazy
(viz predchozi pozndmka) a prodluzuje se doba vykonani piikazi s charakterem naptiklad
spusténi casové naro¢ného vypoctu.
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”cirkuluje“ pevny pocet pozadavkt modelujicich chovani soucasné zpraco-
vavanych (multiprogramovanych) zakazek (angl. job).

Chovani lze ve strucnosti charakterizovat tak, ze vykonavany program
néjakou (ndhodnou) dobu vyuziva procesor, potom potiebuje néjakou I1/0O
operaci (s pravdépodobnosti odpovidajici ¢etnosti piislusného typu ope-
race), uvolni procesor a je operacnim systémem zatazen do fronty na pri-
slusny fadi¢ periferie. Provedeni periferni operace trvad ndhodnou dobu (mo-
delovana pravdépodobnostnim rozdélenim doby obsluhy v kanalu modeluji-
cim radic¢, stredni doba obsluhy odpovida stfedni dobé provedeni prislusné
[/O operace). Po provedeni periferni operace je program opera¢nim systé-
mem opét zarazen do fronty na procesor.

Ukonceni vypoctu programu je modelovano odchodem pozadavku z pro-
cesoru zvlastni vétvi (tj. nikoliv vétvi vedouci do SHO modelujiciho néktery
radi¢ periferie). Vzhledem k tomu, Ze pfi pevném poctu zpracovavanych
programu je ukonceny program ihned nahrazen jinym z davky zakazek pri-
pravené ve vnéjsi pameéti, vede zminénd vétev zase zpét do fronty na procesor
(novy program zac¢ina vyuzitim procesoru, nikoliv periferni operaci). Stfedni
frekvenci priichodt vétvi preklenujici procesor lze tudiz interpretovat jako
stredni pocet zpracovanych programt za jednotku casu, tj. propustnost X.

Modelim tohoto typu byla vénovana v Sedesatych a sedmdesatych letech
velka pozornost v souvislosti s optimalizaci ¢innosti operacnich systémi sa-

lovych poéitaci (angl. mainframe) pracujicich v davkovém rezimu 7.

Priklad 3.4

V tomto prikladu sestrojime model pocitace s multiprogramnim operac-
nim systémem a virtudlni paméti. Z perifernich zatrizeni budeme uvazovat
jen vnéjsi pamét, jejiz radic realizuje vyménu stranek mezi operacni a vnéjsi
pameéti. Schematické znazornéni modelu jako uzavriené sité front je prove-
deno na obrazku 3.4a.

Kanal obsluhy ¢islo 1 modeluje procesor, kanal obsluhy ¢islo 2 modeluje
radi¢ vnéjsi paméti. Stupen multiprogramovani (tj. pocet multiprogramo-
vanych zakazek) budiz napiiklad n = 3. Predpokladdme, Ze vSechny zpra-
covdavané programy se chovaji stejne, a tudiZ lze vyuzit jen jednu mnozinu

17Simula¢ni model vypocetniho systému diskutovaného typu je popsan dale v ¢asti pri-
kladi vyuziti simula¢niho néastroje C-Sim.
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Obrazek 3.4: Model pocitace s virtualni paméti

parametru popisugicich chovani programu - viz veliciny p, w1, po. Program
pocita (tj. vyuziva procesor — pozadavek modelujici chovani programu se
nachdzi v prvnim kanalu obsluhy) az do pfistupového konfliktu (chybi adre-
sovand stranka v operacni paméti), poté je opera¢nim systémem zaiazen do
fronty na obsluzny kanél 2 (ten provadi prenos chybéjici stranky z vnéjsi do
operacni paméti). Pravdépodobnost vétveni s hodnotou naptiklad p = 0, 1
znamena, ze z deseti pripadl uvolnéni procesoru vykonavanym programem
v pruméru jedno znamend ukonceni programu (a okamzité doplnéni dal-
stho programu do poc¢tu n), v deviti piipadech program uvoliiuje procesor,
protoze nema v pameéti potrebna data nebo instrukce.

Uvazujme exponencialni pravdépodobnostni rozdéleni doby obsluhy v
procesoru i v fadi¢i vnéjsi paméti (parametry pq, p2). Pro procesor nemu-
sime byt daleko od reality, protoze doby mezi pristupovymi konflikty mohou
mit velky rozptyl. Naproti tomu pro pripad radice diski by 1épe odpovidalo
gaussovské nebo rovnomérné rozdéleni doby obsluhy (doba pfenosu stranky
z vnéjsi do operacni paméti trva vzdy stejné dlouho, nepravidelnost vnasi
nahodna poloha ¢tecich hlavicek v okamziku zahajeni obsluhy prenosu kon-
krétni stranky). Pro exponencialné rozdélené doby obsluhy ale mizeme se-
strojit markovsky model (bez absorpénich stavi) znédzornény na obr. 3.4b
18 Stavy modelu jsou ddny kombinacemi moznosti rozmisténi pozadavki
v obsluznych subsystémech (zde ¢tyfi moznosti, v obrazku uvedené kddo-
vani napriklad 30 znamend vSsechny pozadavky vyskytujici se v obsluzném
subsystému procesoru a Zadny v obsluzném subsystému diski). Z modelu je
mozné urcit limitni pravdépodobnosti stavii pi, p9, p3 a ps. Prichodnost X je

187 cviénych divodi se pokuste sestrojit matematicky model v podobé stochastické Pe-
triho sité, pouzitelny pro kazdou hodnotu n.
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mozné ze znamych limitnich pravdépodobnosti stavt urcit jako stredni frek-
venci prichodu vétvi oznacenou X (odpovidajici pfechody nejsou v modelu
3.4b explicitné vyjadFeny hranami, protoze vedou ze stavu do téhoz stavu),
tedy:

X = wip (p2 + p3s + pa)

Rovnéz je jednoduse mozné urcit prumeérnou dobu zpracovani jedné za-
kdzky (tj. primérnou dobu, po kterou se pozadavek modelujici zpracovani
zakazky pohybuje v siti) jako T, = 3/X.
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Kapitola 4

Simulaécni modely diskrétnich

stochastickych systém 1

4.1 Principy experimentalniho pravdépodobnostniho
modelovani

Ezperimentalni pravdépodobnostni modelovani (v nejjednodussi podobé) spo-
civa v programove realizact vétsiho mnoZstvi pokusi s mdhodné generova-
nymi parametry pokusu a v nasledném statistickem vyhodnoceni vysledki
mnoziny pokusi.

Pro numerické techniky zalozené na generovani a zpracovani nahodnych
Cisel se Casto pouziva nazev metody Monte Carlo podle mista, v némz na-
hoda hraje velkou roli. Pokusii je treba k ziskani dostatecné presnych vy-
sledkii provést znacné mnozstvi (typicky tisice az desitky tisic). Generovani
nahodnych parametri pokust se realizuje prostrednictvim programové rea-
lizovanych generdtori nahodnich éisel (viz déle). Pro metody Monte Carlo
obecné plati, Ze nejsou prilis presné (dosazitelnd presnost je typicky fadu
jednotek procent) a jsou dosti ndro¢né na ¢as vypoctu. Jsou dobie parale-
lizovatelné, protoze jednotlivé pokusy (nebo skupiny pokusil) lze zpravidla
provadét paralelné a jejich vypocet neni treba synchronizovat.

Metody Monte Carlo lze pouzit i k vypoctu tloh z principu determinis-
tickych, napriklad k vypoctu urcitych integrala (i vicerozmérnych) a parci-
alnich diferencialnich rovnic. Pfirozenéjsi je jejich vyuziti k modelovani (te-
Seni) tloh se stochastickym charakterem. P¥itom nejsme nijak zv1ast ome-
zovani charakterem pouzivanych pravdépodobnostnich rozdéleni (ve vétsiné
drive diskutovanych matematickych modeli jsme byli omezeni predpokla-

dem exponencidlniho rozdéleni) a do modelu mizeme zahrnout vcelku li-
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bovolnou (rozumnou) troven detaild. Simulacni model zaloZeny na expe-
rimentalnim pravdépodobnostnim modelovani ale provadi (v ramci jednoho
simulacniho experimentu) pouze transformaci mnoziny ciselnych parametri
modelu na mnozinu ciselnych vysledku. Na rozdil od matematického modelu
je treba pro ziskani néjakych zavislosti vysledki ma parametrech realizovat
vetst mnozstvi (Casové ndrocnich) experimentil.

Jako jednoduchy priklad uvazujme néjaky matematicky vzorec — tieba
3 .« . , , ove ,
¢ = Va3 +vb. V tomto vzorci jsou a a b ndhodné veli¢iny se zadanym
(zndmym) pravdépodobnostnim rozdélenim. Zajima nas pravdépodobnostni
rozdéleni vysledku z !. Postup numerického feseni na bazi pravdépodobnost-
niho modelovani bude nasledujici:

e S vyuzitim programovych generatorti nahodnych cisel vygenerujeme
konkrétni hodnoty nahodnych veli¢in a;, b; (metody generovani na-
hodnych ¢isel viz déle v 4.2).

e Hodnoty a;, b; dosadime do uvaZovaného vzorce a ur¢ime odpovidajici
hodnotu z; (vysledek pokusu).

e Cely postup opakujeme N-krat, ziskané hodnoty z; napiiklad ukla-
dame do jednorozmérného pole.

e Po ukondceni véech N pokusti 2 zapamatované hodnoty statisticky zpra-
cujeme — zde konstrukei tzv. histogramu (numericky vypocet nejbéz-
néjsich statistickych charakteristik viz dale v 4.3).

vvvvv

Prikladem budiz elementarni SHO (jedna se o systém vyvijejici se v Case,
téz dynamicky systém), kde jako jeden pokus lze chapat prichod jednoho
pozadavku. Protoze pozadavkt pochopitelné miize byt v SHO soucasné vétsi
pocet, musime zacit dalsi pokus drive, nez byl predchozi ukoncen. Toto vede
k pouziti konceptu diskrétniho modeloveho casu, ktery slouzi jako prostie-
dek pro usporadané provadéni (relace drive — pozdéji) jednotlivych fdzi jed-

vvvvv

delu redlného dynamického systému vyuzivajiciho techniku experimental-

'Jedna se o ulohu tzv. citlivostni analyzy, pti které se zjistuje citlivost vysledku na
nepresnost parametri vypoctu.

2Dale v 4.3. jsou preferovany zejména zpusoby pribézného zpracovani pokusi, kdy neni
tfeba plytvat paméti pri ukladani rozsahlych mnozin vysledkaii.
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niho pravdépodobnostniho modelovani (a dale také odpovidajici programo-
vaci techniky) se nazyvaj:

e metoda interpretace udalosti,

e metoda (pseudo)paralelnich procesii.

Obé metody jsou charakterizovany dale v odst. 4.4.2, pricemz hlavni po-
zornost je vénovana metodé paralelnich procesi, kterd je univerzalnéjsi a
vede k dekompozici vice priblizujici model k realité. Programovaci nastroj
C—Simpopisovany v kap. 5 je uréen pro realizaci simula¢nich model& me-
todou paralelnich procesi.

4.2 Generovani nahodnych cisel

Pokusy o generovani nahodnych ¢isel pocitacem se objevily ihned se vznikem
prvnich ¢islicovych pocitaci. Nejprve slo o rozsahlé tabulky (posloupnosti)
¢isel ulozené na vnéjsi paméti. Dale se vyuzivaly fyzikalni generatory nahod-
nych ¢isel jako specidlni periferie (princip napfi.: ¢itace vyzarenych ¢astic,
vzorkovani tepelného Sumu odpori). Postupné v praxi prevazily progra-
mové realizované generatory nahodnych ¢isel, které z posledniho (nebo né-
kolika poslednich) prvku posloupnosti nahodnyjch ¢isel pocitaji podle vhodné
zkonstruovaného vzorce dalsi prvek. Na prvni pohled se nejedna o zadnou
nidhodu (proto se také asto takto ziskané posloupnosti oznacuji jako pseu-
dondhodné), nicméné pokud mé posloupnost patficné statistické vlastnosti
— zejména splnuje pozZadované pravdépodobnostni rozdelent a sousedni prvky
posloupnosti (dvojice, trojice ap.) jsou statisticky nezavislé, lze ji pro ulohy
Monte Carlo vyuzit stejné dobte jako posloupnost skutecné ndhodnych cisel
ziskavanou napriklad z fyzikalniho generatoru. Navic maji pseudonahodné
posloupnosti cennou vlastnost reprodukovatelnosti, tj. lze je zcela presné

opakovat pii dalsim béhu programu 3.

3Program realizujici metodu Monte Carlo da tedy pfi kazdém béhu pro stejnd vstupni
lizovanych napt. technikou paralelnich procesi - pokud bychom nepracovali s reproduko-
vatelnymi posloupnostmi nahodnych c¢isel, lokalizace a odstranéni run-time chyb by bylo
ulohou hodnou Sherlocka Holmese.
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Programové realizované (knihovni) generatory ndhodnych ¢isel zpravi-
dla generuji ¢isla s rovnomeérnym pravdepodobnostnim rozdélenim a to
bud redlnd c¢isla s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1) nebo
cela nezaporna cisla generovand se stejnou pravdepodobnosti na in-
tervalu daném zobrazenim celych cisel v prislusném pocitaci (viz odst.
4.2.1). Pokud jsou zapottebi ndhodn4 ¢isla s jinym nez rovnomérnym
rozdélenim, vytvari se programové sekundarni generator, ktery vyvo-
lava zakladni generator s rovnomérnym rozdélenim a vysledky néjak
transformuje na pozadované rozdéleni. Zakladni moznosti takovéhoto

postupu jsou upresnény dale v 4.2.2 az 4.2.6

4.2.1 Generovani cisel s rovnomérnym rozdélenim

Nejcastéji pouzivanymi metodami pro generovani rovnomérné rozdélenych
nezapornych celych nahodnych cisel jsou tzv. kongruentni metody. Tyto
metody jsou zalozeny na vyuziti vzorci typu

yji+1 = (C1 + Coyj)moal, (4.1)

kde y;41 je generovany prvek nahodné posloupnosti, y; je posledni (pred-
chozi) prvek posloupnosti, Cy, Cy, M jsou Ciselné parametry generatoru a bi-
narni operator mod realizuje vypocet zbytku po celoc¢iselném déleni obou
operandt. Vhodnou volbou hodnot Cy,Cy, M (a také vychozi hodnoty )
1ze ovlivnit kvalitu (zejména rovnomérnot a statistickou nezavislost) gene-
rované posloupnosti (viz napt. [Oleh82], [Hurt82]). Zifejmé nejvétsi mozné
¢islo na vystupu generatoru muze byt M — 1. Obvykle se voli M = 2", kde
n je pocet bitid, na kterych se v prislusném pocitaci zobrazuje kladné cislo
(bez znaménka).

Z uvedeného vztahu vyplyva, Ze generovana posloupnost * nahodnych ¢i-
sel je periodickad (jakmile se objevi hodnota, kterd se jiz vyskytla, posloup-
nost se opakuje). Perioda opakovani posloupnosti bude potom evidentné
mensi nez M. Kvalitni generator by mél mit co nejdelsi periodu ° a jeho

4Ve statistice se spiSe pouziva pojem soubor ndahodnich cisel, zde slovem posloupnost
zdiraziiujeme, ze prvky souboru maji usporddéani (v piipadé potfeby pouzivime index j)
dané posloupnosti volani generatoru, tj. kazdé volani generatoru vraci jiny (dalsi) prvek ze

souboru ndhodnych ¢isel s prislusnym rozdélenim.
5Za tim tcelem se obvykle kombinuje nékolik ndhodnych posloupnosti - napriklad pomoci

jedné (pseudo)ndhodné indexujeme v tabulce, najdeme ulozenou hodnotu y;, vypocitame
vystup generatoru y;1 (druha posloupnost) a prepiSeme pozici v tabulce.
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volani (vypocet jedné hodnoty posloupnosti) by mélo byt co nejkratsi ¢ s
ohledem na potiebné velké pocty nahodnych cisel vyplyvajici z podstaty
metod Monte Carlo.

Jako priklad bézné dostupnych knihovnich procedur pro generovani na-
hodnych ¢isel uvedeme funkce z knihovny stdlib.h pro jazyk C. Jedna se
o funkece:

int rand (void) — vraci nezdpornd celd ¢isla v ( 0, RAND_MAX ). Vyuziva
se jako zakladni generator pro vytvoreni c¢isel s jakymkoliv rozdélenim
(viz metody dale). Vychozi hodnota posloupnosti (vysledek prvniho
vyvolani) je pevné (implicitné) stanovena.

void srand (unsigned seed) —umoznuje nastavit vychozi hodnotu (tzv.
ndsadu generatoru) prostfednictvim parametru seed.

int random (int num) — vraci nezaporna cela cisla se stejnou pravdépo-
dobnosti od 0 do num — 1 (v€etné obou meznich hodnot). Vyuziva se
pro rozhodovani typu ano — ne (num = 2), poptipadé k ndhodnému
urceni jedné z nékolika stejné pravdépodobnych moznosti (napt. hazeni
kostkou, num = 6).

void randomize (void) — vyuziva se k ndhodnému (odvozeno od casu)
pocatecnimu nastaveni generatoru. Typicky se pouziva jen jednou v ini-
cializacni sekvenci jiZ odladéné aplikace (viz predchozi poznamka o
obtizném ladéni programu pii préaci se skutecné ndhodnymi ¢isly).

V dalsim textu budeme uvazovat normalizovanée rovhomérné pravdépo-
dobnostni rozdéleni redlnych ¢isel na (0, 1). Pokud mdme k dispozici generd-
tor celyjch nezapornych cisel se stejnou pravdépodobnosti (viz napt. rand () ),
realizujeme jednoduse transformact téchto cisel na normalizované rovno-
merne rozdéleni konverzi vystupu zakladniho generatoru ma redlné cislo a
délenim horni mezi intervalu zobrazitelnych celych c¢isel (viz napt. RAND_MAX)
". Soubor &sel s normalizovanym rozdélenim budeme dale oznacovat sym-
bolem Y na rozdil od souboru cisel s jinym rozdélenim, ktery oznacime X.

SPravé kongruentni metody zaloZené na vzorci (4.1) jsou vypocetné efektivni, vyzaduji
jen jednu dlouhou operaci (ndsobeni), vypocet zbytku lze pfi vyse uvedené volbé N reali-

zovat pomoci posunii.
TJestd je tieba zamezit moznost vyskytu hodnoty 1 na vystupu generdtoru (zdroj potizi p¥i pouziti
transformaé¢ni metody).
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Jeden (blize neurceny) prvek souboru budeme oznacovat jako y nebo z (po-
moci indexu j rozliSujeme casové usporadani hodnot z, dale pomoci indext
i, k n&jaka jind usporadani ziejma z kontextu). Normalizované rovnomérné
rozdéleni je zndzornéno na obr. 4.1 8.

Y o F
f(y) J (y) By} = 0.5
1 . — 1
d ! 1
d D _ 1
oy W Ly {v} =%
0 1 0 1

Obrazek 4.1: Normalizované rovnomérné rozdéleni

4.2.2 Metoda inverzni transformace

Jedna se o metodu umoznujici transformaci ndhodnych ¢isel Y s norma-
lizovanym rovnomérnym rozdélenim na ¢isla X zadana distribuc¢ni funkci
F(z) jejich pravdépodobnostniho rozdéleni. Princip metody inverzni trans-
formace je znazornén na obrazku 4.2.

. v

boxj=F Yy

Obrézek 4.2: Princip metody inverzni transformace

8Rozdéleni generované pocitacem je ve skutecnosti kvazirovnomérné (,déravé“), protoze
ne vSechna redlnd ¢isla v intervalu (0, 1) 1ze v pocitaci zobrazit. Pokud ale statistické vlast-
nosti mnoziny ¢isel generovanych pocitacem odpovidaji statistickym vlastnostem nahod-
ného vybéru z ideélni (spojité) mnoziny y, nesnizuje to vyuzitelnost generatoru v tlohach
typu Monte Carlo.



4.2. Generovani nahodnych cisel 63

Generatorem normalizovaného rovnomeérného rozdéleni tedy vyrobime
konkrétni hodnotu y a transformujeme ji na odpovidajici z podle
vzorce = F~1(y).

Vyuziti uvedené metody je omezeno na ptripady, kdy mame analyticky
zadanou distribu¢ni funkci F(z) a navic dokdzeme jednoduse urcit jeji in-
verzni funkci F~1(z). Jako piiklad uvedeme exponencidini rozdéleni, jeho#
distribuc¢ni funkce je F/(z) = 1 — e~**. Transformacni vzorec ziejmé ziskame
symbolickym feSenim rovnice

y=1—e

vzhledem k neznamé z. Po logaritmovani a tpravé dostaneme:
1
r=——In(1—
yIn(l—y)

Vzhledem k tomu, Ze soubor nahodnych cisel vytvorenych odecitanim
prvki Y od jednicky mé stejné (tj. normalizované rovnomérné) rozdéleni
jako Y, pouziva se vysledny transformacni vzorec pro exponencialni rozdeé-
lent v jednoduchém tvaru

x:_;mw, (4.2)

kde y je konkrétni hodnota poskytnuta generatorem normalizovaného rov-
nomérného rozdéleni a x je konkrétni prvek souboru X cisel s exponenci-
alnim rozdélenim. Jako piiklad k procviceni realizujte v jazyce C funkci
generatoru ndhodnych ¢isel s exponencidlnim rozdélenim (prototyp double
negexp (double lambda)).

Dale jesté uvedeme transformacni vzorec pro rovnomérné rozdéleni na
obecném intervalu (a, b). Metodu inverzni transformace lze v tomto ptipadé
pouzit intuitivné . Cislo y poskytnuté zdkladnim generatorem je tieba ,na-
tahnout“ na velikost intervalu b — a a ,,odsadit“ od nuly o hodnotu a, tedy

r=a+ (b—a)y (4.3)

%Legalni matematicky postup zahrnujici vytvoreni analytického vyrazu pro distribuc¢ni
funkci rozdéleni a symbolicky vypocet inverzni funkce si provedte z cviénych divodi sami.
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4.2.3 Diskrétni rozdéleni

Princip metody inverzni transformace lze jednoduse vyuzit i pro generovani
nahodnych cisel X s diskrétnim rozdélenim. Tato ¢isla mohou v obecném
ptipadé nabyvat n hodnot {z;}" ,, kazdd z téchto hodnot se v posloup-
nosti generovanych ¢isel objevuje nahodné s odpovidajici pravdépodobnosti
z mnoziny {p;}"_;, >, p; = 1. Realizace metody inverzni transformace pro
pripad diskrétniho rozdéleni je znézornéna na obrazku 4.3.

F(z)
1+ T
|
|
Yi 7 -
- - T
D2 |
|
y4I \
0 Ty T T3 Ty T
l Tj = T2

Obréazek 4.3: Princip generovani cisel s diskrétnim rozdélenim

Tedy interval (0, 1) na ose redlnych ¢isel rozdélime na n dil¢ich inter-
valt s velikosti p;. Zakladnim generatorem vytvorime konkrétni ¢islo z
vybéru Y (je v intervalu mezi 0 a 1) a zjistime ¢islo 4 dil¢iho intervalu,
ve kterém se vyskytuje. Vystupem generdtoru je odpovidajict hodnota
.

Jako piiklad k procviceni realizujte v jazyce C funkci — univerzalni ge-
nerator pro libovolné diskrétni rozdéleni (nejprve si rozmyslete prototyp
funkce).

4.2.4 Vylucovaci metoda

Jednd se o experimentédlni metodu (tj. neodvozujeme zadny vzorec) vhodnou
i pro pripady, kdy neni rozdéleni nahodnych ¢isel x zadano analyticky. Pro
popis rozdéleni se vyuziva hustota pravdépodobnosti f(z), kterd mize byt
v konkrétnim pripadé zadana pouze tabulkou hodnot. Predpokladame, ze
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¢isla z se vyskytuji na intervalu (a,b) a maximalni hodnota f(z) v tomto
intervalu je c. K popisu metody vyuzijeme obrazek 4.4.

fz

Obrézek 4.4: Ilustrace vylucovaci metody

Postup generovani konkrétni hodnoty ndhodného ¢isla s rozdélenim f(z)
(tj. algoritmus generatoru zalozeného na vylucovaci metodé) je nasledujici:

e Generujeme nahodné ¢islo z; z vybéru s rovhomérnym rozdélenim na
intervalu (a,b), tedy podle (4.3) = = a + (b — a)y, kde y je cislo
poskytnuté zakladnim generatorem.

e Generujeme nahodné cislo z; z vybéru s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (0, ¢), tedy podle (4.3) z, = cy, kde y je (dalsi) ¢islo poskyt-
nuté zdkladnim generatorem.

e Cisla zy, 2, interpretujeme jako soufadnice bodu v roviné (viz obr.4.4).

e Pokud je ndhodné generovany bod pod krivkou funkce f(zx), postup
konci a vystupem generatoru je hodnota xj, v opacném pripadé postup
opakujeme pocinaje prvnim bodem. Index k& v tomto pripadé slouzi
jako citac¢ obratek cyklu opakovani.

Uvedenym postupem ziejmé vylucujeme (té% odmitame) z vysledného vy-
béru ¢isla s odpovidajici malou hodnotou funkce hustoty pravdépodobnosti
a preferujeme cisla s velkou hodnotou hustoty pravdépodobnosti. V pod-
staté se jedna o experimentdlni interpretaci (ve stylu Monte Carlo) smyslu
funkce hustoty pravdépodobnosti.

4.2.5 Kompozi¢ni metoda

Jako vychozi data pro kompozi¢ni metodu opét slouzi hustota pravdépodob-
nosti f(z), kterd nemusi byt zaddana analyticky. Vyuziti kompozi¢ni metody
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je vyhodné v pripadech, kdy lze hustotu f(z) rozumné aproximovat pomoci
funkce po ¢astech (tj. v dil¢ich intervalech zékladniho intervalu vyskytu ¢i-
sel z) konstantni (popfipadé i linedrni). Pfedpokladdme n dil¢ich intervali,
pravdépodobnost vyskytu konkrétni hodnoty ¢isla z (tj. plochu pod kfivkou
f(z)) v i-tém dilé¢im intervalu oznacime p;.

Princip metody (tj. postup generovani konkrétni hodnoty ¢isla x) vy-
svetlime zhruba takto:

e Nejprve ndhodné generujeme cislo dil¢iho intervalu ¢ pomoci generatoru
s diskrétnim rozdélenim (viz odst. 4.2.3) hodnot ¢ podle pravdépodob-
nosti p;.

e Dale generujeme nahodné cislo spadajici do vybraného intervalu. Toto
¢islo generujeme podle charakteru funkce hustoty v prislusném inter-
valu. Je-li v nejjednodussim pripadé hustota pravdépodobnosti v inter-
valu konstantni (tj. rovnomérné rozdéleni), je (koneénym) vystupem
generatoru c¢islo s rovnhomérnym rozdélenim vypocitané podle vzorce
r = a; + (b; — a;)y, kde a; a b; jsou meze i-tého dil¢iho intervalu a y
predstavuje konkrétni hodnotu poskytnutou generatorem normalizova-
ného rovnomérného rozdeélent.

Pro intervaly s linedrné rostouci/klesajici hustotou pravdépodobnosti lze
s vyhodu vyuzit znalost z teorie pravdépodobnosti '°, a to Ze rozdéleni ma-
xima/minima ze dvou ndhodné generovanych ¢isel z vybéru y je linedrné
klesajici/rostouci na intervalu (0, 1) (tj. grafické zndzornéni je trojuhelnik).
Jako priklad na procviceni se pokuste realizovat generator pro pravdépo-
dobnostni rozdéleni f(z) s charakterem lichobézniku.

4.2.6 Generovani ¢isel s normalnim rozdélenim

U néekterych rozdéleni Ize pti generovani ¢isel x vyuzit jejich specifické vlast-
nosti. Konkrétné pro normélni (gaussovské) rozdéleni lze vyuzit tzv. cen-
tralni limitni vétu teorie pravdépodobnosti, ktera tvrdi, ze soucet nahod-
nych ¢isel s libovolnym rozdélenim mé asymptoticky ! normalni rozdéleni se

10Uvadime bez dikazi, pokuste se ovérit experimentalné ve stylu Monte Carlo. Dale
se pokuste ovéfit, ze rozdéleni maxima/minima ze tii ¢isel ¥ ma na intervalu (0,1) cha-
rakter rostouci/klesajici paraboly, tj. mnoho¢lenu druhého stuné, atd. Jesté si rozmyslete,
jak byste tuto skutec¢nost vyuzili pro vylepseni kompozi¢ni metody aproximaci hustoty
pravdépodobnosti po ¢astech mnohoclenem druhého stupné.

HBIlizi se s nartistajicim poc¢tem prvki souctu.
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stfedni hodnotou a rozptylem danymi souctem strednich hodnot a rozptyli
pravdépodobnostnich rozdéleni prvki souctu 2.

Vyuzijeme-li skutecnost, ze pro normalizované rovnomeérné rozdeéleni je
stfedni hodnota E{y} = 0,5 a rozptyl D{y} = 1/12, dostaneme souctem
dvandcti konkrétnich hodnot ze souboru y hodnotu z s (pfiblizné) normal-
nim rozdélenim se stfedni hodnotou 6 a rozptylem 1. Smérodatna odchylka
(odmocnina z rozptylu) je téz 1, rozdéleni ziskané sou¢tem muzeme sym-
bolicky oznacit jako N(6,1). Pro konkrétni pozadované normalni rozdéleni
N(a,o) s parametry a (stfedni hodnota) a o (smérodatnd odchylka) lze
pak nejprve provést transformaci rozdéleni N(6,1) na normalizované nor-
malni rozdéleni N(0,1) (jen posun) a poté transformaci na cilové rozdéleni
N(a,o) (posun a ,roztazeni“). Z téchto tvah rezultuje vzorec vyuzitelny
pro realizaci generatoru ndhodnych cisel s norméalnim rozdélenim jako

J,’:a—FU((iyj) —6) (4.4)

4.3 Zpracovani vysledku

P1i vyuziti metod Monte Carlo ndhodné generujeme parametry jednotlivych
pokusti a vypocitavame vysledky. Ciselné hodnoty vysledki je ziejmé opét
nutno interpretovat jako konkrétni hodnoty (realizace) nahodnych wvelicin.
Obvykle nas nezajimaji rozsahlé soubory dat — vysledkt pokust. Ziskanou
informaci se snazime redukovat do jednoduché podoby (nékolika mélo) sta-
tistickych charakteristik ndhodnych velic¢in figurujicich jako vysledky.

Dale uvazujme jednu konkrétni ndhodnou veli¢inu s charakterem vy-
sledku, kterou oznacime x. Provadime N pokust, vysledky pokusi tvori
mnozinu {z;}¥;. V dalsich odstavcich se budeme zabyvat postupy, pomoci
kterych urcime z mnoziny vysledkt pokust odhady stredni hodnoty, rozptylu
a aproximaci hustoty pravdépodobnost: ndhodné velic¢iny .

4.3.1 Odhad stiredni hodnoty

V teorii pravdépodobnosti se odvozuje, ze nejlepsim odhadem stfedni hod-
noty ndhodné veli¢iny je aritmeticky primér z mnoziny realizaci (hodnot

12Pro normalni rozdéleni nejde vyuzit transformacni metoda — neni totiz mozné jednoduse
analyticky vyjadrit distribu¢ni funkci rozdéleni, natoz pak funkci k ni inverzni.
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ziskanych v jednotlivych pokusech), tedy

FE{z} =%

1 N

Primé vyuziti tohoto vzorce predpoklada ukladani vysledku pokusi x; do
jednorozmeérnéeho pole a jednorazovy vypocet priméru po dokonceni vsech
pokusti. S ohledem na uSetfeni datové paméti potfebné pro vypocet (ty-
picky sledujeme vétsi pocet velicin—vysledkti a provadime radové tisice c¢i
desitky tisic pokust) preferujeme zptsoby prabézného vypoctu statistickych
charakteristik sledovanych velicin.

V tomto pripadé ziejmé postaci zavést jedinou (tzv. sumacni) pro-
ménnou S,, kterou pred zahajenim vypoc¢tu nulujeme a v pribéhu
vypoctu k ni pricitame vysledky jednotlivych pokusi. Déleni poctem

pokusiit V provedeme az na zavér vypoctu.

4.3.2 Odhad rozptylu

Rozptyl D{z} je definovan jako stfedni hodnota ¢tverce (tj. druhé mocniny)
odchylky 1 realizaci ndhodné veli¢iny z od st¥edni hodnoty E{z}. Odhad
rozptylu lze (jednorazové, na zavér vypoctu) vypocitat z hodnot realizaci
jako

D{z} = ﬁ é(f ) (4.6)

Pro velké hodnoty N lze pominout rozdil mezi N a N — 1, vzorec se
zjednodusi a lze jej upravit do podoby vhodné pro prubézny vypocet:

= (% % x?) — z2 (4'7)

13Smérodatna odchylka je definovana jako odmocnina z rozptylu a jejim odhadem se zde
tudiz nemusime zabyvat.
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Pro prubézny vypocet rozptylu tedy potiebujeme zavést dvé sumacni
proménné S, a S,2, které pred zahajenim vypoctu nulujeme. V prii-
béhu vypoctu realizujeme operace S, <— S, +x; a S,2 < S,2 + x2. Na
z4vér vypocitame 7 = S, /N, E{z} =z a D{z} = (S,2/N) — 7°.

Jistou chybou na krase uvedeného postupu pribézného vypoctu rozptylu
je snizeni presnosti vlivem zaokrouhlovacich chyb — do S,> se sc¢ita velky po-
¢et potencidlné velkych (¢tverce) ¢isel . Proto se vyuzivaji dalsi metody
prubézného vypoctu rozptylu, které tento nedostatek nemaji. Jako priklad
uvedeme uzite¢nou Hansonovu metodu [Oleh82], vyuzivajici jednu promén-
nou M k prubéznému vypoctu aritmetického primeéru a dalsi proménnou T'
pro pribézné s¢itani ¢tvercu (relativné malych) odchylek realizaci od stredni
hodnoty (tj. od aktudlniho priaméru):

nicializace: My =1, Ty =0

cykl prot =1 aZ N:

1 .
M; = ! : Mz‘—1+x—.
i i
 — 1
T, = Ti—l—l-2 (M;_y — z;)?

vjsledky: E{z} = My, D{z} = Ix

Protoze témér nic neni zadarmo, je Hansonova metoda sice presnéjsi, ale

Vv /s

kazdém kroku vyzaduji vétsi pocet tzv. dlouhych operaci (ndsobeni, déleni).

4.3.3 Konstrukce histogranm

Pokud chceme ziskat néjakou predstavu o charakteru pravdépodobnostniho
rozdéleni ndhodné veliciny—vysledku x, mtzeme vytvorit tzv. histogram jako
po cdstech konstantni aprorimact funkce hustoty pravdépodobnosti. Opét
vychézime z existujici mnoziny vysledkit N pokust {z;}¥; (vstupni data).
Pro jednoduchost uvedeme postup predpokladajici jednorazové zpracovani
ulozenych dat, modifikace pro prubézny vypocet neni slozita a opravdovy
programator ji lehce zvladne.

4Vypocet z ulozenych hodnot x; podle (4.6) timto nedostatkem netrpi, protoze se s¢itaji
(relativné malé) ¢tverce odchylek.
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Hruby postup rozcélenime do nasledujicich bodi:

e Zjistime zakladni interval (a, b), ve kterém se vyskytuji prvky mnoziny
{zi}, .

e Zikladni interval rozdélime na K (pokud mozno stejné velkych) dil-
Cich intervalt, velikost intervalu oznacime A, intervaly cislujeme in-
dexem napriklad k. Pocet dil¢ich intervalil byva typicky radu desitek.
Nepochybné musi platit K < N s ohledem na dostatecnou presnost
nahrady.

e Urcime pocet ¢ hodnot x; vyskytujicich se v kazdém intervalu k. Ve-
licina ¢, /N se nazyva relativni cetnost vyskytu x; v k-tém intervalu
a predstavuje odhad pravdépodobnosti py, s kterou hodnota r v néja-
kem pokusu padne do prislusného intervalu.

e Predpokladdme-li v k—tém intervalu konstantni (ndhradni) hodnotu
hustoty pravdépodobnosti fi, z definice hustoty (plocha pod kfivkou)
vyplyva vztah pr = frA = ¢;/N. Z toho dostaneme jako vysledek
odhad (stfedni hodnoty) hustoty pravdépodobnosti v k-tém intervalu
jako fi, = ¢ /(NA).

4.3.4 Statistické charakteristiky nahodnych funkci ¢asu

vev/

pokusti a statistické vyhodnoceni jejich vysledkii. Obvykle se jedna o model
dynamického systému vyvijejiciho se v diskrétnim case. Uvazujme napfi-
klad model zaloZeny na konceptu SHO (tj. n&jakou sit front a obsluznych
uzli). V tomto pripadé mize byt sledovanou a vyhodnocovanou ndhodnou
velicinou z napriklad doba prichodu pozZadavku siti. Pro tento pripad jsou
urceny predchozi odstavce - tj. vypocet odhadu stfedni hodnoty, rozptylu
a histogramu z diskrétni mnoziny hodnot {z;} dob prichodu jednotlivych
pozadavku siti. Jina situace nastane, je-li sledovanou veli¢inou x naptiklad
délka néjaké fronty, kterd se (ndhodné) méni v modelovém case. V tomto
pripadé nemame pro statistické vyhodnoceni vysledku k dispozici diskrétni
mnozinu hodnot, ale ndhodnou funkci modelového casu x(t), kterou cha-
peme jako jednu z moznych realizaci ndhodného procesu X (t).

5Pfipadné intuitivné ,odfiltrujeme* maly pocet hodnot vyrazné ,vzdalenych“ od
ostatnich.
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Nebudeme se zde zabyvat potiebnou teorii ndhodnych procest (viz napf.
[Havr86], [Mand85]) a uvedeme pouze doporuceni, jak provést potiebna sta-
tistickd vyhodnoceni. Omezime se pritom na nahodné procesy, které jsou
staciondrni a ergodické. Zakladni charakteristikou ndhodného procesu X ()
je tzv. pruni hustota pravdépodobnosti f(x,t), kterd udava hustotu pravdé-
podobnosti ziskanou z hodnot jednotlivych realizaci z(t) v ¢asovém bodé
t. Pro stacionarni ndhodny proces nezdavisi pruni hustota pravdépodobnosti
na case a lze ji tedy popsat funkci jedné proménné f(z). Ergodicky né-
hodny proces musi byt stacionarni a navic lze ziskat odhad prvni hustoty
pravdépodobnosti f(z) statistickym vyhodnocenim libovolné realizace x(t)
ndhodného procesu X (t) 19.

Prakticky postup statistického vyhodnoceni ndhodné funkce z(t) spo-
¢iva v jejim ndhodném vzorkovdni, tj. v ziskani mnoziny hodnot {z;}, které
funkce nabyva v ndhodné zvolenych casovych bodech {t;}. Obecné plati,
ze ndhodny proces vzorkovani (tj. zptisob vybéru hodnot ¢;) nesmi byt ko-
relovany se vzorkovanym procesem X (¢) (oba procesy musi byt statisticky
nezéavislé) 7. Hustotu vzorkovani volime tak, abychom pro vyhodnoceni
méli k dispozici fadové tisice nebo desitky tisic hodnot z; '®. Z téchto hod-
not pak muzeme vypocitat odhad stfedni hodnoty, rozptylu a histogram
drive uvedenymi postupy.

4.3.5 Problematika presnosti vysledkti

Prozatim jsme se spokojili s konstatovanim, ze k ziskani dostatecné presnych
statistickych charakteristik sledované nahodné velic¢iny je tfeba mit k dispo-
zici mnozinu vysledka {x;}"_;, kde ¢islo n je fadu tisice nebo desitky tisic.
Toto tvrzeni zde upfesnime pro stfedni hodnotu E{z} ndhodné veli¢iny z

6Sledované ndhodné funkce v simula¢nich modelech (viz nap¥. zminéna délka fronty)
obvykle nesplnuji predpoklad stacionarnosti, protoze i v modelu uré¢eném pro odhad sta-
cionarnich pravdépodobnostnich charakteristik typicky zachycujeme také prechodovy deéj
na pocatku vyvoje modelu (napiiklad startujeme model ze stavu s prazdnymi frontami).
Modelujeme-li dostatecne dlouhou dobu ,zZivota systemu®, lze vliv prechodného déje na vy-
slednou statistiku zanedbat.

17V nékterych pripadech mtize vyhovét i ekvidistantni (tj. pravidelné) vzorkovani.
Chceme-li si uSetfit starosti, volime vzorkovaci proces jako poissonovsky (tj. perioda vzor-
kovéani je nezdvisld ndhodnd veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim).

18V simula¢nim modelu programové koncipovaném na pseudoparalelnich procesech (viz
déle) je vyhodné konstruovat pro tucely vzorkovani periodicky aktivovany samostatny
proces.
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odhadovanou jako aritmeticky primeér z z hodnot z;. Takto odhadnuty prii-
mér je opét ndhodné veli¢ina se stfedni hodnotou F{z} = E{z}, rozptylem
D{z} = D{z}/n = o*{z}/n a normdlnim rozdélenim pravdépodobnosti *°.
Predpokladejme Ze chceme, aby absolutni chyba vysledku € = |z — E{x}|
nepiekrocila zvolenou hodnotu €,,,, s pravdépodobnosti 1 — « (tj. s pravdé-
podobnosti « ji prekroé¢i). Hodnota « predstavuje tzv. hladinu vgznamnosti,
typicky a = 0,05 nebo o = 0, 005.

Pro zvolenou hodnotu hladiny vyznamnosti a dokazeme urcit tzv. kritic-
kou hodnotu u(a) normalizovaného normalniho rozdéleni N(0,1). Vyznam
kritické hodnoty demonstruje nasledujici obrazek.

/ \ N (Oa 1) (07 Uu
plocha 0,05 | 1,65
: \‘ 0,01 | 2,33
Oz/ 2 / (8% / 2 ) )
- \ _____________________________ 0,005| 2,58
—U u

Obréazek 4.5: Kritické hodnoty rozdéleni N (0, 1)

Chceme-li zarucit pozadovanou presnost odhadu stredni hodnoty sledo-
vané nahodné veli¢iny x, postupujeme nasledovné:

e Kromé stredni hodnoty F{z} odhadujeme v priubéhu simula¢niho ex-
perimentu také o{z} (standardnim postupem — viz p¥islusné predchozi
odstavce, smérodatné odchylka je odmocnina z rozptylu).

e Po vyhodnoceni n hodnot z; vypocitame odhad smérodatné odchylky
o{x} a zanedbame jeho chybu (tj. rozdil mezi odhadem a skutecnou
hodnotou smérodatné odchylky). Déle se vypocita mezni chyba odhadu

odpovidajici zvolené hladiné vyznamnosti o podle vzorce 2° :

9Vyuzijeme poznatky z teorie pravdépodobnosti, tykajici se stiedni hodnoty a rozptylu
souctu ndhodnych veli¢in.

20Fakticky se jedna o transformacni vztah, kterym ,natahujeme® kritické hodnoty nor-
malizovaného rozdéleni N(0,1) (které zndme) na odpovidajici hodnoty konkrétniho nor-
malniho rozdéleni N (0, 0{x}), pfi¢emz parametr tohoto rozdéleni (smérodatnou odchylku)
jsme experimentalné urcili v pritbéhu modelovani.
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ofz}
Vn
e Pokud je splnéna nerovnost € < €,,4,, konc¢ime proces modelovani s tim,

ze chyba odhadu stiedni hodnoty E{x} je mensi nez zvolen€ €,q,. Pri-
tom je pravdépodobnost a, Ze skutecna chyba odhadu je vétsi.

u(@)

e Pokud neni nerovnost splnéna, pokrac¢ujeme v procesu modelovani (t;.
zvétsime rozmér n mnoziny {z;} a cely postup opakujeme).

Poznamka:

Existuji postupy fizeni vybéru pokust tak, aby se mensim (relativné)
poctem pokustu zvysila presnost odhadu stredni hodnoty nahodné veliciny
(vysledku pokusu). Tyto postupy jsou oznacovany jako metody redukce roz-
ptylu a pro presnéjsi informace lze odkazat na literaturu [Laub87]. P¥i vy-
tvareni konkrétnich simulacnich programt se prilis neuplatnuji, pravdépo-
dobné proto, Ze vynaloZené usili (a komplikace v programu) neodpovida
dosazitelnému zptesnéni odhadl stredni hodnoty.

4.4 Objektové orientovana dekompozice simula¢niho
modelu

4.4.1 Diskrétni simmla¢ni model - konceptualni tiroven

Jak jiz bylo feCeno na pocatku této kapitoly, diskrétni simula¢ni modely
redlnych systému (tfeba model slozitéjsiho dopravniho ¢i vypocetniho sys-
tému na bazi SHO) nelze redukovat na trividlni cykl metody Monte Carlo,
tj. provedeni N pokusi a jejich statistického vyhodnoceni. Prvni hruby po-
hled na objektové orientovany 2! diskrétni simula¢ni model na konceptudlni

urovni by mohl vypadat asi takto:

21Prvni vyuziti principii a prostifedki pro objektové orientované programovani bylo za-
znamenano jiz ,davno“ (vztazeno ke kratké historii pocita¢i a programovani) pravé v
oblasti aplikaci diskrétnich simula¢nich modelid. Prvnim (a filosoficky uz v dobé vzniku
dokonalym) prostFedkem pro objektové orientované programovéani je SIMULA, ptvodné
SIMULAG67 podle prvni uspésné verze z roku 1967.
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Model systému je tvoren mnozinou vzajemné vazanych objektd —
modeld prvkid systému a pripadné modeli prvkid okoli. Zakladni vlast-
nosti prvki systému jsou modelovany jako atributy objekti, tj. jako
vlastnosti s charakterem dat. Vazby objektl jsou realizovany prostied-
nictvim atributt s charakterem odkazu.

Stav modelu je dan aktualnimi hodnotami vsech nekonstantnich
atributti objekti (tj. je ddn kompozici stavi vSech objektl) a méni se
v diskrétnich bodech modelového ¢asu vlivem interakce objekti (vza-
jemného ptisobeni). Interakce objektti je modelem interakce prvki sys-
tému a je realizovdna volanim metod (vlastnosti s charakterem pro-
cedur ¢i funkei) urcitého objektu z jiného objektu.

Primarnim divodem interakce objektl je reakce na udalost. Uda-
lost je objekt, jehoz zakladni atributy jsou cas vzniku uddlosti a typ
udalosti. Udalosti 1ze zhruba délit na vnéjsi a vnitrni. Vnéjsi udalosti
generuji objekty — modely okoli (napft. ptichody pozadavki ze zdroje
pozadavkl do obsluzného systému s charakterem SHO). Vnitini uda-
losti vytvari objekty — modely prvkia systému jako reakci na vnéjsi
udalost nebo jinou vnitini udalost, obvykle s casovym posunem mo-

delujicim zpozdéni (dynamiku) prvka systému.

Z prezentovaného pohledu na diskrétni simulacni model redlného systému
neni ziejma dosud zdiraznovana souvislost s experimentalnim pravdépo-
dobnostnim modelovanim. Fakticky tato souvislost nemusi viibec existovat
- principidlné stejnym (vySe naznacenym) zpisobem lze konstruovat i de-
terministicky model, naptiklad model logického systému (objekty v modelu
jsou hradla a klopné obvody, vazby odpovidaji propojeni hradel, vnéjsi uda-
losti jsou zmény vstupnich signdli, vnitini udalosti jsou zmény signalt na
vnitinich vodic¢ich). Ve stochastickém diskrétnim modelu jsou typicky ¢asové
body vzniku vnéjsich udalosti ndhodné, parametry udalosti mohou byt téz
ndhodné a zpozdéni v sekvencich (pricina—disledek) vnitinich udalosti jsou
rovnéz nahodna. V dusledku toho se wveliciny popisujicit stav modelu méeni
v ndhodnych céasovych bodech (tj. v diskrétnim case) a maji tedy charak-
ter ndhodnych funkci c¢asu (ndhodnich procesi). Pro stochastické diskrétni
simulac¢ni modely se tedy vyuziva numerické reseni ve stylu Monte Carlo
v tom smyslu, ze (ndhodné se chovajici) model se stimuluje dlouhou dobu
(v modelovém ¢ase) ndhodnymi podnéty a vybrané veli¢iny charakterizujici
jeho chovani se statisticky vyhodnoti.
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4.4.2 Ridici algoritmms simula¢niho vypoétu

Prezentovany pohled na diskrétni simulac¢ni model nefesi problém ridiciho
algoritmu simulace, tj. algoritmu, ktery modelem ,hyba“. Existuji dva za-
kladni pristupy, obvykle oznacované jako metoda interpretace udalosti a
metoda (pseudo)paralelnich procesi.

Metodu interpretace udalosti Ize (nad diive charakterizovanym mo-
delem) ve stru¢nosti popsat zhruba takto:

Vsechny udalosti, které maji nastat v budoucim vyvoji modelu (vzta-
zeno k aktudlni hodnoté modelového ¢asu) jsou vedeny v seznamu na-
zyvaném kalendar uddlosti. Seznam je settidén vzestupné podle hod-
noty modelového ¢asu vzniku udélosti (atribut udalosti). Ridici algo-
ritmus simula¢niho vypoctu (realizovany naptiklad v podobé hlavniho
programu) postupné interpretuje udalosti nachazejici se v kalendari.
Interpretace probiha v diskrétnim bodé modelového ¢asu vzniku uda-
losti a je realizovana vyvolanim interpretacniho podprogramu prislus-
ného k typu udalosti. Interpretacni podprogram provede zmény v mo-
delu (tj. zmény hodnot atributti objektt) volanim metod objekt, kte-
rych se udalost tyka. Pokud je interpretovana udalost primou pricinou
dalsi udalosti v budoucim modelovém case, je soucasti ¢innosti nékteré
volané metody objektu napldnovdni (tj. zatfidéni do kalendaie) této

,hové“ udalosti. Interpretovana udalost je vymazana z kalendare.

Pro realizaci tohoto zptsobu fizeni vypoctu ?? vystacime s filosofii ob-

jektl poskytovanou konven¢nimi prostredky pro objektoveé orientované pro-
gramovani (tfeba CH++ Eiffel, Smalltalk):
Objekt je mnozina atributd (tj. proki s charakterem dat), jejichz konkrét-
nim obsahem je urcen stav objektu. S objektem je sdruzena mnozZina metod
(operact), které umoznuji vné€jsi pristup k atributim. Objekt je sim o sobé
pasivni (nic nedéld), ale na pozZddani (volani jeho metody) poskytuje pro
okoli urcité sluzby. >3

22Fakticky nelze dekompozici modelu (a odpovidajici zptisob Fizeni vypoctu) zaloZeny na
metodé interpretace udalosti povazovat za ,,Cisté objektovy“. Podprogramy pro interpretaci
udalosti nelze v obecném pripadé jednoznacné priradit jako metodu k Zadnému z objekti

modelu, kazdy z podprogramii obecné ,operuje” nad celym modelem.
23V piipadé potfeby ale mizeme samostatnou ¢innost objektu realizovat v rdmci konstruktoru nebo
vybrané metody a predavani fizeni mezi objekty realizovat zptisobem popsanym dale v odst. 5.1.4.
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Metoda paralelnich procesiije zaloZena na objektové dekompozici Fidi-
ciho algoritmu simula¢niho vypoctu. Jednotlivé casti vypoctu jsou zapouz-
dreny ve vybranych typech (tj. t7iddch) objekt, které tim ziskavaji (navic k
atributim a metoddm) vlastni program a charakter samostatnych vypocet-
nich procesi vykondvanych pseudoparalelné (tj. jejich exekuce je ,prostii-
dana“ v diskrétnim modelovém cCase). Opét se pokusime stru¢né vystihnout
filosofickou podstatu metody paralelnich procest (nad dfive charakterizo-
vanym simula¢nim modelem diskrétniho systému):

Nékteré objekty modelu maji pasivni charakter, tj. nevyviji v mo-
delovém ¢ase zaddnou vlastni aktivitu a pouze poskytuji sluzby (reali-
zované volanim jejich metod) pro jiné objekty. Jiné modely objektu,
déle oznacované jako procesy, maji aktivni charakter, tedy vyviji (sou-
bézné s ostatnimi procesy) aktivitu podle vlastniho programu.

Aktivita procesu je ¢lenéna do sekvence tzv. fazi aktivity, probiha-
jicich vzdy v jednom konkrétnim bodé diskrétniho modelového casu.
Vysledkem ¢innosti — faze aktivity je zména atributi (lokélnich dat)
objektu — procesu, pripadna zmeéna atributi jinych objekti a pripadna
zména stavu jinych procest (napf. jejich aktivace). Intervaly modelo-
vého Casu mezi fazemi aktivity urcitého procesu se nazyvaji dseky
necinnosti.

Rizeni pseudoparalelniho vypoctu vSech procestt v modelu opét
vyzaduje existenci datové struktury s charakterem kalendare. V ka-
lendari jsou vzestupné podle hodnoty modelového ¢asu setridény uda-
losti, jejichz zdznam obsahuje (kromé hodnoty ¢asu) jesté odkaz do
programu procesu (tzv. reaktivacni bod). Ridici smycka vypoctu po-
stupné spousti procesy v poradi daném zaznamy v kalendari “.

“Vétsi detaily viz korutiny v popisu SIMULY (podkap. 4.6) a v popisu implemen-
tace C-Sim v kap 5.

Hlavni vyhodou dekompozice modelu zalozené na aktivnich objektech
— procesech je vétsi schopnost modelovat realitu. Objekty redlného svéta
jsou totiz cCasto aktivni — vykonavaji vlastni ¢innost, kterda probiha sou-
bézné (paralelné) s ¢innosti jinych objekti a modelovat je programovymi
objekty s charakterem vypocetnich procest je primocaré a prirozené. Na-
vic dekompozice je cisté objektova, protoze program vykonavany objektem —
procesem lze jednoznaéné ptifadit (zapouzdrit) k jeho ti{dé. Cisté objektova
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dekompozice prinasi vsechny vyhody objektového pristupu v programovani
- zejména pak vyhodu opakovatelné vyuzitelnosti (angl. reusability) pro-
gramového kodu. Na druhé strané ale vyZaduje vyuziti metody paralelnich
procesti obecnéjsi model objektu nez poskytuji jazyky s charakterem C—H
Konkrétné se jedna o doplnéni programu procesu do deklarace tridy objektu
— procesu.

Toto bylo poprvé realizovano v programovacim jazyce SIMULA (ptavodné
SIMULA 67) [Dahl72], [Stau78]. Jazyk m4 velmi ¢istou a propracovanou
koncepci a dosud se pomeérné casto vyuziva. Jako hlavni charakteristiky
Ize uvést: odvozen od Algolu 60, vyuziva se jen jednoducha dédi¢nost, ob-
jekty se vytvari pouze dynamicky a odkazuje se na né vyhradné pomoci refe-
renc¢nich proménnych, uvolnovani dynamické pameéti nepouzivanych objektii
provadi automaticky ¢isti¢ paméti (angl. garbage collector). Nevyhodou SI-
MULY je pribuzensky vztah k Algolu 60, ktery jiz byl vyvojem prekonan
a neuziva se 2*. Proto je také dale v kap. 5 prezentovan programovaci na-
stroj C-Simvyuzivajici filosofické zaklady SIIMULY, ale koncipovany jako
rozsifujici (externi) knihovna k jazyku C.

4.4.3 Zakladni t¥idy objektti pro modelovani SHO

Procesové orientovana diskrétni simulace je v podstaté univerzalni ¢islicovou
modelovaci technikou, s jejiz pomoci lze realizovat modely diskrétni i spojité
25 deterministické i stochastické a jejich nejriiznéjsi kombinace. V dalsim
textu se budeme orientovat zejména na problematiku modelovani realnych
systému s charakterem SHO, tedy na stochastické modely vyvijejici se v
diskrétnim modelovéem case.

V simula¢nim modelu zalozeném na metodé paralelnich procesi v prvni
radé rozliSujeme objekty pasivni (nemaji vlastni program, realizuji zapouz-
dreni atributt (tj.dat) a metod (tj. operaci ¢i sluzeb vyuzitelnych z vnéjsku
objektu) a objekty aktivni, které navic maji vlastni program vykonavany
pseudoparalelné s programy jinych takovych objektt. Dalsi rozliseni objekti
v simula¢nim modelu mize byt na statické (existuji po celou dobu vypoctu

24Soucasnym navazanim na skandinavskou tradici jazyki Algol60, SIMULAG7, SIMULA
a Algol68 je BETA. Tento objektové orientovany jazyk méa jednotnou abstrakci (oznacenou
jako pattern, tj. vzor) pro procedury, procesy, objekty, tfidy a vyjimky.

25Coz je na prvni pohled prekvapivé, ale jen do té doby, nez si uvédomime, 7e diferenci-
alni rovnice predstavujici spojity matematicky model redlného systému se fesi metodami
numerické integrace v diskrétnim case.
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simula¢niho programu) a dynamické, které jsou vytvareny a ruseny (jinymi
objekty s charakterem procest) prubézné. V prvni fazi vytvareni simulac-
niho modelu se musime rozhodovat, jaké typy (tj. tfidy objekt) pouzijeme,
kterym dame aktivni ¢i pasivni charakter a zda nemtzeme svoje potiebné
typy odvodit (dédénim) z néjakych jiz existujicich typt. Specidlné objektim
vyuzivanym pro modelovani SHO casto potfebujeme dat vlastnosti proku
seznamu (napriklad objekty modelujici pozadavky se musi fadit do front re-
alizovanych jako seznamy). Déle zfejmé potifebujeme objekty s charakterem
seznami, které vyuzijeme jako objekty modelujici fronty.

Piikladem budiz opét programovaci jazyk SIMULA. V. SIMULE mo-
hou byt objekty vytvareny jen v dynamicky pridélované paméti a reprezen-
tovany jen prostiednictvim tzv. referencénich proménnych (analogie ukaza-
teli v C). K zékladnimu jazyku mohou byt ptipojeny tzv. systémové tridy
SIMSET a SIMULATION. V SIMSET jsou soustfedény prostiedky umoznujici
praci s obousmérnymi cyklickymi seznamy. Jedna se o t¥idy LINKAGE (ne-
pouziva se primo, sdruzuje spolecné vlastnosti tzv. hlavy seznamu a prvku
seznamu), LINK (potomek LINKAGE, dopliuje specifické vlastnosti (jen me-
tody) prvku seznamu) a HEAD (opét potomek LINKAGE, hlava (tj. reprezen-
tant) seznamu, dopliuje specifické vlastnosti — operace nad celym sezna-
mem). Pri konstrukci simulac¢niho modelu se casto fronty primo modeluji
objektem se zakladnim typem HEAD. Naproti tomu je vZdy treba vytvorit
vlastni typy (napr. objekti modelugicich pozZadavky) odvozenim od LINK a
pridat vlastni atributy (tj. informacni obsah prvku seznamu).

Pro prehled uvedeme vyznamné abstraktni vlastnosti s charakterem me-

tod pro t¥idu LINK 26:

into (seznam) — volanim metody (naptiklad prvek.into (sez1)) fadime ob-
jekt — prvek seznamu na konec seznamu — parametru metody.

follow (jiny_prvek) — voldnim metody se fadi aktudlni objekt do seznamu
za objekt jingy_prvek 7.

precede (jiny_prvek) — volanim metody se fadi aktuélni objekt do seznamu
pred objekt jiny_prvek.

26 Jejich detailnéji popsané ekvivalenty pro C—Sim viz kap. 5.
27Seznam neni tieba specifikovat, operace se provede jen nad spojkami (dopredu, dozadu)
aktualniho objektu a objektu jiny_prvek.
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out() — volani metody vyradi aktudlni prvek ze seznamu (k provedeni ope-
race opét neni tieba specifikovat konkrétni seznam).

Jesté uvedeme vyznamné abstraktni vlastnosti (s charakterem operaci)
pro tridu HEAD. Jedna se o operace realizovatelné nad celym seznamem:

empty() — test na prazdny seznam, vraci booleovskou hodnotu true, je-li
seznam prazdny, jinak vraci false.

cardinal() — metoda vraci délku (tj. pocet prvki) seznamu.
first() — metoda vraci odkaz na prvni prvek seznamu.

last() — metoda vraci odkaz na posledni prvek seznamu.

clear() — volani metody vyprazdni seznam 25,

V systémové tfidée SIMULATION je deklarovana tiida PROCESS jako
potomek LINK, tj. procesy jdou radit do seznamu — front. Pri vytvareni
simulacniho modelu je treba odvodit od PROCESS vlastni tridy aktivnich ob-
jekti — tj. dodat atributy (lokdlni data procesu), pripadné pridat metody,
ale urcité pridat program chovani procesu. Vlastnosti a stavy procesu re-
alizovanych ve tridé PROCESS upresnime v dalsi podkapitole. Konkrétni
vlastnosti procesti dostupné pii pouziti C—Simjsou popsany v kap. 5.

Jesté v obrazku 4.6 uvedeme schematicky pribuzenské vztahy zakladnich
t¥{d vyuzitelnych pro konstrukci simula¢niho modelu sité front v SIMULE.
Carkované jsou naznaceny typy, které se pfi konstrukci simula¢niho modelu
musi doplnit.

4.5 Procesy v programovacim jazyce SIMULA

Vyznamny rozdil SIMULY proti CH+—+ a jinym pouzivanym objektové
orientovanym jazykim spocivd v doplnéni opera¢ni ¢asti (tj. posloupnosti
piikazi) do deklarace t¥idy. Syntakticky mé deklarace napiiklad tfidy AB
nasledujici podobu:

28V SIMULE (na rozdil ptikladné od kontejnerové knihovny Classlib pro C++) neni
tieba se o ,osud“ prvki vyprazdnéného (¢i zruseného) seznamu nijak starat, je to zalezitost
cistice paméti, ktery uvolni dynamickou pamét pridélenou pro objekt, na ktery neexistuje
zZadny platny odkaz.
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LINKAGE
HEAD LINK
 MY_LINK | PROCESS

_____ |

MY_PROCESS

___________

Obrézek 4.6: Zakladni typy objektl pro konstrukci modelu sité front

A class AB (formdlni_parametry)
specifikace_typu_parametri;
begin
deklarace_atributi;
deklarace_metod,
operacni_cast_AB;
end;

V uvedené deklaraci predstavuje A jméno bazové tridy. Parametry odpo-
vidaji parametrtim konstruktoru v.C+4s tim rozdilem, ze je lze vyuzivat
jako radné atributy po celou dobu existence objektu. Deklarace atributii a
metod (maji formu procedur obvyklou v Algolu 60) neni nijak filosoficky
odlisna od CH+ Hlavni rozdil proti obvyklému chépani objektd p¥inasi
operacni_cast_AB, ktera algoritmicky popisuje specifickou ¢ast ,zivota“ ob-
jektu t¥idy AB. Objekty této tfidy dédi operacni ¢ast svého predka (tj. A),
jejiz vykonani predchazi vykonani vlastni operacni casti. V této souvislosti
je vhodné uvést, ze vyuziti vicenasobné dédi¢nosti by prineslo problém sta-
noveni poradi, ve kterém budou vykonany zdédéné operacni casti predk.
Je to jeden z diivodti, pro¢ jazyky nésledujici po SIMULE (napt. C++
Eiffel) vyuzily jednodussi model ,,pasivnich“ objektii.

Operacni casti vSech existujicich objektd by mély byt vykonavany para-
lelné (na jednoprocesorovém pocitaci pseudo—paralelné). Pro implementaci
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pseudo—paralelniho vypoctu byl v SIMULE vyuzit koncept korutin (z angl.
coroutines). Pfed vysvétlenim tohoto stylu programovani pfipomeneme kla-
sicky procedurélni styl (Algol, Fortran, Pascal, C) vyuzivajici subrou-
tiny (procedury, funkce) volané z hlavniho programu nebo vzajemné. Vztah
napt. hlavniho programu a volané procedury je asymetricky — volana pro-
cedura nevi kdo ji vyvolal, probéhne cela az do konce a vrati fizeni do mista
vyvolani (anonymné operaci return). Naproti tomu v programu koncipo-
vaném jako mnozina korutin (tj. spolupracujicich procedur) jsou vSechny
korutiny ,rovnopravné“ a jejich vypocet neprobiha jednorazove, ale po cas-
tech. Po ukonceni urcitého tseku svého programu predava korutina x 1i-
zeni jiné (explicitné pojmenované) korutiné y operaci napt. resume (y) . Az
ziska x znovu tizeni, pokracuje vypocet nikoliv od pocatku, ale od prikazu
nasledujiciho za resume(y) (tzv. reaktivacni bod ). Predavani rizeni mezi
korutinami je ,dobrovolné®“ (tj. délka tiseku vypoctu neni nijak omezena).

V této fazi ivah se dostavame k nutnosti rozlisovat korutinu jako progra-
movy text a vypocetni proces podle tohoto textu probihajici. Podle jednoho
programu (musi byt konstruovan jako reentrantni) totiz muaze souc¢asné pro-
bihat nékolik procesii. Operacni ¢ast t¥idy A v SIMULE predstavuje pro-
gramovy text korutiny k_A. Vypocet operacni ¢asti objektu (naptiklad al)
predstavuje vypocet procesu (oznacime p_al) podle programu k_A. VSechny
objekty tridy A tedy ,,sdili programovy text korutiny k_A. Podle tohoto pro-
gramového textu soucasné probihaji vSechny existujici procesy p_ai, kazdy
ale pracuje nad unikatnimi atributy objektu ai), poptipadé sdili globalni
data definovana mimo tfidu A.

Program v SIMULE]ze pak chipat jako mnozinu kooperujicich pseudo—
paralelnich vypocetnich procest. Na pocatku vypoctu existuje pouze jeden
proces (mé vyhrazené jméno main) probihajici podle hlavniho programu.
Uvedeme nyni ne€kolik malo podrobnosti nutnych k lepsimu pochopeni celé
zalezitosti.

Objekt je vytvoren (napf. v procesu hlavniho programu) dynamicky na-
sledujici operaci:

a :-- new A (aktudlni_parametry) ;

Zde a je referencni proménna deklarovana jako ref (A) a, tj. je opravnéna
(tzv. kvalifikovand) odkazovat na objekty t¥idy A a jejich podttid (polymor-
fismus). Pro prifazeni referenci se vyuziva specidlni operator :-- Operato-
rem new se podobné jako v C+— dynamicky vytvaii novy objekt t¥idy A,
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kterému se predaji aktualni parametry. V. C+—dojde k vyvolani konstruk-
toru, zde je predano tizeni na zacatek korutiny k_A. Pokud je uvnitt korutiny
pouze provedena inicializace atribut prislusného objektu, je vysledny efekt
stejny jako pfi vyvolani konstruktoru v.C—H Vypocet procesu p_al do-
béhl do konce, nelze v ném jiz dale pokracovat, data objektu pochopitelné
zustavaji v platnosti a lze je vyuzivat volanim metod tridy A pro objekt
al. Zajimavéjsi je situace, kdy jednim z prikazi pouzitych v programovém
textu k_A je detach (tj. odpoj). Dojde k takzvanému ,osamostatnéni“ ob-
jektu a jeho vypocetni proces se stava slozkou mnoziny pseudo—paralelnich
procest realizujicich celkovy vypocet. Samostatnému objektu (presnéji od-
povidajicimu vypocetnimu procesu) lze predat fizeni voldnim resume (al)
z jiného samostatného objektu.

Operace pro fizeni pseudo—paralelniho vypoctu na trovni zakladniho ja-
zyka (detach, resume) byly dale vyuzZity pro vytvoreni dokonalejsich pro-
stredkt formou tzv. systémovych trid. Ve tridé SIMSET jsou k dispozici tridy
pro praci s cyklickymi obousmérné zietézenymi seznamy (LINKAGE — sdru-
zuje spolecné vlastnosti prvka a hlavy seznamu, LINK — prvky seznamu,
HEAD — hlava seznamu). Ve t¥idé SIMULATION byly zavedeny vypocetni pro-
cesy jako instance t¥idy PROCESS (odvozené od LINK — proces tedy muze byt
prvkem seznamu). Hlavni program je rovnéz proces s vyhrazenym jménem
main.

Procesy realizuji svoji ¢innost v modelovém cCase, jehoz hodnotu je mozné
kdykoliv zjistit volanim operace time. ,Zivot“ procesti v modelovém case
ma diskrétni charakter — fdze aktivity procesu se realizuji v diskrétni hod-
noté modelového ¢asu (maji nulovou délku trvani) a mezi nimi jsou dseky
necinnost: s nenulovou dobou trvani v modelovém case. Zakladni datovou
strukturou vyuzivanou pro rizeni pseudo—paralelniho vypoctu je tzv. kalen-
dar. V kalendari jsou zfetézeny (v poradi stoupajictho modelového casu)
zaznamy obsahujici konkrétni hodnotu modelového casu a odkaz na proces,
ktery ma v tomto Case prevzit rizeni. Aktivni je vzdy proces nachazejici se
v Cele kalendare.

Vytvorené procesy se mohou nachazet v nasledujicich stavech:

. 4 7/ v v /7 VvV /7 7/ . . 7/ 7/
Pasivni - neni urcen ¢as provedeni pristi faze aktivity (proces nema za-
znam v kalendari).
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' I . v v / v /v / /7 . . / /
Planovany - je urcen ¢as provedeni ptisti faze aktivity (proces mé zdznam
v kalendari).

Aktivni - pravé se provadi néktera faze aktivity (proces ma zaznam v cele
kalendare).

Ukonceny - uz byly provedeny vsechny faze aktivity (proces nejde znovu
spustit, data zlstavaji v platnosti).

K prechodiim mezi stavy dochazi provedenim nékteré z nasledujicich operaci
v aktivnim procesu (zjednodusené):

passivate — aktivni proces piechézi do stavu pasivni (je vyrazen z kalen-
dére a je aktivovan proces z ¢ela kalendafe udalosti).

hold - aktivni proces prechazi do stavu planovany (a je aktivovan na-
sledujici proces podle kalendéare udélosti). Délka néasledujiciho tseku
necinnosti je parametrem operace.

activate — aktivni proces x prevadi jiny proces y ze stavu pasivni do
planovany. Aktivni proces x dale pokracuje v ¢innosti. Parametry
operace jsou odkaz na y a casovy udaj.

cancel - aktivni proces z pievadi jiny proces y ze stavu planovany do
pasivni. Aktivni proces dle pokracuje v éinnosti. Parametrem operace
je odkaz na y.
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Kapitola 5

Priklady pouziti C-Sim

Poznamka:

C-Simje simula¢ni nastroj zalozeny na jazyce C (ANSII norma). Posky-
tuje podobné jako SIMULA zakladni typy LINK - prvky seznamti, HEAD -
seznamy, PROCESS - pseudoparalelni procesy (deterministickd vldkna, ktera
ve svém programu sama urcuji, kdy ¥idici algoritmus prepne na jiné vlakno).
Veskeré informace o C-Sim (véetné anglicky psané referenc¢ni prirucky a
moznosti natazeni zdrojového kodu) jsou dostupné nahttp://www.c-sim.zcu.cz.
Dale jsou uvedeny pouze komentare k zakladnim prikladim dostupnym na
sdileném adresari k predmétu VSP.

5.1 Simula¢ni model otevrené sité front

Uvazujme otevienou sit front zndzornénou na nasledujicim obrazku.

zdroj 1 zdroj 2
of .
odchod odchod
T -
b1 D9
M1 H2

Obrazek 5.1: Priklad sité front

Sit obsahuje dva obsluzné systémy, ma dva vstupy pozadavku z okoli (t;.
dva vstupni proudy) a pozadavky mohou opustit sit ve dvou mistech (dva
vystupni proudy). Predpokladejme, 7e vSechna vyuzitd pravdépodobnostni
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rozlozeni jsou exponencialni s parametry Aj, As (stfedni frekvence vstup-
nich proudt) a py, g2 (podminéné stiedni frekvence obsluh). Tyto veli¢iny
jsou zaroven vstupnimi parametry modelu. Jako dalsi vstupni parametry
budou vyuzity pravdépodobnosti p; a po, tj. pravdépodobnosti, s kterymi
pozadavek odchézi ze systému po ukonceni obsluhy v prvnim resp. druhém
obsluzném systému. Simulac¢ni model bude konstruovan s cilem urcit stredni
dobu odezvy T}, tj. stfedni dobu priichodu pozadavku siti.

Pti vytvareni modelu vyuzijeme principy objektové orientované analyzy.
Budeme se snazit nalézt tridy (tj. typy) prvki modelu a popsat je tak, aby
byly univerzalnéji vyuzitelné (idea reusability), napiiklad i pro model po-
dobné sité slozené ze tii ¢i vice obsluznych uzli. Rozlisime nasledujici typy
prvkd modelu:

Pozadavek

Rozhodneme se pro pasivni model pozadavku (tj. modelujeme jej pouze
jako data). Vzhledem k tomu, Ze pozadavky fadime do front, odvodime
jejich typ od standardniho typu LINK. Jako dodateény atribut (navic proti
LINK) pridame (s ohledem na cil sledovany konstrukci modelu) cas vstupu
poZadavku do SHO. Typ poZadavek vyjadieny v syntaxi C-Sinm tedy je:

typedef struct {

d_link;

double taktiv; /* Cas vzniku poZadavku */
} TRNS_DATA;

Fronta pozadavkil

Frontu opét modelujeme jako pasivni (tj. nevyviji zddnou vlastni akti-
vitu) objekt odvozeny od standardniho typu HEAD. Navic ke standardnim
vlastnostem tohoto typu (implementuje obousmérny cyklicky seznam) pti-
dame jesté vazbu (odkaz) na navazujici prvek — kanal obsluhy. Typ fronta
vyjadieny v syntaxi C-Simm bude:

/* datovy zaznam fronty - pasivni objekt */
typedef struct {
d_head;
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PROCESS *obsluha; /* ukazatel na proces obsluhyx*/
} MY_HEAD;

Zdroj pozadavkil

Zdroj pozadavki budeme modelovat jako aktivni objekt, tj. jako proces
generujici poissonovsky proud pozadavkd. Odvodime jej od standardniho
typu PROCESS pridanim atributt stredni frekvence proudu a vazba na nava-
zujict prvek — frontu. Lokalni data procesu popiseme nasledujicim typem:

typedef struct {

d_process;
float lambda; /* intenzita pfichodd */
MY_HEAD *fronta; /* navazujici fronta */

} PRICHOD_DATA;

Objekt s charakterem procesu nestaci popsat pouze prostrednictvim jeho
atributd (tj. vlastnosti s charakterem lokédlnich dat), potfebujeme popsat
také jeho ¢innost. Reentrantni (tj. mize podle néj probihat vice procesti)
program ¢innosti procesu ma v C—Sim nésledujici formu:

s_program(PRICHOD_DATA, PRICHOD_PROG)
static TRNS_DATA *p_poin; /* pomocny ukazatel */
for (;;) {
p_poin = s_new_link (TRNS_DATA);
p_poin->taktiv = TIME(Q);
into ((LINK *) p_poin, (HEAD *) my.fronta );
if (idle (my.fronta->obsluha))
activate_at (my.fronta->obsluha, TIME());
hold(negexp(my.lambda)) ;
+

s_end_program

Kanal obsluhy.

N/

Jako posledni (a nejslozitéjsi) typ prvkia modelu zavedeme kandl ob-
sluhy. Budeme jej modelovat jako objekt s vlastni ¢innosti, tj. odvodime
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jej od standardniho typu PROCESS. Pridame atributy s charakterem stredni
frekvence obsluh, pravdépodobnosti odchodu ze systému po ukonceni ob-
sluhy, vazby—odkazu na predchozi prvek a vazby—odkazu na navazujici pr-
vek. Dale pridame atributy potfebné pro realizaci statistického sledovani
chovani prvku, konkrétné citac poZadavku proslych obsluhou a soucet dob
prichodd poZadavki opoustéjicich systém . Lokalni data procesu popiseme
nasledujicim typem:

typedef struct {

d_process;
float mi; /* intenzita obsluhy */
float p; /* pravdép. odchodu ze syst. */

MY_HEAD *in_fronta; /* vstupni fronta */

MY_HEAD *out_fronta; /* navazujici fronta */

UWORD cit; /* &ital prichodd */

double stq; /* soulet dob priéchodd */
} OBSLUHA_DATA;

Reentrantni program ¢innosti procesu ma v C—Simnésledujici formu:

s_program(0BSLUHA_DATA, OBSLUHA_PROG)
static TRNS_DATA *p_poin; /* pomocny ukazatel */
for (5;) A
if (lempty((HEAD *) my.in_fronta)) {
hold(negexp(my.mi)) ;
+
else {
passivate();
continue;
+
p_poin = (TRNS_DATA *) first((HEAD *) my.in_fronta);
if (((float)rand()/MAX_INT) > my.p) {
my.cit ++;
my.stq += TIME() - p_poin->taktiv;
dispose_link ((LINK*) p_poin); /* z&roveh out() */
+

'P1i konstrukci modelt prvkl se zamyslenym univerzalnéjsim vyuzitim je vhodné dis-
tribuovat data pro statistiku do objekttii—procest a jejich aktualizaci do programii procest

7

(zdsada zapouzdieni)
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else {
out ((LINK *) p_poin);
into((LINK *) p_poin, (HEAD *) my.out_fronta);
if (idle (my.out_fronta->obsluha))
activate_at (my.out_fronta->obsluha, TIME());

by

s_end_program

V inicializac¢ni ¢asti simula¢niho programu realizujiciho model konkrétni
sité generujeme prislusné objekty a provedeme jejich propojeni. Konkrétnéji
se jedna o nasledujici ¢innosti:

e Cteni dat — parametrd modelu.

e Vytvoreniobjektt (v C-Simjen dynamicky) a naplnéni ukazateld (glo-
balnich dat simula¢niho programu) odkazy na vytvorené objekty.

e Inicializace dat — atribut@ objektd. V. C-Simjsou atributy vzdy pii-
stupné zvnéjsku objektu (jako public v C44) a lze je naplnit pifmym
prirazenim. Je pochopitelné mozné konstruovat pro kazdy pouzity typ
objektu inicializacni funkci (analogie konstruktoru).

e Propojeni prvki modelu se realizuje dosazenim hodnot globalnich uka-
zateli (reprezentace stabilnich objekt) do lokdlnich atributi objekti
s charakterem odkazii.

e Provede se pocatecni aktivace prvki s charakterem procesi. Alespon
jeden proces musi byt na zacatku aktivovan. V popisovaném modelu
sité front musi byt na zacatku aktivovany procesy modelujici zdroje
pozadavki.

Kompletni programovy text modelu (soubor OPENQN.C) je k dispo-
zici ve sdileném adresari urceném pro informace o cvicenich z VSP. Priklad
miize po prostudovani slouzit jako vychozi jednoduchy text pro vlastni ex-
perimenty. Specialné lze doporucit:

e Vyzkouset (zmény parametri) problematiku zatizeni sité (staciondrni

rezim versus zahlcent)
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e Vyzkouset vyuziti jinych nez exponencialnich pravdépodobnostnich roz-
déleni.

e Sestavit sit s jinym poctem a propojenim prvku.

e Doplnit do modelu dalsi typy prvki, napriklad kanaly obsluhy, z kte-
rych pozadavek muze odejit do dvou riznych (pravdépodobnost vét-
veni) navazujicich obsluznych uzlt.

5.2 Model multiprogramniho vypocetniho systému

Komentovany zdrojovy text modelu je obsazen v souboru CESEM.C, ktery
je k dispozici ve sdileném adresari urceném pro cviceni z predmétu VSP.
Jedna se o simula¢ni model vypocetniho systému pracujiciho v multipro-
gramnim rezimu ¢innosti (zkratka CEntral SErver Model). Zdrojovy text
modelu piedpoklada vyuziti interaktivniho prostiedi pro praci s C-Simna
pocitaci typu PC. Model je schematicky zndzornén na nasledujicim obrazku.

bx

_J N
cpU po perl
— OO,

pers

il @)

Obrézek 5.2: Model multiprogramniho rezimu

Vypocetni systém se skldda z procesoru (cpu) a dvou perifernich zafizeni
(perl, per2). VSechny uvedené moduly jsou modeloviny jako elementarni
systémy hromadné obsluhy s frontou typu FIFO bez priorit. Pravdépodob-
nostni rozlozeni doby obsluhy je exponencidlni pro vSechny subsystémy (pa-
rametry micpu, miperl, miper2).
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Systém zpracovava pevny pocet zakizek (pevny stupen multiprogramo-
vani, poCatecni nastaveni na 1). Zakazky jsou dvou rtznych typiu, které se
1is1 hodnotami pravdépodobnosti vétveni po opusténi obsluhy v cpu. Tyto
pravdépodobnosti jsou (pro zakdzku #-tého typu, i=1,2) oznaCeny v pro-
gramu:

p0:  pravdépodobnost ukonceni zakazky po opusténi cpu
pl:  pravdépodobnost prechodu zakazky z cpu do obsluhy v peri

p2:  pravdépodobnost prechodu zakazky z cpu do obsluhy v per2

Pravdépodobnost vyskytu zakazky prvniho typu v multiprogramnim mixu
je g, druhy typ se vyskytuje s komplementarni pravdépodobnosti 1-q. Po
ukonceni obsluhy v perifernim zarizeni se zakazky vraci opét do obsluh
v cpu. Zakazky jsou modelovany pomoci objektt typu JREC definovanych
jako rozsifeni LINK o atributy p0s, pli, p2i (pravdépodobnosti vétveni pro
prislusny typ zakazky).

Obsluzny subsystém cpu je modelovan jako proces s datovym zaznamem
zékladniho typu PROCESS (reprezentovan ukazatelem se jménem cpu). Pro-
ces probihd podle programu CPU_PROG. Fronta na cpu je modelovana jako
objekt zdkladniho typu HEAD (reprezentace ukazatelem pfifocpu).

Periferni subsystémy jsou modelovany jako procesy s datovym zaznamem
typu PERIF, odvozenym ze zakladniho typu PROCESS rozsifenim o intenzitu
obsluhy mi a ukazatel na frontu pfifo. Ukazatele na procesy jsou ozna-
ceny jako perl, per2. Procesy perifernich subsystémi vyuzivaji spolecny
reentrantni program PERIF_PROG. Fronty na periferie jsou modelovany jako
objekty zakladniho typu HEAD (ukazatele pfifoper1, pfifoper?2).

Aktivita planovaciho algoritmu opera¢niho systému (pldnova¢ — vybird
zakdzky do multiprogramniho mixu) je modelovana pomoci procesu (da-
tovy zdznam typu PROCESS, program SCHED_PROG, ukazatel sched). Pro-
ces pracuje nad frontou (typ HEAD, ukazatel pfifosched), do které je za-
razena ukoncend zakazka (pravdépodobnost vétveni p0: po ukonceni ob-
sluhy v cpu). Planovac je aktivovan pfi kazdém vloZeni zakazky do fronty
pfifosched a jeho ¢innost se lisi podle aktualni hodnoty ¢itace cntsched.
Hodnota ¢itace modeluje externi pozadavky (zaddvané z klavesnice) na zvy-
Seni nebo sniZeni stupné multiprogramovani (kladné nebo zaporna hodnota
Citace).
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Externi pozadavky jsou obsluhovany specidlnim procesem (datovy za-
znam typu PROCESS, program KBD_PROG, ukazatel kbd), ktery periodicky
prohlizi (volanim funkce scan 1line() ) vyrovnavaci pamét pro prikazy z
klavesnice. Zadanim znaku + (a Enter) z klavesnice se inkrementuje hodnota
Citace cntsched, zadanim znaku - a Fnter se ¢ita¢ dekrementuje. Pri zjis-
téni kteréhokoliv jiného pocatecniho znaku piikazu je volana funkce stop ()
a simula¢ni vypocet se zastavi (je-li ovSem nastavena podminka zastaveni
Options/Break after/User’s calling stop()).

Cinnost planovace (tj. procesu sched) pro riizné hodnoty &tace cntsched
je nasledujici:

cntsched = 0— planovac¢ ndhodné zméni typ prvniho zakazky ve své fronté
(pfifosched) volanim funkce inijob() a vrati zakazku do obsluzného
systému cpu. Timto zpiisobem je modelovano ukonceni zakazky a jeho
nahrada jinym pri zachovani konstantniho poc¢tu zakazek v systému.

cntsched > 0 — kladna hodnota citace indikuje pozadavek na zvyseni po-
¢tu zakazek v systému. Planovac provede stejnou akci jako v predcho-
zim pripadé, vygeneruje novou zakazku, vlozi ji do obsluzného systému
cpu a dekrementuje cntsched.

cntsched < 0 — zaporna hodnota c¢itace indikuje pozadavek na zmenseni
poctu zakazek v systému. Planovac zrusi prvni zakazku ze své fronty
a inkrementuje cntsched.

Pro popisovany zptsob ovliviiovani vypoctu zadavanim prikazi z klaves-
nice musi byt aktivovana piikazova fadka (volba Options/Command line).

Cilem simulace je urcit hodnotu priuchodnosti, tj. primérny pocet zaka-
zek ukoncenych za jednotku casu. Simula¢ni model miize byt vyuzit pro ur-
¢eni maximalni hodnoty priichodnosti v zavislosti na nékterém z parametrii
modelu. Napriklad lze urcit optimalni pomér uvazovanych dvou typi zaka-
zek v multiprogramnim mixu (tj. hodnotu pravdépodobnosti q, pro kterou
je maximélni prichodnost) pro dané pravdépodobnosti vétveni (odpovida
¢etnost pozadavki zakazek na periferni prenosy) a pro dané intenzity obsluh
(souvisi s obsluznymi ¢asy v jednotlivych subsystémech obsluhy).

V inicializa¢ni sekci simula¢niho programu jsou definovany proménné
micpu, miperl, miper2 a qjako parametry modelu pomoci funkce def _par ().
Tyto velic¢iny lze ménit pred kazdym simulacnim experimentem pomoci
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volby Init v hlavnim ovlddacim menu. Dale je v inicializacni sekci de-
finovano vétsi mnozstvi trasovanych proménnych a objektt pomoci funkce
def_trace (). Aktualni hodnoty trasovanych veli¢in a stav objekti je mozné
zobrazovat v prubéhu simulac¢niho experimentu.

5.3 Modelovani distribuovanych fidicich algoritmu

Vyuziti eperimentalni metodiky oveérovani distribuovanych ridicich algo-
ritmi predvedeme prostrednictvim pomeérné univerzalniho modelu takového
algoritmu. Distribuovanym systémem zde rozumime mnozinu procesori va-
zanych komunika¢nim podsystémem, ktery zajistuje plnou konektivitu, tj.
moznost primého komunikac¢niho spojeni mezi libovolnymi dvéma proce-
sory. Procesory komunikuji zasilanim zprav. Ridicim algoritmem rozumime
algoritmus fesici globdlni udélosti tykajici se funkce celého systému (vy-
padek procesoru, pripojeni nového procesoru, synchronizaci ¢innosti vSech
procesorti, volbu jednoho centralniho procesoru ap.).

Ridici algoritmus je zpravidla koncipovan jako programové realizovany
konecny automat, definovany mnozinou vnitfnich stavi {S;}, mnozinou
vstupi (zde typy zprav {M;} akceptovanych automatem) a mnozinou ope-
raci (procedur) {O;;} provadénych pii prichodu zpravy typu {M;} ve stavu
{S;}. Jednotlivé repliky - automaty v procesorech sité jsou shodné (mohou
se ovSem nachazet v riznych vnitinich stavech) a vzajemné komunikuji za-
pripadé je doba prenosu zpravy nahodna. Jednotlivé procesory maji vstupni
porty s vyrovnavaci paméti, kterd udrzuje frontu doslych a automatem do-
sud nezpracovanych zprav.

Model vstupniho portu procesoru v C-Sim by mohl vypadat napiiklad
takto:

typedef struct {
d_head; /* vlastnosti seznamu */
PROCESS* server; /* obsluhujici automat */

Ce /* dalsi polozky */

} PORT;

Zpravy by mély tento typ:
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typedef struct {
d_link; /* vlastnosti prvku seznamu */
int code; /* Ciselny ko6d zpravy */
e /* dalsi polozky */
} MESSAGE;
Vlastni prechodova funkce automatu by byla univerzalné realizovana jako
matice ukazateli na funkce operaci, radkovy index je kéd zpravy, sloup-

covy index je kod vnitiniho stavu automatu. Pro jednoduchost zapiseme
jen matici 2 x 2 prvky:

void (* svitch_table [2][2]) O = {
{011 , 012}, /* napf. 011 je jméno funkce vyvolané pfi */
{021 , 022} /* pfichodu zpravy s kédem 1 ve stavu 1 */
s

Data procesu realizujiciho automat bychom popsali v C-Simtakto:

typedef struct {

d_process; /* vlastnosti pseudoparalelniho procesux/
PORT* p_port; /* vstupni port pro zpravy */
int state; /* vnit¥ni stav automatu */

e /* dalsi polozky */
} P_DATA;
Dale naznacime program procesu realizujiciho automat. V. C-Simmu mo-

hou pfistupovy operator k lokadlnim datim procesu (my.) pouzivat pouze
funkce, deklarované jako programy procesi (tj. pomoci makroprikazii s_program
a s_end program), tedy nikoliv funkce 0ij realizujici pfechody automatu.
Problém obejdeme zavedenim globalniho ukazatele p_current, ktery musi
byt pred volanim funkce realizujici prechod nastaven na aktivni proces a
ktery muze byt vyuzit pro pristup k lokdlnim datim (tj. p_current -> po-
lozka namisto my . polozka). Reentrantni program, podle kterého probihaji
procesy automati ve vSech procesorech, by potom vypadal zhruba takto

s_program (P_DATA, P_PROG)
my.state = vychozi_stav;
while (1) {
p_current = (P_DATAx)current();
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/* nastaveni glob. ukazatele */
if ('empty((HEAD*)my.p_port) {
p_mes = (MESSAGEx) first ((HEAD*)my.p_port);
hold (doba_ptechodu) ;
/* simulace doby zprac. zpravy */
(*switch_table [p_mes->code] [my.state]) O);
/* vlastni pfechod */
out ((LINK*) p_mes);
/* vytazeni zpravy z fronty */
} else passivate(); /* Zadnd zprava */
+

s_end_program

Operace vyvolavané pres matici ukazatel by byly realizované jako C-funkee.
Naznacime nékterou z nich:

void 011 () {

p_current -> state = 2;
/* zména stavu automatu */
send (message_poin, port_poin);
/* zprava jinému procesoru  */

Ve sdileném adresari urceném pro priklady z predmétu VSP je v souboru
D_EL.C (zkratka Distributed ELection) model distribuovaného vypocetniho
systému (n procesori a n replik fidiciho procesu), ve kterém je realizovan
asynchronni algoritmus volby jednoho “vedouciho” procesoru (resp. procesu
v ném realizovaného), pficemz nékteré procesory mohou byt porouchané. V
tomtéz adresari je dalsi komentar k prikladu.

Poznamka:

Prezentovany zptisob modelovani ¢innosti distribuovanych a paralelnich sys-
témt umoznuje udrzet semantickou blizkost modelované a realné imple-
mentované verze Fidiciho algoritmu. Po odladéni simula¢niho programu (t;j.
dlouhodobém stochastickém testovani modelovaného algoritmu) lze prejit
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od modelové k provozni verzi algoritmu relativné malymi a prihlednymi
Upravami vesmés realizovatelnymi systematicky pomoci editoru (¢i special-
ntho programu—filtru). Napiiklad se jednad o odstranéni dynamiky modelu
(viz prikaz hold () ), systematické odstranéni pfistupovych operatori my. a
p_current->a nahradu nékterych operaci (zde napt. send (), passivate())
volanim konkrétnich funkci redlného operac¢niho prostredi procesu. Fakticky

pozadavek co nejvétsi blizkosti modelovaného distribuovaného ¢i paralel-
niho algoritmu (a moznost pfimocarého vyuziti algoritmu vyzkouSeného
pomoci modelu) byl jednim z dtivodd pro realizaci C-Sim jako extenze
C jazyka, ktery je nejfrekventovanéjsim implementac¢nin prostfedkem dis-

N/

tribuovanych algoritmiu. Detailnéjsi informace o vyuziti C-Sim pro mode-

lovani vlivu poruch na funkci ridiciho systému lze nalézt na www strance
http://www.c-sim.cz, poptipadé http://www.fit.zcu.cz.



96

Literatura

Literatura

[Dahl72]

[Dou8l1]

[Havr86]

[Hlavg9)]

[Hlav92]

[Hurt82]

[Kind80]

[Laub87]

[Mand85]

DAHL, O.J. - MYHRHAUG, B. - NYGARD, K.. SIMULA
67 Common Base Language. 2.ed. Oslo, Norsk Regnesentralen
1972.

DOUSA, J.: Modelovani na ¢islicovych podcitacich. Skriptum
CVUT. Praha 1981, 183 s.

DOUSA, J.: Simulace. Skriptum pro postgradualni studium
CVUT. Praha 1990, 129 s.

CESKA, M.: Petriho sité. Brno, Akademické nakladatelstvi
CERM 1994, 94 s.

HAVRDA, J.: Stochastické procesy a teorie informace. Skriptum
CVUT. Praha 1986, 276 s.

HLAVICKA, J.: Spolehlivost a diagnostika. Praha, Vydavatel-
stvi CVUT 1989, 155 s.

HLAVICKA, J. - RACEK.S. - GOLAN.P. - BLAZEK.T: Cis-
licové systémy odolné proti porucham. Praha, Vydavatelstvi
CVUT 1992, 330 s.

HURT, J.: Simula¢ni metody. Skriptum UK. Praha 1982, 163 s.

KINDLER, E.: Simula¢ni programovaci jazyky. Praha, SNTL
1980, 277 s.

HUSEK, R. - LAUBER.J: Simula¢ni modely. Praha, SNTL 1987,
349 s.

MANDEL, P.: Pravdépodobnostni dynamické metody. Praha,
Academia 1985, 181 s.



Literatura

97

[Neu8s]

[Oleh8?]

[PN9O]

[Piib95]

[R4b82]

[Rac93]

[Rou95]

[Ruk89]

[Siew82]

[Star91]

[Stau78]

[Triv82]

NEUSCHL, S a kol.: Modelovanie a simulécia, Bratislava, Alfa
1988, 423 s.

OLEHLA, M. - VECHET, V. - OLEHLA, J.: Reseni tloh mate-
matické statistiky ve Fortranu. Praha, Nadas 1982, 363 s.

ROZENBERG. G. (ed.): Lecture notes in Comp. Science 424 —
Advances in Petri Nets 1989, Springer - Verlag 1990.

PRIBYL, J.: Projektovani a strategie distribuovaného zpraco-
vani dat. Praha, Vydavatelstvi CVUT 1995, 231 s.

RABOVA,Z - CESKA M.: Modelovani a simulace. Skriptum
VUT Brno, Praha, SNTL 1982, 337 s.

RACEK, S. - HEROUT, P.: C-Sim - Simulac¢ni nadstavba jazyka
C. Plzen, Tiskové a edi¢ni stiedisko ZCU 1993, 38 s.

ROUBIN, M.: C-Sim v.4.0. Diplomova prace. Plzen, Katedra
informatiky a vyp. techniky ZCU 1995, 53 s.

RUKOVANSKY, I.: Hodnoceni vykonnosti po&itadovych sys-
tému. Praha, SNTL 1989, 191 s.

SIEWIOREK, D.P. - SWARZ, R.S.: The Theory and Practice of
Reliable System Design. Bedford, MA, Digital Press 1982, 772 s.

STARY, I. - OBRUCA, L.: Teorie spolehlivosti. Skriptum Praha
CVUT, 1991, 171 s.

BENDA, Z. - STAUDEK, J.: Programovani v jazyku SIMULA
67. Praha, SNTL 1978.

TRIVEDI, K.S.: Probability and Statistics with Reliability, Que-
uing and Computer Science Applications. Prentice-Hall 1982,
623 s.



