Spojitá náhodná veličina

pravděpodobnostní rozdělení spojité náhodné veličiny lze vyjádřit 

1. distribuční funkcí (kumulativní), F(X)

2. funkce hustoty pravděpodobnosti 

(místo funkce pravděpodobnosti, kterou zde nelze použít) 

Pravděpodobnost, že spojitá náhodná veličina nabude určité konkrétní hodnoty je nulová. Lze určit pouze pravděpodobnost, že nabude hodnoty z určitého vymezeného intervalu,  i infinitezimálního.

Mzdy, četnosti konc. Hg – rozdělení kumulativních relativních četností
Distribuční funkce 

V bodě x má hodnotu F(x), která udává s jakou pravděpodobností se pro sledovanou náhodnou veličinu vyskytují hodnoty menší než x nebo stejné jako x (hodnota funkce je stejná pokud x ještě zahrneme nebo již nezahrneme)

F(x)= P(X(x)= P(X<x), 
funkce se udává pro -(< x <(  

Mzdy
Funkce je v tomto případě spojitá na rozdíl od nespojité závislosti pro diskrétní náhodnou veličinu. 

Vznikla by z křivky kumulativních rel. četností  (ogivy) postupným zvyšováním počtu měření a tříd Obr. 5

Příklad. Z automat linky vystupují výrobky, musí mít vhodný rozměr

vystupující výrobky s rozměry dle rozdělení pravděpodobnosti na obr.

pro x=31 m
 
F(31)=P(X<31 m)=P(X(31m)=50%
hodnoty od mínus nekonečna do 31 se objevují s pravděpodobnosti 50%

 Hodnota 31 je tedy medián 
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x=30,105 m je dolní kvartil,
protože F(30,105m)= P(X(30,105m)=25%

x=32,80 m je horní kvartil, protože F(32,8m)= P(X(32,8m)=75%
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x=37 m je 95%ní kvantil, protože F(37 m)= P(X(37 m)=95%

Rozdíl funkce udává pravděpodobnost výskytu z rozmezí

např. pro x1=30,105 m až x2=31 m 
 F(31)-F(30,105)=50-25=25% 

součástky s rozměry v rozmezí 30,105 až 31m s pravděpodobností 25%

Hustota pravděpodobnosti  f(x) 

Pro spojitou náhodnou veličinu 

sledujeme pravděpodobnost, s jakou se objevují hodnoty v nějakém vymezeném intervalu (x 
(od x až po x+(x)
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 hustota pravděpodobnosti 
f(x)(P/(x=(F/(x

Obr. Výpočet hustoty pravděpodobnosti
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Funkce f(x) v určitém bodě x 
 derivace distribuční funkce F(x) dle x jak rychle se mění funkce F(x) s x (směrnice tečny)
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Rovnoměrné rozdělení - distribuční 

funkce
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Obr. Odpovídající graf hustoty pravděpodobnosti
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Určení pravděpodobnosti z funkce f(x)
ploška f(x) . (x 

představuje přibližně pravděpodobnost, že hodnota veličiny X bude z tohoto intervalu 
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Rovnoměrné rozdělení - hustota 

pravděpodobnosti
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Pro infinitezimální interval platí přesně
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Pravděpodobnosti, že hodnota X bude z určitého rozmezí a distribuční funkce F(x) se počítají integrací f(x) 

Integrály jsou znázorněny plochami pod křivkou hustoty pravděpodobnosti vymezenými sledovaným intervalem x až x+(x 

Celková plocha pod křivkou pro f(x představuje pravděpodobnost, že hodnota veličiny X nabude nějaké hodnoty od mínus nekonečna do plus nekonečna - děj jistý, pravděpodobnost (celková plocha) je jednotková (100%):




[image: image8.wmf]1

)

(

)

(

=

=

¥

<

<

-¥

ò

¥

¥

-

dx

x

f

X

P


Pravděpodobnost na křivce hustoty pravděpodobnosti
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Plocha pod křivkou od mínus nekonečna až po x1 – pravděpodobnost, že se objeví hodnota menší než x1 (od -( až po x1):
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Plocha pod křivkou od x1 až po x2  
pravděpodobnost, že hodnota bude mezi x1 až x2  
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nezáleží na znaménku < nebo (.
Modus

Modus určíme jako hodnotu x odpovídající maximální  hustotě pravděpodobnosti; na grafu jako hodnota na ose x odpovídající maximu křivky. Na obr. je modus hodnota x=1.

Kvantily 

P-procentní kvantil
Integrace funkce hustoty pravděpodobnosti až k hodnotě x, kdy je hodnota integrálu právě p:
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plocha pod křivkou od mínus nekonečna až po kvantil znázorňuje pravděpodobnost p 

Střední hodnota, E(x)
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odpovídá váženému průměru, kde vahou je pravděpodobnost, se kterou se hodnota x vyskytuje

v intervalu x až x+dx 

p=f(x).dx  
suma vah = 1 (celá plocha pod křivkou)
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Rozptyl, D(x) 

střední hodnota čtverců odchylek hodnot x od  E(X), 

vahou je opět pravděpodobnost


p=f(x).dx  
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Významná rozdělení spojitých náhodných veličin

Rovnoměrné (rektangulární) rozdělení
náhodná veličina X nabývá všech hodnot mezi dvěma krajními hodnotami a, b hustota pravděpodobnosti výskytu je pro hodnoty v  rozmezí a až b konstantní 

a 
b 
jsou parametry rozdělení


Matematický zápis 


pro

x < a   nebo   x > b 

f(x) = 0



pro 

a < x < b 



f(x) = 1/(b-a) 


v bodech a, b není funkce definována
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Plocha pod křivkou (obdélník) má jednotkový obsah - představuje pravděpodobnost 100%. 

dolní strana obdélníka je dlouhá (b-a)  

výška obdélníka  f(x)= 1/(b-a)
Distribuční funkce 
F(x)  pro hodnotu x 

pravděpodobnost, se kterou náhodná veličina X nabývá hodnot menší než hodnota x (v rozmezí od mínus nekonečna do hodnoty x). 

pro x ( a    

F(x) = 0

pro x ( b


F(x) = 1

pro a < x < b
F(x) lineárně roste od 0 do 1 
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Střední hodnota rovnoměrného rozdělení 
E(X) 
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Rozptyl D(X)
D(X)=(b-a)2/12
Směrodatná odchylka (SD) odmocnina z rozptylu 
 (b-a)/2(3

Medián pro rovnoměrné rozdělení je uprostřed rozdělení 
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=(a+b)/2, odpovídá střední hodnotě jako u každého symetrického rozdělení

Použití rovnoměrného rozdělení 
 když o rozdělení X prakticky nic nevíme  

známe, či pouze odhadujeme krajní meze 

rozdělení trojúhelníkové - hustota pravděpodobnosti je v grafu znázorněna rovnoramenným trojúhelníkem místo obdélníkem) 

případně lichoběžníkové - hustota pravděpodobnosti je v grafu znázorněna rovnoramenným lichoběžníkem

Normální rozdělení (Gaussovo-Laplaceovo)

nejčastěji používané rozdělení

2 parametry 


značení 
N[(, (2] 

Náhodná veličina může nabývat všech hodnot od mínus do plus nekonečna. Funkce hustoty pravděpodobnosti :
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Integrací lze dokázat 

střední hodnota E(X)= (



rozptyl D(X)=(2
Křivka hustoty pravděpodobnosti je zvonovitá a symetrická kolem maxima – v bodě ( 

medián = modus = střední hodnota
Hodnoty s malými odchylkami od ( se objevují s větší pravděpodobností než hodnoty s většími odchylkami

Stejná hustota pravděpodobnosti pro stejně velké odchylky od ( kladné i záporné

Inflexní body funkce 
ve vzdálenosti (( od ( 

koeficient šikmosti = 0

koeficient špičatosti = 0 (3)

Distribuční funkci F(x), pravděpodobnosti a kvantily  numerickou integrací funkce f(x) Prakticky se výpočty dělají za pomoci tabulek a dnes i s použitím PC.

Distribuční funkce a  křivka hustoty pravděpodobnosti

Pravděpodobnost 
P(X<x) 

hledáme 
p=F(x)
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plocha vymezená křivkou až k hodnotě 0,325  
P(X<0,325)=25 %

 Pravděpodobnost 
P(X>x) 

počítáme
P=1-F(x)

plocha vymezená křivkou nad 0,325
 P(X>0,325)=1 - P(X<0,325)=100-25=75

Pravděpodobnost 
P(x1< X <x2)  
počítáme  
P=F(x2)-F(x1)

plocha pod křivkou od 0,325až po 1,
znázorňuje


P(0,325<X<1)=50 –25=25 %

Normální rozdělení vystihuje velmi často rozdělení výsledků měření veličin v přírodních vědách i v technice, chyby měření mívají N. rozdělení. 

Řada jiných rozdělení přechází asymptoticky v normální, takže jiná než normální rozdělení často nahrazujeme přibližně normálním 

Časté použití normálního rozdělení je zdůvodňováno centrální limitní větou 

Standardizované normální rozdělení (normované normální) 

parametry (=0 a (2=1 (( =1)

Náhodná veličina Z s hodnotami z 

od mínus nekonečna od plus nekonečna
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symetrické kolem osy y, tedy kolem z=0 
v důsledku této symetrie


((z) = ((-z) 

Distribuční funkce  ((z) integrací ((z); důsledek symetrie je


((-z)=1-((z)

P(-z(Z(z) =((z)-((-z)=((z) - [1-((z)]= 2((z) - 1
Statistické tabulky 
((z) a ((z) 

v závislostech na hodnotě z  
	z
	((z)
	((z)
	z
	((z)
	((z)

	0,0
	0,3989
	0,5000
	1,0
	0,2420
	0,8413

	0,1
	0,3970
	0,5398
	1,2
	0,1942
	0,8849

	0,2
	0,3910
	0,5793
	1,4
	0,1497
	0,9192

	0,3
	0,3814
	0,6179
	1,6
	0,1109
	0,9452

	0,4
	0,3683
	0,6554
	1,8
	0,0790
	0,9641

	0,5
	0,3521
	0,6915
	1,9
	0,0656
	0,9713

	0,6
	0,3332
	0,7257
	2,0
	0,0540
	0,9772

	0,7
	0,3123
	0,7580
	2,2
	0,0355
	0,9861

	0,8
	0,2897
	0,7881
	2,5
	0,0175
	0,9938

	0,9
	0,2661
	0,8159
	3,0
	0,0044
	0,99865


Příklad. Jaká je pravděpodobnost, že hodnoty veličiny Z leží v rozmezí -1 až +1? 
(Kolik % hodnot veličiny Z leží v tomto rozmezí?) 

(  pro z=1 

((1)=0,8413 

pravděpodobnost, že

P(Z(1) = 84,1% 
(1 je 84,1% kvantil) 

( pro z=–1:  
((-1)=1-((1)=1-0,8413=0,1587

pravděpodobnost, že
 
P(Z(-1)=15,9% 
(-1 je 15,9% kvantil)

Pravděpodobnost 
P(-1(Z(1)
=((1)-((-1)=0,8413-0,1587=0,6826=68,3%

Vzorec výpočtu pravděpodobnosti pro interval symetrický kolem 0 (střední hodnoty

P(-z(Z(z)
=((z)-((-z)= ((z)-[1-((z)]=



2((z) – 1=2((1) – 1= 
P(-2 (Z( 2) = 2*0,9772-1=0,955 = 95,5%
To tedy znamená, že pro standardizované normální rozdělení

mezi hodnotami z 
–1 až +1
 leží 68,3% všech hodnot
mezi hodnotami 

–2 až +2 
leží 95,5% všech hodnot

mezi hodnotami

 –3 až +3 
leží 99,7% všech hodnot
Vztah obecného a standardizovaného norm. rozdělení

transformace hodnoty x obecného N rozdělení na hodnotu z   standardizovaného 

z=(x-()/(
kde ( a ( jsou parametry pro uvažované obecné rozdělení

Hodnoty z  st. norm. rozdělení převádíme na hodnoty obecného x
 x= ( + z(
musíme znát hodnotu ( a (    obecného rozdělení 

Dále platí tyto vztahy:


f(x)= ((z)/ (
F(x)= ((z)

Obecné N rozdělení 68,3% hodnot leží v rozmezí (±1( (±1( kolem středu)

95,5% v rozmezí (±2(
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99,7% v rozmezí (±3(
Prakticky všechny hodnoty náhodné veličiny s norm. rozdělením leží v rozmezí ±3( kolem střední hodnoty - rozpětí je maximálně 6SD

Příklad. Rozměry vyráběných součástek 

N rozdělení s (=26,4mm a ( =0,2mm 

Součástka vyhovující 
 v rozmezí 26-27mm. Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná součástka bude vyhovovat (tj. přibližně procento vyhovujících součástek)?


z1=(x-()/(=(26-26,4)/0,2=-2

z2=(27-26,4)/0,2=3

P(-2(Z(3)=((3)-((-2)=((3)-[1-((2)]=

=0,99865+0,97725-1=0,9756=97,6%

EmpirNormR

Regulační diagram  84 naměřených hodnot

80  hodnot (95%) má ležet v rozmezí ±2σ kolem průměru - pouze 4 leží mimo

v rozmezí ±3σ mají ležet prakticky všechny hodnoty – žádná není mimo
[image: image37.emf]regulační diagram
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Logaritmicko-normální rozdělení (lognormální) 

Veličina X má lognormální rozdělení  pravděpodobností, když logaritmickou transformací (Y=lnX) získá právě rozdělení normální s parametry ( a (2
 LN[(, (2]
Rozdělení sešikmené k vyšším hodnotám 

sešikmení je právě takové, že hodnoty po zlogaritmování mají právě N rozdělení např. ln1=0; 
ln10=2,3; 

ln100=4,6 

Opačně veličinu s rozdělením lognormálním získáme po odlogaritmování hodnot veličiny s N rozdělením

obr. lognorm emp rozdělení Hg
Hodnoty náhodné veličiny pouze kladné

0<x<(
hustota pravděpodobnosti 
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hodnoty parametrů 

(=E(ln X)     

( je střední hodnota logaritmů hodnot náhod. veličiny s Lognorm. rozdělením odhadujeme jako průměr logaritmů naměřených hodnot
(2=D(ln X)
je rozptyl logaritmů hodnot náhodné veličiny

odhadujeme jako rozptyl (výběrový) logaritmů naměřených hodnot
Ukázky hustoty pravděpodobnosti pro LN  rozdělení s (=0 (x(=e0 =1)
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LN rozdělení mívají např. výsledky měření při stopové analýze (v blízkosti nulové koncentrace měřené látky) 

mzdy a příjmy

Limitní věty

Centrální limitní věta zdůvodňuje výsadní postavení normálního rozdělení. Existují různé varianty. 

Pravděpodobnostní rozdělení náhodné veličiny, která vznikla jako součet velkého počtu vzájemně nezávislých náhodných veličin, se blíží rozdělení normálnímu, i když výchozí dílčí náhodné veličiny mají rozdělení různá. 

Důsledek: 

Zdůvodňuje, že velké množství náhodných veličin, které měříme mají normálního rozdělení. 

Existuje determinující vztah, který určuje hodnotu veličiny. Zároveň je ale tato veličina ovlivňována dalšími vlivy, které nemáme podchyceny a působí náhodně. Součet jejich společného působení způsobuje, že opakované výsledky měření nejsou stále stejná hodnota determinovaná hlavním vztahem, ale různé náhodně se objevující hodnoty s normálním rozdělením kolem hodnoty determinované. 

Aritmetický průměr naměřených hodnot náhodné veličiny bude mít přibližně normální rozdělení, i když samotná náhodná veličina normální rozdělení nemá. 

Zákon velkých čísel (spíše zákon velkého počtu pozorování)

Podle zákona velkých čísel se s rostoucím počtem pokusů empirické rozdělení blíží teoretickému - pravděpodobnostnímu (relativní četnost se blíží pravděpodobnosti). 

(viz statistická definice pravděpodobnosti)

Konvergence však není matematická, nýbrž  pouze stochastická – podle pravděpodobnosti. Odchylky se nemusí přímo zmenšovat s každým dalším pokusem.

Existují různá vyjádření, např.

Čebyševova věta, z níž vyplývá, že střední hodnotu náhodné veličiny můžeme odhadovat průměrem z dostatečně velkého počtu pozorovaných hodnot (průměr výsledků s rostoucím n konverguje ke střední hodnotě měřené náhodné veličiny).

Rozdělení některých funkcí náhodných veličin

Rozdělení chí kvadrát ((2)

jediný parametr ( (ný), nazýváme počet stupňů volnosti 

pro hodnoty ( z celých kladných čísel 
(přirozená, t.j. 1, 2, atd..) 

tabulky kvantilů ke zvoleným hodnotám (%) pravděpodobnosti

nesymetrické rozdělení sešikmené k vyšším hodnotám (ex. obr. 7)
střední hodnota rozdělení je právě  
( 

rozptyl je 
2(  

Toto rozdělení má funkce (2=(Z12+ Z22+...+ Z(2)

součet čtverců náhodných veličin s N(0,1) 

Porovnávání 
rozptylu základního souboru 

σ2 

a rozptylu výběru z tohoto souboru 

s2   při 
( 
stupních volnosti

(2=(n-1)s2/(2 

Studentovo rozdělení 
(t-rozdělení, Gossetovo)
jediný parametr - (
 (počet stupňů volnosti) 


( mohou být celá kladná čísla  (přirozená)

možné hodnoty veličiny s rozdělením t 

t hodnoty
od -( do +(
existují tabulky kvantilů k daným hodnotám t 
(%) pravděpodobnosti

rozdělení symetrické kolem nuly - tabulky jen pro kladné hodnoty kvantilů

Podobá se standarnímu normálnímu rozdělení, má však menší špičatost (ex obr.8

Pro velké hodnoty ( 
přechází na standardizované N rozdělení 

Základní soubor
obecné rozdělení střední hodnoty
μ







SD 


σ
výběrový soubor z  tohoto ZS

(n hodnot
vybraných ze ZS)
průměru výběru
=
(x 


SD výběru 
=
s 

má ( 
stupňů volnosti

tato funkce má  t-rozdělení
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tato funkce by měla SN rozdělení 
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F-rozdělení (Fisherovo-Snedecorovo)
dva parametry (1 a (2 


pro hodnoty (1 a (2 z celých kladných čísel (přirozená) 

tabulky kvantilů ke zvoleným hodnotám (%) pravděpodobnosti

závisí na pořadí (1 a (2 !

asymetrické rozdělení sešikmené kladně (ex. obr. 9).

Základní soubor
Normální rozdělení

SD 


σ
2 výběrové soubory z  tohoto ZS


n1 vybraných hodnot

SD výběru =
s1 
má (1 stupňů volnosti
 n2 vybraných hodnot

SD výběru =
s2
má (2
Poměr rozptylů
s1 2 a  s2 2
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je veličina s rozdělením F
s parametry
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Hodnoty především kolem hodnoty 1 , 
ale většina je jich nižších než 1

rozdělení sešikmené  k vyšším hodnotám
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