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Abstract

Abstract

This essay deal with the stochastic simulations and processing of its data. The main aim is
about the analysis of this data by the stochastic approach and estimates of its values or trends.
The work is consisted of three parts. The first on eis deal with the simulation theory basis. The
second one is about probability-statistic theory and the last one concerning in the estimates
and trstiny of the hypothesis.
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1. Uvod

Simulace jsou dnes jiz klasickou soucasti analyzy realnych systému, jejich ndvrhu, fizeni,
verifikace nebo predikce jejich parametrii. Tento obor je hojné vyuZivan v jinych oblastech
lidskych ¢innosti (ekonometrické metody, strojirenské verifikacni metody, biologické procesni
simulace, dopravni simulace, ...). Dulezitou soucdsti simulace je sbér a analyzovani
vystupnich dat, nebot’ z tohoto diivodu se vlastné samotné simulace provadi. Ziskana data jsou
ukazateli vlastnosti redlnych simulovanych systémi. Ztéchto divodu je dilezité této
problematice vénovat velkou pozornost. Tato stat’ se bude zabyvat obecnou analyzou
simula¢nich dat. K tomuto cili bude pottebovat nadefinovat nékteré pojmy a uvést poznatky
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z oblasti simulaci a matematické pravdépodobnosti a statistiky. Vlastni analyza dat je vlastn¢
pifimou aplikaci matematicko statistickych metod analyzy, odhadu a testovani, které jsou
hlavnimi tématy tohoto textu

2. Zaklady teorie simulaci

Jak jiz bylo zminéno v Givodu je oblast simulaci hojné vyuZivanou soucasti lidskych ¢innosti.
Co vSak simulaci jako takovou rozumime. Existuje velké mnozstvi definic (viz 4.6), my se
vSak pokusime o intuitivni nastin dané problematiky.

2.1. Simulace a model

Simulaci rozumime ziskdvani informaci o redlném svéteé prostiednictvim experimentu
napodobujiciho redlnou situaci. Postup provedeni takového experimentu mizeme rozdélit na
n¢kolik krokd. Nejprve musime vytvorit prostiedi blizici se redlnému systému, neboli
definovat soubor entit redlného svéta a vztahy mezi nimi a navrhnout jejich interpretaci
v experimentu. Nic nebrani tomu, aby jednotlivé entity byly pfimo entitami realného svéta,
avSak vZdy nastane situace, kdy budeme muset n€kterou zrealnych entit nahradit jejim
substitutem. Spolu s entitami a vztahy mezi nimi musime také definovat mozné operace, které
jsou nad entitami proveditelné. Tento postup méa velice blizko k metod¢ objektové analyzy a
navrhu pouzivané v programovaci praxi. Také v praxi ¢lovéka zabyvajiciho se simulacemi ma
tento styl nahlizeni na svét své nezastupitelné misto. Ukazal se totiz jako velice vhodny pro
tuto problematiku. Také velké mnoZstvi simulacnich jazykli ma svij zdklad v objektové
interpretaci svéta (napi. SIMULA). Cely tento soubor entit, vztahll a operaci, ktery jsme zde
popsali, pak nazveme modelem. Nad timto modelem pak mlZeme provadét vSechny
nadefinované operace (operaci musime rozumét i nastaveni ur¢itych hodnot).

2.2. Prubéh simulace a Monte Carlo

Ted se dostavame k samotnému popisu provadéni simulace. Timto rozumime provedeni
posloupnosti moznych operaci nad systémem. Jelikoz nds Casto zajimaji situace, jejichz
divody vzniku nelze nijak urcit, musime pro realizaci simulace pouzivat ndhodnych hodnot
(ndhodné hodnoty miizeme pouzit i zjinych divodi napf. protestovani vétsSi mnoziny
moznych situaci, atd.). Tato metoda se Casto oznacuje jako metoda Monte Carlo (viz 4.6).
JednodusSe feceno, ndhodné generujeme posloupnost vstupnich dat a sbirame vystupni data po
provedeni modelu. Tyto data posléze analyzujeme a vyhodnocujeme z nich patficné zaveéry.
Tato metoda se da s ispéchem pouzit v riznych oblastech. Jeden ze znamych problému je
Buffonova uloha, jejiz realizaci 1ze experimentalné urcit hodnotu Ludolfova ¢&isla t (viz 4.6).
Z ptedchoziho textu plyne, Ze dalsi dualezitou soucasti simulaci je generovani
pseudondhodnych ¢isel. Pfedpona pseudo u oznaceni ndhodnosti Cisel znaci fakt, ze generaci
provadime z velké casti na deterministicky zalozeném Cdislicovém pocitaci a posloupnost
generovanych ¢isel tudiz vykazuje ndhodnost pouze na urcité hladin€ ptesnosti. Existuji vsak i
generatory, zalozené na fyzikalni podstaté (naptfiklad emitace Castic), které se maji ndhodny
charakter i pro velkou ptesnost. Vyzaduji vSak specialni hardware. My se timto problémem do
hloubky zabyvat nebudeme. Pro zdjemce lze nalézt vice o tomto problému a jednotlivych
algoritmech viz 4.6 nebo 4.6 popt. 4.6.

2.3. Rozdéleni simula¢nich modelu

Zminili jsme se o tom, ze v modelech ¢asto pouzivame nahodnych hodnot, ovSem zde musime
fici, Ze existuji 1 realizace, kdy postupujeme Cist¢ deterministicky. Jedna se vlastné¢ o
matematicko-analytické modely, jejichz vysledky jsou vétSinou ve formé vztahii. Z tohoto
pohledu pak miizeme rozd¢lit modely na:

* Analytické modely.

*  Simulacni modely.
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U prvniho analytického modelu je realizace zalozend vice na vztazich, nad kterymi je
definovand urcita algebra operaci, umoznujici pro dany soubor vstupnich dat urcit data
vystupni. Za ptikladem takového modelu miize byt brana newtonovskd mechanika, ktera je
jisté¢ pouze modelem redlné situace. Nékteré jeji nedostatky fesi napt. teorie relativity, kterou
je ovSem opét nutné chapat jako model. Takto by se dalo postupovat stale dale, az bychom
zjistili, ze kazda teorie je pouze modelem reality s né¢jakou, z podstaty véci (nedosazitelnost
absolutniho poznani reality) neznamou, davkou piesnosti. Nezapominejme zde, zZe 1 empirie a
méieni je pouze nastinem reality, ktery ndm metody méfeni a vnimani dovoluji poznat. Ovsem
ve své mnozin¢ definovanych axiomii, operaci a vztahli mize byt realizace analytického
modelu ¢isté deterministickd. Determinismem se vyznacuje 1 pribéh simulace nad simulacnim
modelem, ale zde se jedna o determinismus vnitiniho pribéhu (nezapominejme, Ze je simulace
realizovdna na pocitaci a 1 generace ndhodnych hodnot je se vyznacuje pfedurcenosti) a
nikoliv o vné&j$i podobu behu ¢i vysledki. Ty je nutné chapat jako ndhodné.

V obou typech modelu je dilezity dalsi velice Casty fenomén urcujici zplisob néhledu na
procesy v daném systému pii jeho pfevodu na model. Nazvéme tento pohled prihlednosti
systému. Timto pojmem rozumime detailnost pfevodu vnitinich mechanizmi zkoumaného
realného systému do simulaéniho modelu. Casto se pro pohled na ptevadény systém pouziva
oznaceni ,,Cernd schranka® popft. ,,bila schranka®, kde barva bild oznacuje tplnou realizaci
vnitinich mechanismil (opét nutné chapat omezenou piesnost popisu mechanismil) a barva
cerna pouze piistup funkcni, neboli pohled pii kterém je systém pouze funkci poskytujici
vystupni data pro danou mnozinu dat vstupnich. Mezi t€émito dvéma stupni lze samoziejmée
definovat libovolné mnozstvi ,,Sedych odstinii“.

2.4. Simulacni ¢as

Velké mnozstvi modelt realizujicich néjaky realny problém je zavislych na ¢ase. Cas pro né
tvoti jakousi proménnou, na které je zavislé velké mnoZstvi stejnych atributi jednotlivych
entit. Nekdy se systémy podle zavislosti na ¢ase rozdéluji na:

e Statické ... Nezavislé na Case.

* Dynamické ... Zavislé na Case.

Casto je &as i Fidici veli¢inou celého modelu, tj. uréuje jednotlivé kroky simulace. Z toho
ptimo vyplyva, Ze existuji dva ptistupy k chapani casu:

* Spojity Cas.

* Diskrétni Cas.

Spojity Cas se nejcastéji pouziva u regula¢nich metod, kdy modelem je soustava definovanych
diferencidlnich rovnic. Tyto se dnes samoziejmé fesi na digitdlnim pocitaci a je tudiz u nich
nutna n¢jaka metoda diskretizace. To ovSem nesouvisi s ¢asem definovanym pro dané rovnice,
nebot’ to je ¢as simulac¢ni, ktery ma vyznam pouze pro model a ne pro vypocet nékterych jeho
¢asti. Z tohoto diitvodu musime zadefinovat:

e Simulacni cas.

* Readlny cas.
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Realny cCas je Cas vypoctu procesoru (nebo jiné realiza¢ni jednotky, kterd provadi simulaci),
kdezto Cas simulacni je Casem, ktery je pravé platny pro model i pies vice krokl Casu
realného.

Pro popis ¢asu v diskrétnim piipad¢ se dobfe hodi nahlizeni na simulaci z pohledu feorie
systemu (viz 4.6), kde model i realita jsou systémy (s jednotlivymi prvky a vztahy). Stavem
systému pak nazveme specifické nastaveni danych prvkl. Pak pfevod mezi nimi je chapan
jako zobrazeni z prostoru definovaného vSemi prvky, relacemi a stavy redlného systému do
prostoru definovaného prvky, relacemi a stavy modelu. Pfechody mezi témito stavy jsou pak
realizovany v diskrétnich okamzicich, které Ize povazovat za Cas.
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3. Pravdépodobnostni a statistické metody

Data se kterymi operuji simulace a které jsou jimi obrabény nebo poskytovany jako vystupy
maji velice Casto stochasticky charakter. Piesto je Casto nutné znat o dané nahodnosti urcité
upfesiiujici informace nebo naopak tyto informace z dané mnoziny ndhodnych dat umét
ziskat. Prvnim problémem se zabyva z vétSi Casti matematickd teorie pravdépodobnosti a
pouziva se nejvice v jiz zmilovaném generovani pseudondhodnych cisel (viz str. 4).Druhym
problémem, ktery bude nasim hlavnim tématem, se zase zabyvd matematicka statistika a je
uren pro analyzovani vystupnich dat simulace. V této casti probereme zékladni pojmy a
Vztahy z teorie matematické pravdépodobnosti a statistiky bez dirazu na jejich exaktni popis a

vvvvvv

3.1. Pravdépodobnost

Zaklad teorie pravdépodobnosti tvofi experiment nebo také ndhodny pokus (naptf. hod
kostkou). Realizaci ndhodného pokusu pak nazveme kazdy vysledek jeho provedeni.
Vysledkem ndhodného pokusu je elementarni nahodny jev w. MnoZina vSech moznych
vysledkit ndhodného procesu se oznacuje Q. Pfi realizace experimentli nas zajimaji hlavné
podmnoziny mnoziny £ nazyvané nahodné jev. Na mnozin¢ 2 se daji provadét klasické
mnozinové operace a jsou zde i podobna oznaceni nékterych podmnozin:

* Nemozny jev O ... Nemize nastat pifi zadné realizaci ndhodného pokusu.
o Jistyjev Q ... Jev ktery nastane pii kazdé realizaci nahodného
procesu.

* Rozdil jevii A\ B ... Jev, ktery nastane pokud nastane jev A a nikoliv jev B.

» Sjednoceni jevii AL B ... Jev, ktery nastane pokud nastane alespon jeden z jevi.
AO0Q=4

* Prinikjevii An B ... Jev, ktery nastane pokud nastanou oba jevy soucastné.
AnQ=Q

o Jevopacny A ... Jev, ktery nastane v piipadé, Ze nenastane jev A.

0=0Q, Q=0, A=A, AOA=Q, AnA=0

* De Morganovy vzorce AO AN B

An

B=4
B=4A0B
 Distributivni zdkony AOB)nC=(4nC)O(BnC)
BlOC=(40C)n(BOC)

(
(40

Cilem teorie pravdépodobnosti je zavést funkci, kterd by néjak kvantifikovala podmnoziny
mnoziny £ a mela pro vSechny stejné vlastnosti. Ukdzalo se nejvyhodnéjsim definovat
takovou funkci, kterd danym mnozindm piifadi redlna ¢isla z intervalu <0, 1>, kde vzrstajici
hodnota bude indikovat vét§i moznost uskute¢néni jevu. Nula by pak byla pfifazena jevu
nemoznému a jednicka jevu jistému.

3.1.1. Statisticka definice pravdépodobnosti

Pro definici pravdépodobnosti musime nejprve definovat pojem cetnosti. Predstavme si, ze
realizujeme néjaky experiment (ndhodny pokus) a sledujeme kolikrat se vyskytne nami
sledovand ndhodnéd udalost, neboli kolikrat vyjde sledovany vysledek (padne Sestka na
kostce). Tato hodnota se pak nazyva Cetnosti. Jeji vyznam je ovSem znacné ovlivnén
rozmérem souboru ndhodnych pokusii a proto zavadime jesté pojem relativni cetnosti, ktera
Jiz neni zavisla na této hodnoté, nebot’ je definovéna jako:

_7-



Obsah

kde N je pocet realizaci nahodného procesu a N, ty realizace pii nichZ nastal sledovany jev A.
Intuitivné vidime, ze se vzrlstajicim poctem realizaci a za podminek kladenych na
pravdépodobnostni funkci se pravdépodobnost rovna:

Pl4) = tim H4)= tim ™

n - n — o
Takto vidime prvni poznatek vyhodny i pro oblast simula¢nich modelt. Z této definice totiz
vyplyva, ze pii vzristajicim poctu pokust se relativni ¢etnost blizi pravdépodobnosti. Tuto
skute¢nost budeme probirat podrobné;ji dale.
3.1.2. Klasicka definice pravdépodobnosti

Jelikoz se zabyvame simulacnimi modely byla statisticka definice uvedena na prvnim misté.
Z pohledu matematického vykladu by mozna n¢kdo chtél spise na prvnim misté uvést definici
klasickou, nebot’ statisticka plati v obecnéjsim ptipad¢. Klasicka definice totiz predpoklada,
ze je mnozina moznych vysledki konecnd a vyjadfitelnd. Pak mizZeme definovat
pravdépodobnost s poZzadovanymi vlastnostmi jako

kde tentokrate N zna¢i mnozinu vSech moznych vysledkli nahodného pokusu a N, jeji
podmnozinu, ve které nastal jev 4. Naptiklad pro vrh kostkou je pocet vSech moznych
vysledkl roven 6. Jev A pak mize byt jevem: padlo sudé¢ ¢islo, cemuz odpovidéd hodnota 3.
Pravdépodobnost takového jevu tedy bude 3/6 = 1/3.

3.1.3. Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Poslednim nejobecnéjSim typem pravdépodobnosti je axiomaticka definice, ktera definuje
pravdépodobnost na axiomatickém zakladé. Uvedeme zde jen zkracenou definici. Se vSemi
detaily lze definici nalézt naptiklad v 4.6.

Nejprve definujeme elementarni jev E. Je to takovy jev, pro ktery plati, ze
OzAUOEO A=E,
neboli takovy jev, ktery jiz nelze rozlozit na jiné podjevy. Pro elementarni jevy plati, ze jsou
pdrove neslucitelné, tj. odlisné jevy maji prazdny prinik.
Dale musime definovat o-algebru jevii jako systém X podmnozin mnoziny €, pro ktery plati
1. QOZ

2. je-li AOZ,paki 4=Q\ 40X

(00]
3. jsou-li Ai Dz i:1323~~- pakl I:l Al Dz
i=1

Nyni miizeme nadefinovat pravdépodobnost jako funkci P:Z — R s vlastnostmi:
1. 0<P4)<1pro 402
2. PlQ)=1
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3. Pro kazdou posloupnost {A;} takovou, ze 4, UZ,i=12,..a 4, N4, =D pro i # ],
plati

Pl4,04,0.)=P4)+P(4,)+..
Potom trojici (Q,Z,P) nazyvame pravdépodobnostni prostor.

3.14. Podminéna pravdépodobnost

Dals§im dualezitym pojmem v teorii pravdépodobnosti je podminéna pravdépodobnost. Jedna
se vlastné o pravdépodobnost n¢jakého jevu podminénou platnosti jevu jiného. Jeho vypocet
1ze vyjadrit jako:

Pl4n B)

Pl4B) = 3]

Pochopeni tohoto vztahu je jednoduché. Uvédomime-li si, ze piedpoklad je platnost jevu B,
pak musime platné jevy vybirat jen z mnoziny, kdy plati jev B. Z této mnoziny pak vybereme
jen ty jevy, kdy zaroven nastal jev4,t). An B.
Na zdkladé této veli¢iny mizeme definovat pojem nezdvislych jevii A a B, pro které plati
Pl4B)=P4),
z ¢ehoz vyplyva, Ze jevy jsou nezavislé, praveé tehdy kdyz
Pl4n B)=Pl4)P(B).

Toto tvrzeni se d& zobecnit pro obecné n jevii:

PO 4Tk {4

H=1'H =1’

a v kombinaci s predeslou definici nezavislych jevl plati:

PlA) = iP(A B|P(B)

3.2. Nahodna proménna

Dilezitym pojmem v pravdépodobnosti 1 statistice je ndahodnd proménnd. Zde opét
zdiraznime dilezitost v oboru simulaci. Je ndm jasné, Ze vétSina veliCin, které budeme
potiebovat ziskavat nebo generovat budou nabyvat obecné redlnych hodnot. Proto je vyhodné
definovat ndhodnou proménnou jako funkci realizujici tento pozadavek. Pokud (Q, 2, P) bude
pravdépodobnostnim prostorem, pak nahodnd proménna bude funkci X :Q — R, kde pro
kazdé xR je

X[~ e0,x)) ={w0Qx(w) < 5 OF,

Mame-li ndhodnou proménnou je vhodné taky definovat rozdeéleni nahodné promenné, které
bude definovat charakter nahodilosti dané stochastické funkce. Tato funkce bude vlastné
kazdému moznému vysledku pfifazovat pravdépodobnost s jakou nastane a bude definovana
jako:

P ([=o0,x)) = ([~ e0,x]).

Princip této funkce lze dobie pochopit na definici histogramu relativnich cetnosti. Tento bude
mit vyznam i pro simulaéni techniky, coz uvidime jiz vzapéti. Reknéme, Ze provadime n&jaky
experiment a chceme zjistit charakteristiky nahodilosti jeho vysledkl (tj. pravdépodobnosti
jeho jednotlivych hodnot). Provadime tedy pokus stile dokola a ziskdvame hodnoty. Cely
interval moznych vysledkl rozdélime na n€kolik podintervall, pficemz posledni z nich bude
(v ptipadé, Ze jsou hodnoty z celého R) vést az do nekone€na. Posléze provadime experiment
a zaznamenavame hodnoty do tabulky vysledkt. Po provedeni néjakého poctu pokust jsme
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schopni nakreslit sloupcovy graf. Kdyz pajdeme v uvaze jeSt¢ dal a budeme uvazovat, ze
velikost intervall se bude limitné€ blizit nule a pocCet pokust nekone¢nu, pak ziskdme spojitou
funkci, kterd se da prohlasit za rozd€leni ndhodné veliCiny. Cely tento postup je vidét na
nasledujicim obrazku:

08 Histogram relativnich Cetnosti

07 4

05 -

05 1

04 \
/

03

pravoépodobnost

024 f x

W S\

0,14 = | e [

1 ' 2 ' a ' ‘ ' 5 ' & ' 7 ' B ' ]
wysledky pokusi

Obrazek 1. Histogram relativnich ¢etnosti
Z definice histogramu relativnich c&etnosti vyplyva jedno dilezité rozdéleni nédhodnych
proménnych. Jedna se o rozdéleni na diskrétni a spojité nahodné promeénné. Rozdil mezi nimi
je v mnoziné¢ moznych funkénich hodnot. U spojité proménné je to spojity interval hodnot,
kdezto u diskrétni je to mnozina diskrétnich funk¢énich hodnot a jeji rozdéleni vypada
v podstaté¢ jako histogram relativnich cetnosti. U jednotlivych proménnych se pouziva
nasledujici
Kromé rozd¢leni ndhodné veli€iny 1ze definovat jeste distribucni funkci, ktera vyjadiuje, jaka
je pravdépodobnost, Ze vygenerovand hodnota bude mensi nez zadand, neboli:
F(x)=P(X <x).
Z tohoto se da také odvodit dilezité tvrzeni, ze:
Pla<x <b)=F(b) - F(a)

Distribucni funkce vétSinou plné udéava stochasticky charakter ndhodné proménné a je jednim
z hlavnich hledanych vztahi z pfipadnych experimentu.

3.2.1. Diskrétni nahodna proménna

U diskrétni ndhodné proménné lze v ndvaznosti na rozdéleni definovat pravdeépodobnostni
funkci P(X) jako:

Plx)=P(X=x,) proi=12,.

Plx)=0 jinak,
pro niz plati
Plas X <b)= Plx,)
{ i,as<x;<b }

-10 -
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Dalsi dtlezitou funkci je distribucni funkce, kterad v piipadé diskrétni proménné se da takeé
vyjadrit jako:

pro niz plati

3.2.2. Spojita nahodna proménna

Pro spojitou nahodnou proménnou rozsifime definicni obor na cely pfistupny interval a sumy
se proméni na integraly a tudiz z rozdé€leni vznikne funkce, kterou nazyvame hustotou
pravdépodobnosti f(x), pro kterou plati:

1. Ha<Xsw=Pwsx&qﬁ=ma<X<M=PwsXsw=}fumx
2. }f(x)dx =1

Z tohoto vidime, Ze pravdépodobnost, Ze dana proménna leZi v zadaném intervalu se rovna
obsahu plochy urcené hustotou pravdépodobnosti. Je také jasné, ze plati pro vSechny body x,
ze

Plx=x,)=0.

Distribu¢ni funkce je pak definovana jako

Flx) = I Flelar

3.3. Vice nahodnych veli¢in a nahodny vektor
3.3.1. Obecné definice s nahodnym vektorem

Néhodné proménné mohou existovat i ve vétSich souborech, ve kterych se mohou vzijemné
ovliviiovat. Nahodnym vektorem budeme rozumét vektor X = (Xi, ... , X,)' nahodnych
proménnych X;.

K nahodnému vektoru lze snadno dodefinovat pfislusnou sdruzenou distribucni funkci
nahodného vektoru X ptredpisem:

F(xl,... X ):P(X1 <Xx,....X,<x,),

>n

ktery soucastné znamena splnéni podminek, kdy ndhodna proménna X; je mensi nebo rovna x;
pro vSechna i.

O takto nadefinované funkci F nahodného vektoru X Ize tvrdit, ze pro interval
I10(a,,b,)x(a,,b,) 0 R? plati

P(XD[) =F(b1,b2)—F(al,bz)—F(bl,a2)+F(a1,a2)

Podobné¢ miizeme nadefinovat pro diskrétni ndhodny vektor sdruzenou pravdépodobnostni
funkci nahodného vektoru X P(X) = P(xl,...,x,,) s mnozinou M :{xl,xz,....} O R" udavajici
obor hodnot vektoru X jako

P(x.) = P(X = xl.) pro i =1,2,...

P(x)ZO pro xUM,

S11 -
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pro kterou plati klasické upravené vety:

AX) = Fln) =5 P

t<xl o, <x
> i) =1
xUM

3 Plx04)= ZP(x)

Stejné¢ tak pro spojitou nahodnou proménnou plati vztah pro sdruzenou
pravdepodobnosti nahodného vektoru X f(x) majici tvar:

F(x) xl’ X I If poeeesd

—c0 —00

pro niz opét plati ocekavané vztahy:

0" Flx o,
1. f()a)Ea)
1.-. n

2. J’RN ...J'f(x)dxl...dxn =1

3. Plx04) :L...J'f(x)dxl...dxn

3.3.2. SdruZené a marginalni rozdéleni dvou proménnych

hustotu

Nejjednodussim piipadem takového uspotadani je existence dvou ndhodnych proménnych. Na
tomto piikladu se daji popsat pravidla platici v jisté mife 1 ve vy$§im poctu proménnych.
V piipad¢ nespojitych veli¢in mlzeme jejich rozd€leni popsat sdruzenou (simultinni)

pravdeépodobnostni funkci.
P(X:xﬂ Y=y) :P(x,y)

udévajici pravdépodobnost soucastného splnéni obou pozadavkii. Sdruzené pravdépodobnosti

se uspotadavaji do tzv. korelacni tabulky.

tabulka 1. Korelaéni tabulka.

X y

soucet
y: y: ys
X P(x1, y1) P(x1, y2) P(x1, ys) Pi(x1)
Xz P(x2, y1) P(x1, y») P(x2, ys) Pi(x2)
Xr P(xr, y1) P(xr, y2) P(xr, ys) Pi(xr)
soudet Pa(y1) Pi(y2) Pa(ys) 1

Radkové a sloupcové souéty jsou hodnoty takzvanych marginalnich funkci udavajicich
pravdépodobnosti nezdvislé na druhé proménné.a plati pro tudiz, ze

-12-
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Blx) = Plx,y) a QM=ZPMﬁ

y

a také tudiz vyplyvajici véta
S > Plxy) =Y By =Y Alx) =1
Xy X y

Pti1 platnosti téchto vztahli se potom pravdépodobnost, ze proménnd X bude v intervalu
<x1,x2> a proménna Y v intervalu <y/,y2> bude rovnat

P(x1 SX<x,ny, SYSy2)=zziP(x,y),
X=X VY
Nyni definujeme sdruzenou distribucni funkci téchto dvou veli¢in vyrazem
F(x,y) =P(X<xﬂ Y<y)
s klasickymi vlastnostmi distribu¢ni funkce:

F(—OO,y):F(x,—OO):F(—OO,—OO)ZO a F(oo,oo):l_

Pak zminovana pravdépodobnost ptislusnosti do intervalti bude definovana jako
P(xl sXsx,ny sYs J/2) :F(xzvyl) _F(xlayz) _F('xZ’yl) +F(x1,yl).

Také miizeme v ndvaznosti definovat 1 marginalni distribucni funkce

F(x) = Flx,e0) a Fy(y) = Floo,y).
Pro spojitou veli¢inu mizeme definovat sdruzenou hustotu pravdépodobnosti {(x,y) spliujici
podminku

}gf(x,Y)dx%y :IQ,, B;Xf(an/)dxéiy =1

Jeji vztah k distribu¢ni funkei je stejny jako v jednorozmérném piipadé a tudiz

_ O O _*F(x,)
Nakonec definujeme také margindlni hustoty pravdepodobnosti
Hla) =, flxy) a £ =], flxy)
3.3.3. Podminéna rozdéleni pravdépodobnosti pro dvé proménné

Podminéné rozdéleni nahodné veli€iny je vlastné rozdélenim prvni veli€iny za predpokladu,
ze druha nabyva néjaké hodnoty a je definovano jako podil sdruzeného a marginalniho
rozdé€leni.

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu definujeme podminené pravdeépodobnostni funkce jako

)=l p) =0 o b= pe0

K tomuto ptiddme odpovidajici definice podminénych diskrétnich distribucnich funkci
S Plx. ) S Plx.)

F(xy)ZKXPZ(y), Pz(y)io a F(yx)ZKyP(x)

Pro tyto rozd¢€leni plati vztahy
1. Plx)>0 O Plx,y)=Plxiy)R(x)

, Plx)#0

-13 -
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2. B(y)>0 O Plxy)=Plx)A(y)
Plxy)p(y)

3. Bayeruv vzorec P( y‘x) = P(;y (odvozeni viz 4.1. Zékladni experiment
| x
a odhad pravdépodobnosti)

Pro spojité ndhodné veli€iny lze zase definovat obdobn¢ podmineéné hustoty
pravdépodobnosti jako

flab] = ’;ﬁ(y);) AL a flia= f;’(j)’, fila %0
a k tomu podminéné spojité distribucni funkce
e y)de " fyu)du
F == , [y Z0 a F == , filx]£0
(x‘y) fz(y) f(y) (y‘x) fl(x) f(x)

Pro tyto funkce zase plati nasledujici vztahy
4. fl>0 0 flxy)= sl Al

s. fily)>0 O sley) = sy sl

) fly)

6. Bayeritv vzorec f ( y‘x): 71
X

Z podminénych rozdéleni ptimo vyplyvéa pojem nezdavislosti proménnych. Rekneme, e dvé
nahodné proménné X a Y jsou nezavislé, kdyz pro kazdé y, pro néz plati P, ( y) >0 (resp.

/o) >0) plati
Plxly] =R|x] resp. Haly) = 4.
Potom ovSem pro nezavislé jevy plati i nasledujici tvrzeni
Lo flxy) = 42 f(x)
2. Plx,y) = Rx)R(x]
3. Flxy) = F(x)F(x)

3.4. Charakteristiky nahodnych veli¢in

Jak jiz jsme zminili, je distribu¢ni funkce hlavni hledanou charakteristikou stochastického
prubéhu ndhodné veli€iny. V praxi vS§ak mnohdy staci ziskat nékteré ¢iselné charakteristiky
rozdéleni k jeho postacujicimu popisu. Charakteristiky 1ze rozd¢€lit na nékolik skupin.

V prvnim déleni rozliSujeme podle tvaru charakteristiky

e Charakteristiky polohy ... M¢fi troven nahodné veliCiny.

* Charakteristiky variability ... Mé&fi rozptyleni funkce ndhodné
veli¢iny.

e Charakteristiky dynamiky ... Jedna se hlavnég o charakteristiky Sikmosti a
strmosti.

V dalsim rozdéleni jde o zplsob, jakym se charakteristiky ziskava

* Charakteristiky momentové ... Jsou funkci vSech hodnot, které mize ndhodna
veli¢ina nabyt.

-14-
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* Charakteristiky kvantilové ... Jsou to urcité hodnoty nahodné veli€iny, které
vyhovuji zadané podmince.

34.1. Charakteristiky polohy

Charakteristiky polohy definuji stfed, kolem kterého kolisaji ndhodné veliiny. Obecné lze
nadefinovat k-obecny moment nahodné diskrétni (resp. spojité) proménné X jako:

W, (x) = Zxk P(x) resp. M, (x) = j’xk [P(x).

hodnota, jez definujeme jako:
E(x) = Zx (] resp.  E(x) = }x P|x).

Kazda hodnota ndhodné proménné je =zapocitavdna stakovou silou jakd je jeji
pravdépodobnost uréend jejim rozdélenim. Z toho vypliva, Ze nejvice se ve stfedni hodnoté
projevi hodnoty s nejvétsi pravdépodobnosti. Dale pro stfedni hodnotu plati:

e Elax+b)=aE(X)+b

e E(X +X,+.+X |=EX)+EX,)+. . +EX,)

e X, jsou vzajemné nezavislé [ E(Xle...) = E(Xl)E(Xl) E(Xl)
3.4.2. Charakteristiky variability

Charakteristiky polohy nadefinovaly hodnotu, kolem které kolisaji vysledky nahodné veli¢iny.
K tomu, abychom mohli mit lepsi pfedstavu o tom, jak vysledné funkce vypada, je dobré mit
navic informaci o tom jak moc jsou jednotlivé hodnoty ndhodné veliiny rozptyleny kolem
tohoto stiedu. K tomuto tcelu slouzi charakteristiky variability.

Definuyme nejprve obecné k-ty centralni moment nahodné promenné.

() = 3 = Bl P o wld=fle - Ell) rldas.

Da se ukazat, ze prvni centrdlni moment je roven nule, nicmén¢ jiz druhy centralni moment se
hojné€ vyuziva. Jedna se o tzv. rozptyl a je definovan jako (pro diskrétni a spojitou veli¢inu):

D(X) =, (x) = [x - E(x]]" Plx) o Dlx]=w[x)= [l -] slxas.

X

Rozptyl tedy udéava variabilitu ndhodné veli€iny a to tim zpisobem, Ze jeho hodnota rovna
nule znamen4, Ze dana hodnota bude vychazet stale. ZvétSujici se hodnota rozptylu znaci vétsi
rozptylenost hodnot.

Neékdy potrebujeme odchylku funkce ve stejnych jednotkéch jako byla pivodni funkce
(rozptyl udava odchylku ve ¢tvercich). Proto je zavedena dalsi veli¢ina s nazvem smérodatna

odchylka.
o(x)=./D(x)

Podle této veli¢iny se nékdy rozptyl znaci ¢ ° (X ) . Pro rozptyl opét uvedeme véty, které o ném
plati pfi pocitani s nim.
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1. D(aX +b)=a*D|X)

2. Dla)=0

3. D(x%Y)=D(x)+D(Y)

4. D(X) = E(Xz) —[E(X)]2 ... tzv. vypoctovy tvar rozptylu

3.4.3. Charakteristiky dynamiky

Charakteristiky dynamiky uvadéji informace o tvaru kiivky a miizeme z nich zjistit jak
hodnoty funkce rychle stoupaji nebo klesaji a jiné informace.

Pro definici charakteristik dynamiky musime nejprve definovat pojmy normované nahodné
veliciny a normovaného rozptylu.

Normovana ndhodnd veli¢ina je ndhodnou veli¢inou, kterd je upravend charakteristikami na
takovy tvar, aby méla nasledujici hodnoty stfedni hodnoty a rozptylu

E(U)=0 a p(U) =1,
Toho docilime Upravou piivodni veli¢iny nésledujicim zpisobem
=X ~Ex]
o(X]

Pro tuto veli¢inu pak miZeme nadefinovat obecné momenty, které se budou zde oznacovat
jako k-té normované momenty.

il =g BB o a = (B AR ot

Dulezitym faktem danych normovanych charakteristik i momentt je to, Ze jsou bezrozmérné.
Dalsi dilezitou vlastnosti je fakt, Ze kazdy normovany moment Ize vyjadfit pomoci
centralnich momentt a ty zase pomoci momentti obecnych. Tvar pfevodu z normovaného na
centralni je pro sudé n:

u, (X)
w(U) =5t
[, (X))
a pro liché n (déleni n / 2 ve jmenovateli je celo¢iselné)
X
u,(U) = Ak

[, (X)) B/, (x)

Dulezity normovany moment je tfeti normovany moment H; (U ) koeficient sikmosti. U

symetrického rozdéleni je tato veli¢ina rovna nule. Jeho veliiny tak informuji o zeSikmeni
rozd¢leni na piislusnou stranu podle znaménka koeficientu.

1. I-l3(U ) =0 ... Symetrické rozdéleni.
2. |13(U) >0 ... ZeSikmeni do leva.
3. I-l3(U) <0 ... Zesikmeni do prava.

Dalsi daleZitou charakteristikou je spicatost, ktera se méfi ¢tvrtym normovanym koeficientem.
Castéji ovSem uvadime jako miru Spicatosti koeficient Spicatosti, ktery se spocte jako

My (X ) -3.
Pt1 této definici ma tento koeficient nasledujici vlastnosti

1. M, (X ) -3=0 ... Spicatost shodna s norméalnim rozdélenim.
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2. w(x)-3>0 ... Spicatost vétsi nez u normalniho rozdélen.

3. My (X ) -3<0 ... Spi¢atost mensi nez u normalniho rozdéleni.

344. Kvantilové charakteristiky — kvantily
Kvantily se pouzivaji hlavné pro spojité veli¢iny. Jedna se hlavné o 100P% kvantit x, je
takova hodnota ndhodné veli€iny, ktera je uréena podminkou

Flx,)=P.
Redeno slovy, hledame takovou hodnotu, pro kterou viechny mensi hodnoty z oboru hodnot
nahodné promeénné (tj. X; < x,) tvoii 100p% celého souboru. Také se da fici, ze hodnota

kvantitu znamend, Ze nahodna veli¢ina nabude s pravdépodobnosti p hodnoty z intervalu
(_ 0. x > , neboli pro spojitou proménnou obsah plochy nad timto intervalem omezeny
>p

vvvvvv

*  Xos ... median

*  Xoas ... dolni kvartil
o Xoss ... hornt kvartil
* Xwio ... k-ty decil

* Xioo ... k-ty percentil

Kromé téchto nejznaméjsich velicin se pouziva napiiklad hodnota veli¢iny kvadrilové
odchylky majici hodnotu

1
Q(X) = E(st = Xo,25) -

3.4.5. Charakteristiky vicerozmérné nahodné veli¢iny
Tyto charakteristiky lze rozdélit do nékolika skupin.

Prvni skupinou jsou charakteristiky margindlnich rozdé¢leni, které maji vlastné stejné vzorce
pro vypocty charakteristik jako jednorozmérné veli€iny.

E(x) = Zx R (%) resp. E(x) = }x [P (x)
a stejné tak pro rozptyl -
p(x) =3 Lx= B0 Al o Dlx) =[x — £l £,

Obdobné vztahy plati i pro veli¢inu Y.

Dalsi tfidou jsou charakteristiky podminénych rozdéleni. Zde pro rozptyl plati nésledujici
vztahy:

E(X‘y) = Zx@(xy) resp. E(Xy):joxDD(xy)
a pro rozptyl plati
olxi) =3 l=dxolf i) o plxy)= (e - Bl Al sas.

—0o
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Obdobn¢ i1 pro obracenou zavislost.

Posledni tfidou jsou charakteristiky uvadéjici vzdjemné vazby jednotlivych veli€in. Prvnim
z nich je kovariance. Je definovana jako stfedni hodnota sou¢inu odchylek veli¢in od jejich
stfednich hodnot, neboli

clx,v) = E[x - E(x)[y - E(v]]}.
Pro vypocty se vSak Casto pouziva vzorec
c(x,y) = E(xy)-E(X)E(Y).
Mnohem vice vyuzivanou mirou tésnosti je ovsem koeficient korelace, ktery je definovén jako
_ dxy]
plx,y)= 20
o(X)a(y)
Vyhodou tohoto koeficientu je, ze nabyva pouze hodnot od -1 do 1 (kovariance mé obor
hodnot vSechna redlna ¢isla). Potom maji jednotlivé extrémy nasledujici vyznamy:
1. 1 ... Pfima popf. nepiima linearni zavislost.
2. 0 ... Veli¢iny jsou linearné nezavislé, tzv.
nekorelované. Nemusi vSak byt tipln¢ nezavislé.

Pokud mame dan nahodny vektor, popisuje se toto rozdéleni vétSinou pomoci
1. Vektoru strednich hodnot U = [Hl wH,

a
%‘11 CIZ A clS E
Cry ... C
2. kovariancni matici C = gﬂ 2 ZSE

O C

[Cr1 Cr2 -+ Crs[

Kovarian¢ni matice je symetrickd matice, kterd ma na diagonale rozptyly jednotlivych veli¢in
a ostatni prvky jsou kovariance.

3.4.6. Momentova vytvorujici a charakteristicka funkce

Dalsi pomocnou konstrukci pfi praci s rozdélenimi ndhodné proménné tvoii momentova
vytvorujici funkce. Ta je definovana jako

neboli pro diskrétni resp. spojitou veli¢inu
mx(Z) = Zezxp(x) resp. mx(z) = Ie”f(x)dx.

Takto definovana funkce je jednoznacna pro kazdé rozdé€leni a tak ji Ize pokladat za formu
jeho popisu. Momentova vytvotujici funkce se pouziva na odvozovani rozdéleni ndhodnych
veli¢in nebo na vypocet momentl. Na vypocet rozdéleni 1ze pouzit vztahl vyjadiujici
momentovou vytvoiujici funkci pro veli¢inu ¥, ktera je funkci veli¢iny X.
- zy(x) P

my(z) = Ze P(x) resp. my(z) = J'ez—‘(x)f(x)dx.
Pro vypocet obecnych momentl je dobré zase pouZit vztahu pro k-tou derivaci momentové
vytvortujici funkce.
o= E (X keZX)

Zz=l

z=0 = H;C(X) .
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Kromé¢ momentoveé vytvorujici funkce existuje jeste funkce charakteristicka, ktera je
momentové velice podobna (lisi se pouze zavedenim komplexni jednotky) a proto uvedeme
pouze ptislusné vztahy

¢.(2) = Ele]

neboli pro diskrétni resp. spojitou veli¢inu
mx(Z) = Zeizxp(x) resp. mx(z) = J'eizxf(x)dx.

Pro vypocty momentt

m!)(2)

z=0 = lkullc(X) .

Navic Ize z charakteristické funkce urcit hustotu pravdépodobnosti jako

_ 1
1) =L et el

Posledni tvrzeni se d& pouZit pro zji§tovani rozdéleni nahodné veli¢iny. Plati, Ze ndhodné
veli¢iny maji stejné rozdéleni, pravé kdyz maji stejnou charakteristickou a momentovou
vytvortujici funkei.

3.5. Néktera diilezita rozdéleni nahodnych veli¢in

V praxi se Casto setkdvame s ndhodnymi jevy velice podobného charakteru. Proto pro urcité
charakteristické situace byly vytvofeny piedpisy pro rozdéleni ndhodnych veli¢in. Pro
presnéjsi urceni rozdéleni pro danou situaci jsou vSechna tato standardni rozdéleni zavisla na
parametrech, které je upfesiuji.

3.5.1. Diskrétni veli¢ina

Pfi vyjmenovani rozdéleni budeme postupné uvadét: vysvétleni rozdéleni, definici
pravdépodobnostni funkce, hodnoty charakteristik, aproximace jinymi rozdélenimi a ptipadné
dalezité vlastnosti. Pfi definovani pravdépodobnostni funkce budeme uvadét pouze nenulové
hodnoty. Rozumime tim, Ze v ostatnich bodech jsou funkce nulové.

3.5.1.1. Binomické rozdéleni Bi(n, p)

Binomicke rozdéleni vyjadiuje kolik bude uspéSnych pokusi, s pravdépodobnosti GspéSnosti
p, pti n nezavislych opakovani.

Dal8im piipadem pouziti tohoto rozdéleni je situace, kdy provadime ndhodny vybér

s vracenim. Méjme napiiklad N prvka s tim, ze pravdépodobnost vybrani prvku s néjakou
vlastnosti je p. Pti vybirani prvky vracime do mnoziny. Pocet prvki se sledovanou vlastnosti
se fidi timto rozd¢lenim.

PlX) =g%ﬂ(l—p)” pro x=0,L....

Charakteristiky:
E(X) =np
D(X) = np(1-p)
1-2
w(U) £
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Aproximace:
Binomické rozdé€leni jde aproximovat témito rozdélenimi pii téchto podminkach:
e Provelké namalép (n 230, p<0,1) lze pouzit aproximaci Poissonovym rozdélenim.
Pak plati Bi(n,p) = Po()\) ,kde A=np
* Pro piipady D(X ) 29 lze aproximovat normalnim rozdélenim. Pak pro provedenou
operaci plati Bi(n, p) = N(u,oz), kde g =np,0°
(Gaussovo) rozdéleni N(p, 62)).

= np(l - p) (viz 3.5.2.3. Normélni

Alternativni rozdéleni A(p)

Je pouze specidlnim ptipadem binomického rozdéleni s parametrem n = I (tj. A(p) = Bi(l,p)).
Néahodna proménna s timto rozdélenim miize nabyvat pouze hodnot 0 nebo 1. Jde tedy o to,
zda-li zkoumana udalost nastane ¢i nikoliv béhem jednoho pokusu.

Dilezité vlastnosti:
Suma n rozdé€leni A(p) dava rozdéleni Bi(n, p).

3.5.1.2. Poissonovo rozdéleni Po(.)

Poissonovo rozdéleni se pouziva pro urceni kolikrat nastane dana udalost, vime-li, Ze jsou
udalosti zcela nahodné s primérnym vyskytem A za casovou jednotku.

Dale se toto rozd¢€leni pouziva pro urceni poctu poruch pfistroje.

P(X) :)\;e‘)‘ pro x=0,1,...,
x!
Charakteristiky:
E(X) =\
D(X) =
1
U =—
w(U)= o
1
u4(U) -3= N
Aproximace

* Propfipady A 29 lze aproximovat normalnim rozdélenim. Pak pro provedenou
operaci plati Po(\) = N(u,o 2) ,kde p=A,0° =\ (viz 3.5.2.3. Normalni (Gaussovo)
rozdéleni N(u, 62)).

Dulezité vlastnosti:

Suma nahodnych proménnych s poissonovym rozdélenim je rovna ndhodné proménné

s poissonovym rozdélenim a parametrem danym souctem ptivodnich parametrt.

3.5.1.3. Hypergeometrické rozdéleni HG(N, M, n)

Hypergeometrické rozdéleni vyjadiuje nahodné vybéry bez vraceni. Pokud budeme mit N
prvki z nichz M bude mit sledovanou vlastnost, pak pii vybéru n prvki bez vraceni se bude
pocet prvkil se sledovanou vlastnosti fidit hypergeometrickym rozdélenim.
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ol
:

E e pro0sx<n, x<M, n—-xs<N-M,

E(X)=n

Charakteristiky:
M
N

2\&

j- gy
0 NQON-1
Aproximace:

e Je-linmalé viici M a také viici N-M neovlivni nevraceni prvkl pravdépodobnosti
N-M

M " . o r
p= N al-p= . Lze tudiZ provést aproximaci rozdélenim vybéru
s vracenim, tj. binomickym rozdélenim. Ziskané rozd¢leni pak bude v nasledujicim

vztahu s pavodnim: HG(N,M,n) = Bi(n,p) ,kde p = A; .

3.5.14. Geometrické rozdéleni G(p)

Geometrické rozdéleni popisuje kolik nelspéSnych pokusi predchdzi GspéSnému (UspéSny
pokus ma pravdépodobnost p).

Plx)=pl1-p) pro x=0,1,....
Charakteristiky:
Elx)= 17
P
I-p
D(X) - 2
P
3.5.1.5. Negativni binomické rozdéleni NG(n, p)

Negativni binomické rozdé€leni popisuje kolik ispéSnych pokust prfedchazi n-tému
uspesnému, tj. je obecnéjSim piipadem geometrického rozdeleni.

gl "(1-p)* ~ 0.1
_g(n_l % p pro x =0,1,....

Charakteristiky:
E(X)= n(1- p)
P
plx)= (1 - p)
2
p
3.5.2. Spojita nahodna veli¢ina

Pti definovani spojitych rozd¢leni se budeme drZet stejného schématu jako u rozdéleni
diskrétnich, tj. viz 3.5.1. Diskrétni velicina.
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3.5.2.1. Rovnomérné rozdéleni R(a, )

Rovnomeérné rozdeleni na ur€itém intervalu vyjadiuje pro ndhodnou proménnou vlastnost, Ze
pti vybéru z daného intervalu budou mit vSechny moznosti stejnou pravdépodobnost.

1
flX)= o <x<
f(x) ) a-p PO P F(x)
x —a
1 pro d <x< B
| | Flx)= @ —a / X
I O I - -
a g a1 prox= B 1/(a-B)  1-0/B
Elx)=91P
2
plx)= (B-a)’
12
3.5.2.2. Exponencialni rozdéleni E(A, )

Exponencialni rozdeleni se pouziva v ptipadech, kdy chceme modelovat dobu ¢ekani na
urcitou udalost (napt. porucha soucastky, piijezd vozidla do ulice apod.).

flx)= AeM 4 pro x> 4

f(x) F(X) =1-Ae N pro x > 4 1
1
E(X)=4+_—
X A
D(x)= 1
}\2

Dulezité vlastnosti:
« Casto se pouziva exponencialni rozdéleni s parametrem A = 0 a oznacuje se jako Exp
(A). VSechny charakteristiky jsou stejné s tim, ze za A dosadime nulu.

* Soucet nahodnych proménnych s exponencialnim rozdélenim Exp()\) se rovna
nahodné proménné s rozdélenim gama (viz 4.6).

3.5.2.3. Normalni (Gaussovo) rozdéleni N(n, ¢%)

vvvvvv

rozdélenim se fidi ndhodné proménné, které vzniknou souctem velkého poctu proménnych
s riiznymi rozdélenimi, z nichz zddné nemd dominantni vliv.

pr00'2>0, —o < <o

f(x) flx)=
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D(Xx) =0
Dulezité vlastnosti:

« Casto se pouziva normalni rozdéleni s parametry 0 a 1. Vzniklé rozdéleni pak
pojmenujeme jako normované normalni rozdeleni N(0, 1). Jeho distribu¢ni funkce je
tabelovana a znac¢ime ji jako ©.

* Pokud chceme prevést normalni rozdéleni na normované normalni rozdéleni, musime

‘o o y CoTT = M
z proménné vytvofit normovanou proménnou transformaci: U = . Ta pak bude

mit normované normalni rozdéleni.

e Pro distribuéni funkci normovaného rozdéleni plati, ze jeji hodnota se da wurcit
z tabelovanych hodnot distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozde€leni jako

F(x) =<DBQE
0o L

* Pro distribu¢ni funkci normované nahodné proménné plati O(-k) =1-D(k)

* Je-li X ndhodné proménnd s normovanym rozdélenim, pak pravdépodobnost, ze
nahodna veli¢ina X nabude hodnoty z intervalu 1 + k0 je rovna

Plu-ko <x<p+ko)=F(p+ko)-F(u-ko)=d(k) - d(- k) = 20(k) -1

e Uvedeme tfi klasické ptipady zjiStovani ptisluSnosti vysledku ndhodné veli¢iny do

intervalu.
o Plx<a)=Fld =0 Pt
0o C
o PlX>a=1-Fld)=1-of P
0o C

o P(a<X<b):F(b)—F(a)ZGDEb;uE—CDQa;HE

3.5.24. Logaritmicko-normalni rozdéleni LN(p, o)

Logaritmicko normalni rozdéleni je upravenym normalnim rozdéleni. Oproti normalnimu
rozdéleni jsme zavedli zeSikmeni rozdé€leni. Pouziti je pro situace, kdy je ndhodnost veli¢iny
vysledkem velkého mnozstvi drobnych vlivi, které se navzajem nésobi.

1 Ll a-u)?
X = 20 > ()
) )= o o
Mﬂz@%f;pé pro x 0{0,e0)

Dulezité vlastnosti:
* Maji-li X aY logaritmicko-norméalni rozdéleni, pak soucin a podil téchto velic¢in maji
rozdéleni rovna: X [V ~ LN(p1 +,,0; +022) aX/Y~ LN(U1 -W,,0; +022).
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3.6. Centralni limitni véta
Nyni jiz jsme si popsali riznd rozdéleni nahodné veli€iny a jsme ptipraveni vyslovit centralni
limitni vétu.JednodusSe feceno je-1i ndhodna proménna vysledkem vétsiho poctu nezavislych
vlivl, pak konverguje k normalnimu rozdéleni.
Presnégji feCeno, pokud veli¢ina X je dand souctem veli¢in X; majici kone¢né stfedni hodnoty a
rozptyly, pak normovana veli¢ina U
x-3 )
U=-—F___

|2 olxi)

n

3 ;; U3()(J _

lim——=0
nooo n

\;D(X,-)

pti platnosti Ljapunovy podminky

konverguje k normovanému normalnimu rozdéleni
lim P(U <u) = ®(u) pro x 0(— 0,0 .

n—-o

Z této véty vyplyva, Ze pro velké n 1ze rozdéleni proménné z X, aproximovat jako

i=1

X, o’
N(nr] N0 2) a rozd&leni proménné z — jako N% y— E
= N n
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4. Odhady v nahodnych procesech

Simulacni ulohy jsou z néjaké casti stochastického charakteru a pii jejich implementaci se
Casto uplatiiuji metody, které ndm umoziuji z pravdépodobnostniho hlediska blize popsat
charakter jejich vysledkll. Simulace, podobné jako vétSina uzite¢nych procesti, ma svéa vstupni
a vystupni data. Tyto data mohou byt stochastického charakteru jak na vstupu tak na vystupu.
My se zde budeme zabyvat analyzou vystupnich dat simulace. Na tyto data se daji aplikovat
rizné metody matematické statistiky. My se pokusime probrat n€které z nich stim, ze u
nekterych se zastavime a popiseme je podrobnéji a jiné pouze hrubé nastinime. Zpracovani
vysledkii se 1isi pro razné piipady provadéni simulac¢nich experimentd, a proto budeme
probirat metody podle rozméru experimentii od nejjednodussich az po ty slozité.

4.1. Zakladni experiment a odhad pravdépodobnosti
Predpokladejme, ze provadime experiment, jehoz vysledek B je néjak zavisly na vzajemné
A[) proi . My

vSak nevime, kterd z alternativ je platnd a vime naopak jen to, ze je splnén vysledek B a

nezavislych alternativach 4;. Jsme tudiz schopni urcit pravdépodobnosti P(B

B) prolJi . Z nich pak vybereme nejvétsi hodnotu

chceme tudiz uréit pravdépodobnost P(A,»

pravdépodobnosti a tu pak prohlasime za odhad skutecné alternativy. Vyjdeme tedy z definice

podminéné pravdépodobnosti

5 P4, nB) _P(4)P(B
P(B| P(B|

P4, 4) .

1

Z tohoto vzorce je jeste¢ nutné vyjadiit néjak pravdépodobnost vysledku B. Vyjdeme
z predpokladu, Ze jsou alternativy nezavislé. Lze tedy prohlasit, ze

0a=0
i=1

pomoci ¢ehoz lze vyjadiit vysledek pokusu B jako
B=BnQ=Bn[l4 =[](4 nB.

i=l i=l

Dosazenim tohoto vztahu do pravdépodobnosti dostdvame
1 |:| n n
P\ B =Pl |4 nB)7=Y Pl4, n B|=Y P\A,|P\B
(8 =Pl (40 8i3=5 P4, 0 5] =5 P4

Tento vysledek dosadime do piivodniho vztahu a ziskdme tzv. Bayesuv vzorec (viz také
3.3.3. Podminéna rozdéleni pravdépodobnosti pro dvé proménné):
P4)P8l4)

4)

B)=

) iP(Ai)P(B

Pl4

1

4)

Poznamky:
1. Pravdépodobnosti jednotlivych alternativ volime s ohledem na aplikaci metodiky.
Nicméné Casto se pouziva tzv. Bayesuv postulat, ktery je prohlaSuje za stejné a tudiz
rovny hodnoté:
Pl4,)= pro Ui =1,..,n
2. Pravdépodobnosti P(Ai) zname a nebo odhadujeme jesté pred vysledkem pokusu,
8)

proto se nazyvaji apriorni pravdépodobnosti. Naproti tomu pravdépodobnosti P(A,-
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zjistujeme az na zakladé provedeného pokusu a tudiz je oznacujeme jako aposteriorni
pravdépodobnosti.

4.2. Obecnéjsi experiment a odhad pravdépodobnosti

Predpokladejme, Zze provadime experiment spoctem realizaci vysledku v pokusech
charakterizovanym nahodnou proménnou u (pro ni se pouzivd oznaceni Cetnost).
Pravdépodobnost, ze velicina x4 nabude pii n nezavislych opakovani néjakého zcela
konkrétniho vysledku £ se tidi binomickym rozdélenim a bude tedy rovna:

Plu=klp)= %Eﬂ"(l -p)"".

Pfi tomto postupu ovSem piedpokladame, Ze zname pravdépodobnost. Nezbyva nez navrhnout
pokus tak, aby hledana veli¢ina byla vyjadfitelna jako pravdépodobnost. Ta pak bude
predmétem zkoumdani daného experimentu, a proto musime opét pouzit Bayestv vztah.
Pravdépodobnost je vSak spojitou veli¢inou a musime tudiZz nahradit apriorni i aposteriorni
pravdépodobnosti hustotou. Vysledny vztah se rovna:

ol =4) = fp)Plu = K|p)
[, /1P) Pl = Klpldp”

Zde opét musime rozhodnout o hodnotach apriornich pravdépodobnosti. Pouzijeme Bayestv
postulat a tedy kazda hodnota p bude stejné¢ mozna, coz vy sici ve vztah:

ad ... prop0(0l

flp)= %)

Jjinde

ktery po dosazeni do piivodniho vztahu jej zméni na nasledujici vzorec

Plu=k
o=k = b =kp
[, Pl =k pldp
Do tohoto vztahu dosadime piivodni pravdépodobnosti P(u =k ‘ p) a po upravach dostaneme
PN U2 |/ TaR— _
f(P\H = k) —mp (1-p) pro k =0,1,2,....n

Nyni jsme dostali hustotu pravdépodobnosti hledané veliciny. Z ni miizeme urcit
nejpravdépodobnéjsi hodnotu této veli¢iny jako maximum funkce a tudiz polozime prvni
derivaci rovnou nule. Z toho nam vyjde nasledujici vztah pro odhad veli¢iny p oznadovany
jako p:

flpk)=0 O p =’;
Z toho vidime, Ze nejlepsim odhadem hledané pravdépodobnosti je relativni Eetnost. Castednd
Slo tento vysledek oCekavat uz ze statistické teorie pravdépodobnosti (viz 3.1.1. Statisticka
definice pravdépodobnosti), kde pocet pokusii bychom prohlésili za dostatecné veliky. Timto
zptisobem jsme vlastn€ hledali modus rozdé€leni, coz je nejcetnéjsi hodnota v provadéném
vybéru. Odhad by vsak Sel provést jesté dalsim zptisobem, kdy najdeme stiedni hodnotu
daného rozdéleni a tudiz:

k+l
n+2’

1
. pk+1(1_p)n—kdp
d

D :E(pk)zm
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4.3. Bodovy odhad

V ptredchazejicich kapitolach jsme si fekli, jak urcit, ktera z alternativ je nejpravdépodobné;i
platna a jak odhadnout pravdépodobnost vysledku. Naznacili jsme také, Zze pokusy se musi
koncipovat tak, aby hledané vysledky byli ve formé pravdépodobnosti. Nyni se pokusime
vSechny tyto poznatky shrnout. K popisu tohoto budeme pottebovat nékteré pojmy

z matematické statistiky.

4.3.1. Matematicko-statisticky zaklad

Predpokladejme, Ze prvky vybirdme ze statistického souboru o velikosti N. Jej budeme
nazyvat zakladni soubor. Soubor prvkil vybranych, tedy n < N se nazyva vyberovy soubor.
Vime, Ze pro velkou diferenci N-n Ize vybér s vracenim a bez vraceni ztotoznit. Lépe vSak
predpokladat vybér s vracenim, aby zakladni soubor byl vzdy stejny.

Dale oznac¢ime nahodnym vybéerem rozsahu n posloupnost n ndhodnych nezavislych velic¢in X;
se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti. Jejich Ciselna realizace x; je statistickym souborem.
Posledni dilezity pojem je pojem statistika. Statistikou rozumime kazdou veli¢inu, kterou lze
vyjadiit hodnotami nahodného vybéru.

4.3.2. Princip odhadu a jeho typy

Jak jiz jsme se zminili, experiment by mél byt stavén tak, aby zkoumané veliCiny byli zavislé
na pravdépodobnosti. V obecngj$im piipadé lze fici, Ze hleddme zéavislost na néjaké
charakteristice rozdéleni nahodné proménné. Jinak fe¢eno ndhodny vybér X ,..., X, zavisi na
néjakém parametru ©. Tento parametr pak bude pfedmétem odhadu. Odhadem budeme
rozumét funkci g(X . ¢ 2) , ktera je funkci proménnych nahodného vybéru. Pro odhad
potom pouzivame znaceni © .

Odhady mohou byt riizného typu, podle toho, jak moc se blizi k vysledku:

1. Nestranny odhad ... E (@) =0 euQ
2. Asymptoticky nestranny odhad ... E (G)) O0far-oe etQ
3. Vychyleny odhad ... © neni nestranny.

Poslednim dulezitym pojmem je konzistence odhadu. Odhad je konzistentni, jestlize
PT@H—@‘<€)—>1 pro n —

Z této definice lze odvodit, Ze

1. Je-li odhad nestranny nebo asymptoticky nestranny a rozptyl konverguje k nule pro
n — ® pak je odhad konzistentni.

2. Ma-li veli¢ina X prvni 4 momenty konecné, pak nasledujici odhady jsou konzistentni

E(X) 0X = 1 iXi vybérovy priimeér
n 4
" 2
D(x)Os? :LZ(XI, —)?) v¥bérovy rozptyl
n-l4
4.3.3. Pouzivané metody

Pro odhady se pouziva n¢kolik metod. My se zde zminime o odhadu metodou momentii a o
odhadu metodou maximalni vérohodnosti. Oboje maji spolecné to, Ze hleddme odhad hodnoty
parametru © na némz je zavislé rozdéleni ndhodné proménné.
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4.3.3.1. Metoda odhadu momenti

Princip této metody byl naznacen jiz diive. Jedna se o odhad, kdy ptedpokladame, Zze na O
zavisi n¢jaky moment. Hodnotu tohoto momentu odhadneme zvybéru a pak jiz jen
dopocitame hodnotu ptislusného odhadu ‘© . Nejcastéji se bere podminka © = F (X ) .

4.3.3.2. Metoda maximalni vérohodnosti

Tato metoda je zaloZzena na hleddni maximalné veérohodného odhadu. Tento odhad
maximalizuje tzv. vérohodnostni funkci L(O). Jedna se o funkci, kterd je definovana jako
soucin hustot v bodech ndhodného vybéru Xx,,...,x,. To znamend, Ze hodnota odhadu, pro
kterou je tato funkce maximalni je nejvérohodnéjsi odhad.

4.3.4. Piesnost odhadu

Ptesnost odhadu mizeme vyjadiit pomoci stredni kvadratické chyby, ktera je definovana jako

st - sfo -of |- ol+[fo)-of
Je samoziejmé, Ze se snazime chybu co nejvice zmensit.

Vydatnost odhadu mizeme méfit také tim, ze sledujeme jeji rozptyl. To je vidét 1 z definice
sttedni kvadratické chyby. Snazime se tedy rozptyl minimalizovat. Za urcitych, dosti obecnych

podminek (viz 4.6), mtizeme stanovit dolni mez rozptylu z tzv. Rao-Cramerovy nerovnosti:

D(T)znl(le),

kde 1 (O) je Fischerova mira informace rovna pro diskrétni resp. spojitou ndhodnou veli¢inu:

100 :Eé‘wg resp. 1O =i%§v’@)§’(}(,@)dx

00

4.3.5. Odlehla pozorovani

Posledni zminkou v této kapitole bude kratké pozastaveni nad odlehlymi pozorovanimi. Tato
pozorovani jsou charakteristickd tim, Ze jsou zatiZena néjakou hrubou chybou a nespadaji do
rozdéleni hledané ndhodné veli¢iny. N€kdy je vSak nutné s nimi pocitat. Jak Ize tuto
nepiijemnost vyresit?

Pokud jsou ve vybérovém souboru odlehla pozorovani (pro nékteré vybéry je nutné to
predpokladat), pak musime provést néjako redukei, kdy se do statistik budou zapocitavat jen
pozorovani korektnéjsi. To se obvykle dociluje metodou useknutych priumeéru. Jedna se o
primery, ze kterych vynechdme néjaké procento nejmensich nebo nejvétsich pozorovani. To
ma souvislost s kvantily ndhodnych veli€¢in. Extrémnim pfipadem je medidn, u kterého byly
vynechany vSechny postrani hodnoty, ten ma ovsem zna¢né problémy s nesymetrickymi
rozdélenimi.

4.4. Intervalovy odhad

V ptedchozi kapitole jsme odhadovali nékteré veli¢iny bodovym odhadem a ziskdvali jsme
tak informaci o zkoumaném rozdéleni. Touto metodou jsme ziskavali nékolik odhadi, ze
kterych jsme vybirali ten nejlepsi, nebo jeden odhad u kterého jsme byli schopni fict, Ze je ten
nejvérohodngjsi. Casto vsak byva vyhodngjsi odhadovat tyto charakteristiky tim zpiisobem, Ze
pfedem fekneme jakou chybu mlize mit na§ odhad, ¢imz mtizeme i korigovat obtiznost
vypoctu a tak i rychlost experimentu.
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Ozna¢me tentokrat odhad charakteristiky © jako ©,. Opét mame k dispozici realizace

nahodné proménné X : x,,...,x, . Také odhad se da tentokrat pokladat za funkci téchto
realizaci, tj. ©, (x,,....x,) . Chceme tudiz, aby platilo ©, (x)ssx,) = O, coz 2 podstaty véci
platit nikdy nebude, ale my se budeme pokouset o minimalizaci rozdilu téchto hodnot. K tomu
si zvolime hodnotu pripustné odchylky € . Potom budeme pozadovat, aby platilo:

0, -0 <t

Jelikoz platnost tohoto vztahu je sama o sobé ndhodnou veli¢inou, mizeme prohlésit, ze ma
svou pravdépodobnost. Tu potom polozime rovnu tzv. spolehlivosti Q . Tato spolehlivost bude
jisté zavisla na poctu opakovani a velikosti piipustné odchylky. Celkovy vztah téchto velic¢in
je nasledujici:

Ho,-o <¢)=a.
Pak interval (@,, -€,0, +€) nazyvame intervalovym odhadem na hladiné spolehlivosti O .

Jak vidime v intervalovych odhadech se pouzivaji metody z odhadti bodovych. Ukazeme si to
na nastinu odvozeni. Sledujeme-li platnost néjakého jevu pfi n nezavislych pozorovani, je
jeho ¢etnost v nahodné proménné M dana binomickym rozdélenim.

Plu=klp) = %%k(l -p"™",

jehoz charakteristiky maji nasledujici tvar:

Elu)=np a D(p) =npl1-p).
Pro relativni ¢etnost pak ziskdme
R, pfRfe A=r]
On O [ O n

Pro dalsi postup je nutné nejprve nadefinovat Cebysevovu nerovnost. Tato nerovnost plati pro
nahodnou veli¢inu X s libovolnym rozdélenim s konec¢nou stfedni hodnotou a rozptylem a ma

tvar
Px -E(x) <€ 21—D8(2X).

Kdyz do této nerovnosti dosadime, podminky splitujici, relativni ¢etnost dostaneme vztah,
ktery je nazyvan Bornoulliho nerovnost:
1 —
cefby-2l=r)
ne

P%ﬂ—p
n

1
Jelikoz také p(l - p) < 2 pak se da psat upraveny vztah

M 1
PEH—-p<e=1-

%; P % 4ne’
limP%E—p <a%:1.
n—co n

Z téchto odvozeni nakonec vyplyva Bernoulliho limitni véta ve tvaru
1
4ne?

a tvrdit také, ze

1- >a
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Dostali jsme se ted’ k cilovému vztahu, ktery ndm umoznuje urcit poc€et pokusti nutnych
k dosazeni zadané spolehlivosti a ptipustné odchylky:

1
"= 4ne*(1-a)”

Je-li interval symetricky, mizeme vyuzit normalniho rozdéleni a centralni limitni véty (viz
3.6. Centralni limitni véta). Pak dostaneme vztah

lim P%G)n -0Q/< jitu E: 20(¢,) -1,
n-o NN

u kterého mtizeme vyuzit pro vypocet a tabelovanych hodnot normélniho rozdéleni.

4.5. Redukce rozptylu

Metody odhadu hodnot, které jsme popsali jsou ve svych principech podobné. Provadime
experiment a z néj vyslé hodnoty umist'ujeme do néjakého vzorce, z né¢jZ usuzujeme na
hodnot¢ odhadované charakteristiky.
Tento popsany zpusob by se dal nazvat naivni simulaci. Nesnazi se totiz béhem experimentu
zlepsovat sviij odhad jinymi dostupnymi informacemi. Princip je jednoduchy. Nahradime-li
v jakékoliv tazi odhadovanou hodnotu pfesnou hodnotou, pak snizime rozptyl vysledku. Tuto
ptesnou hodnotu mizeme ziskat naptiklad z paralelniho analytického vypoctu. Nebo z jinych
dostupnych zdroju (zalezi na charakteru ulohy).
4.5.1. Metoda antitetickych veli¢in
Tato metoda vyuziva pro ziskani charakteristiky toho, Ze k sobé ptipojime dva odhady, které
jsou zaporn¢é korelovany. Kdyz budeme mit odhad ‘@' a odhad ‘®@", pak vysledny odhad bude
mit hodnotu
" 1 +' n
o= ©'+0 ‘
2

Pro jejich rozptyl bude platit

ple| = DW E: L pler +er)= iD(‘@') + L pler)+ ;cov('e','e") ,

4 4

Potom pii cov('G)','G)") < 0 bude platit, ze D('G)) < D('G)') .
4.5.2. Metoda stratifikovanych vybéri

V tomto piistupu se snazime opravit chybu vzniklou tim, ze odhadujeme stfedni hodnotu pro
celou funkci a tudiz zakonité budeme mit vétsi rozptyl nezli bychom méli, kdybychom tuto
hodnotu spocetli pro jednotlivé ¢asti rozdéleni.

Princip této metody je tedy zalozen na rozdéleni mnoziny Q na jednotlivé intervaly, ve
kterych budeme odhadovat. Volba intervalu siln€ zavisi na charakteru ulohy. MiZeme pouZit
naptiklad stejnou velikost. Také je ovSem vyhodné velikost pfizptisobit tomu, jak se od sebe
sttedni hodnoty v jednotlivych intervalech 1isi. Celkovy odhad pak ziskame sectenim
jednotlivych odhadt vynasobenych vahami udavajicimi velikost intervalu. Tedy, pokud
velikost intervalu pro i-ty ¢len je ki, pak

)?izzki)?i s tim, ze inzl.

4.5.3. Metoda ridicich veli¢in

Posledni ndmi popisovana metoda je zaloZena na znalosti veli¢iny C (jiné krom zkoumané X)
u které zndme odhadovanou charakteristiku, napt. sttedni hodnotu. Stfedni hodnotu zkoumané
veli¢iny miizeme vyjadfit statistikou
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X(p) = x -b(C-E(C)),
pticemz plati £ (X (b)) =F (X ) , takZe jde o nestranny odhad a pro rozptyl plati
D[ x(b)] = D(x) - 2bcov(x,C) +b*D(C) .

Minima rozptylu dosahneme pii volbé parametru b timto zptisobem:
b= cov(Y ,C )

D(C)

Pro realné aplikace budeme pocitat tuto hodnotu z generovanych dvojic (X »C ,») jako
Z(Xi _)?)(Ci _6)

sle-cf

p=1

1

4.6. Testovani hypotéz
Dals$i moznosti jak miizeme zpracovavat data z experimentu je statistické testovdni hypotez.
Pti této aktivité budeme testovat pfedpoklady o rozdéleni nahodnych veli¢in. MiiZeme tedy
nejprve odhadnout z jednoho pokusu néjaky piedpoklad a ten pak na dal§im, popf. sérii
dalSich ovéfit.
Pii tomto testovani stoji proti sobé vzdy testovand hypotéza , zna¢ime H .a alternativni
hypotéza, zna¢ime H,.Hypotézami nejcastéji testujeme néjakou charakteristiku ndhodné
veli¢iny. U ni se pak ptdme, zda-li je rovna néjaké hodnoté, popft. zda-li spada do néjakého
intervalu. Pfedpokladejme, Ze testovaci kritérium je H, : © = O, pak mizeme provadét tyto
testy:

1. Oboustranny test ... Alternativni hypotéza je H, : O # Q,

, neboli testujeme, jestli ©>0, 0 ©0>0,.

2. Jednostranny test ... Alternativni hypotéza je H,:© >0,
nebo H, :© <0, ato v pfipadech, kdy miizeme nékterou z variant z néjakého diivodu
vyloucit.

K testovani pouzijeme charakteristiku T, nazyvanou testovaci kritérium. Jeji obor hodnot pak
rozdélime na obor prijeti testovaného kritéria W a kriticky obor = . Potom experimentem
ovétime testovaci kritérium a pokud padne do oboru pfijeti, pak pfijmeme testovaci hypotézu.
V opacném piipad¢ ptijimame hypotézu alternativni.

Pti takovémto testu se mizeme dopustit chyb dvojiho druhu. Oznacujeme je jako

*  Chyba l. druhu ... Chybné zamitnuti testované
hypotézy.
e Chyba Il. Druhu ... Chybné pfijeti testované hypotézy.

Pro cely proces testovani jsou dulezité zejména pravdépodobnosti vzniku téchto chyb, nebot’
nam umoznuji testovat se zadanou presnosti, coz jsme uvitali uz v pripad¢ intervalovych testi.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se nazyva hladinou vyznamnosti a vyjadiuje:
a=Pr0OZH,).

Pravdépodobnost chyby druhého druhu ma odpovidajici tvar
B=ProwH,),
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avSak cCastéji se vyjadiuje ve svém dopliku k jedné, ktery se nazyva sila testu:
1-B =ProzlH,).

Pfi testovani se snazime minimalizovat pravdépodobnosti chyb. Tyto jsou vSak na sobé
zavislé a snizeni jedné vede ke zvyseni druhé., proto se musi nejprve volit jedna z dalSich
vysledkil posléze vybrat ten s minimélni hodnotou té druhé. Dale je tieba fict, Ze sila testu
muZze zaviset na zkoumaném parametru © . Tuto funk¢ni zavislost pak oznacujeme jako
silofunkci.
Dilezitou soucasti testovani hypotéz je vybér kritického oboru. Pfi tom ndm miize pomoct
Neymanova-Pearsova veta, ktera tika, Ze kriticky obor je mnozina spliiujici vztah:

anOS%.

L(x,H,)

Kde konstantou k, zabezpecujeme splnéni pravdépodobnosti chyby 1. druhu, tj.

PEZ((?,%O))Sk“ E:a_
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