Predikatova logika jako prostredek representace znalosti,
dokazovani vét — rezoluce

Uvod do problematiky
Predikatova logika

e prostfedek vnitini reprezentace dat

,»V tom obchod¢ maji nejvyhodnéjsi ceny.*
KDO to tika — reference ke zboZi (jeho typu).

SVET = VOLBA JAZYKA REPREZENTACE (KONCEPTUALIZACE)
geocentricka soust. heliocentricka soust.

Volba ,,zrnitosti ~ jemnosti* reprezentace - musi odpovidat zamyslenému vyuziti.

Ptili§ mnoho detaila Malo informaci
(BLOCK WORLD a, b, ¢ ?
slozeny z 200 kusti LEGA)

JAZYK

1. konstanty = ~ konkrétni objekty

2. predikaty ~ relace mezi objekty

3. funkce

OBJEKTY JAZYKA — TERMY
0 nejjednodussi termy
e konstanty

e proménné

a sloZené termy — aplikace funkci na termy (zachovani arity)

VZTAHY MEZI OBJEKTY — FORMULE

o atomicka formule — predikat aplikovany na termy
o sloZena formule
Necht' a, B jsou formule, pak nésledujici konstrukce jsou formule:
-0 a&B avp o
IXa
vXpB
VX(X>0 - Y (Y>0 & VZ(|Z-al<Y — |f(2)<X)))



Svét kostek

1. <{a, b,c,d,e},{Cerveny, modry, bily}>
unarni predikaty
Zde nelze vyjadtit vlastnosti barev: veseld, studenda, tepld, ...

2. <{a,b,c,d,e, ¢, m,b},{barva( )},{ veseld, studena, ...}>
vesela( barva(a)), studena(m), ...

ZAVEDENI PROMENNYCH A KVANTIFIKACE
- nutné, pokud modelovany svét je rozsahly ¢i dokonce nekonecny.

Pozor na potradi kvantifikatori:

vX 3X dvoti_se(X, Y)
IX vX dvoti_se(X,Y)

SPOJKY A JEJICH PRECEDENCE

Vv

VOLBA JAZYKA muze umoznit ,,zuzit" rozsah zapamatovanych informaci, napft. jista relace mtize byt
definovéna pomoci jinych

= CLEAR (pomoci ON(_, )

= ON(, ) (pomoci CLEAR)

PREKLAD Z PRIROZENEHO JAZYKA

,»Vsechny ¢ervené houby jsou jedovaté
VX( Cerveny (X) & houba (X) — jedovata (X))
VX( Cerveny (X) — (‘houba (X) — jedovata (X)))

,Houba je jedovata jen kdyz, je Cervena.”

,Kdyz houba neni ¢ervena, neni jedovata.*
VX(( houba (X) & jedovatd (X) —> cervend (X))
VX(( houba (X) > (jedovata (X) — cervena (X)))



EKVIVALENTNI UPRAVY FORMULI

p—>q —pvq

p—>q —q—> —p

- (V9 —p & —q

- (p&q) —p v —q

—— P p

(pl&p2) > g pl> (P2 > q)

p— (gl vq2) P—>9q) & (p—>4g2)
Matematicka logika

CiM SE MATEMATICKA LOGIKA ZABYVA?

o Colzevyjadiit? JAZYK
a Colze odvodit?  AXIOMY, ODVOZOVACI PRAVIDLA
o Cojepravdivé?  Plati ve vSech modelech (sémanticky pojem)

VYROKOVA LOGIKA (POCET)

vyrok, pravdivost, tautologie
spojky — charakterizace tabulkou

PREDIKATOVA LOGIKA (1. RADU)

= mluvi o objektech, jejich relacich — predikaty
= vztah k typtim, zobecnéni VX P(X)
= vyyznam formule je pfesné definovan

VYHODY MATEMATICKE LOGIKY:

= rluzné typy generalizace umoziuji zodpovidat velmi komplexni dotazy v prostiedi s neuplnou
informaci

= zarucuje konzistentnost nové odvozenych udajii

= ma prostfedky pro kontrolu ,,platnosti ptedkladanych tvrzeni

(MATEMATICKA) PREDIKATOVA LOGIKA
SYNTAX SEMANTIKA
Formadlni upravy formuli Riizné interpretace vychoziho jazyka
Formalni systém Model teorie (konecné mnoziny
* axiomy specialnich axiomit = konceptualizace)
= odvozovaci pravidla




je interpretace spliujici tyto axiomy.

Logicky diikaz Logicky dusledek teorie — to, co plati ve
vSech modelech teorie

Existuji axiomy a odvozovaci pravidla tak, aby logicky ditkaz < logicky dusledek?

(Korektnost formalniho systému)
—

(Uplnost formalniho systému)
P—

ZHALOSTHI DB

(konceptualizace) SVET
pomaci mnodiny (model)
farmuli

A4

Tataz konceptualizace, tj. popis koneCnou mnozinou vét, mize mit mnoho riznych interpretaci:

e interpretace predikaty se 1i8i pro rizné osoby, napt. byt sympaticky ()

e ohodnoceni proménnych v dané interpretaci (riznych osob je hodn¢) umozni definovat spliiovani
v interpretaci

Formule je platna (valid) < splnéna v kazdé interpretaci: existuji obecné axiomy a odvozovaci
pravidla, pomoci nichz nalezneme praveé platné formule?

! Neexistuje metoda, ktera by zajistila existenci jednoznacné interpretace !
Formalni systém
a Axiomy vyrokové logiky

Al a->P->a)

A2 (a>B->y) > (a—>PB)—>(a—>7y)
A3 (=B > —a) > (a—P)



Schéma specifikace
A4 VXa — a[X]t]
t je substituovatelna za X v «

Schéma kvantifikace implikace
A5 VX (a—B)—> (a—> VXP)
T

Xnenivolnav o

a Odvozovaci pravidla

Modus ponens MP a,a—>f
p
Pravidlo generalizace GEN o
VXa

Diikaz formule ve formalnim systému

Znacku a,...,0a, > B budeme pouzivat jako zkratku zapisu véty: ,,Z formuli ay,...,a,, 1ze dokézat
formuli B

VETA O DEDUKCI

Je-li ¢ uzaviena formule, pak T, > vy prave tehdy kdyz T ¢ > v

Dtikaz:

Indukei podle délky dikazu formule .

V1: VETA O SPORU
- -0 (p—>y)

Dtikaz vychazi z axiomu Al: > —¢ — (—|\y - —|(p)

Diikaz:

(1) VI 5 == = (=0 > =——0)

(2) A3: 5 (= > ———0) > (=0 > 0)
(3) Véta o dedukci na (1)

(4) MP (2), 3)

(5) MP (4) a predpoklad

(6) Véta o dedukei na (5)




Vi (¢ > y) = (=Y = —0)
Véta o dukazu rozborem piipadu:
Je-li T,p—> vy aT,—o—>vy,pak Ty

Ll: o->vy,y>p—>o—>p (¢,y uzavi.)

L2: ¢ —> -0 =0

L3: Q=YY= =0
L4: QDY Y >
L5:  —VX—(X) - 3Xe(X)
Le: (p(X)l—) (p(t),

kde t je substituovatelna

Diikaz L1: véta o dedukci
Dukaz L2: véta o diikazu rozborem ptipadii
¢, P> =0 0,9 > 2P =0
Dtkaz L3: V2: —» ——9p—>¢ all
G2V ===y
¢G> V=Y —>—0

Predikétova logika je monoténni, tj. kdyz T +— ¢, pak TUR > ¢ také !

V5: Bud ¢ uzaviena formule, T teorie, T > ¢ pravé tehdy kdyz T U {—mp} je sporna.

PRIKLAD 1

Kdyz si Anna, Béra a Cyril spolu vyjdou na ob&d, objednavaji vzdy takto:
1. Da-li si Anna maso, pak méa Béra vegetarianské jidlo.

2. Anna nebo Cyril si daji maso, ale ne soucasng.

3. Béra a Cyril nemaji nikdy soucasné vegetariansky vybér.

Ji n€kdo z nich vzdy maso?

Jazyk
o konstanty a, b, c (osoby)
m,v (jidlo)
o predikat ,,p (Osoba, Jidlo)*“ ,,Osoba ma objednano Jidlo*

Dotaz: 3IX p(X,m)

SI1:  p(a,m) — p(b,v)

S2a: p(a,m) v p(c,m) —p(a,m) = p(c,m)
S2b: —(p(a,m) & p(c,m)) p(a,m) - —p(c,m)
S3: —(p(b,v) & p(c,v)) p(b,v) > —p(c,v)

Implicitni informace: ,,kazdy si pfi jedné navstéve objedna prave jedno jidlo*




Sd4a:  p(X,m) v p(X,v) —p(X,m) = p(X,v)
S4b: —(p(X,m) & p(X,v)) p(X,m) = —p(X,v)

S1 -S4+ 3Xp(X, m)

Dukaz:

(1) St1: p(a,m) — p(b,v)

(2) S3: p(b,v) > —p(c,v)

(3) L1: (1), (2) p(a,m) = —p(c,v)

(4) S4a: —p(X,m) = p(X,v)

(5) L6: (4) —p(c,m) = p(c,v)

(6) L4: (5) —p(c,v) = p(c,m)

(7) L1: (3), (6) p(a,m) — p(c,m)

(8) S2b: p(a,m) = —p(c,m)

(9) L3: (8) p(c,m) — —p(a,m)

(10)  L1:(7),(9) p(a,m) - —p(a,m)

(11) L2:(10) —p(a,m)

(12) S2a —p(a,m) — p(c,m)

(13) MP:(12),(11) p(c,m)

(14)  Specifikace VX —p(X,m) - —p(c,m)
(15) L3:(14) p(c,m) > VX —p(X,m)
(16) MP:(15),(13)) VX —=p(X,m)

(17) L5:(16) IX p(X,m) O

Odpovéd’: ,,Osoba c je ta, ktera ji vZdy maso!“ - viz. (13)

NEVYHODY ZVOLENEHO FORMALN{HO SYSTEMU
Lze postup vytvareni ditkazu automatizovat?
a Volba pouzitého axiomu, tvrzeni i odvozovaciho pravidla siln€ zavisi na intuici. Pfi pokusu pouzit

uplné prohleddvani — kombinatorickd exploze.
o Jak vyuzit informaci v dokazovaném tvrzeni pro ziZeni prohledavaného prostoru?

o Néprava? Minimalizace poctu axiomu a pravidel. To umozni ptechod k normalni formé formule —
klauzule. Prazdna klauzule se znaci [l.
a Dtkaz sporem je vic cilové orientovan!

Rezolu¢ni metoda

PRAVIDLO ZAKLADN{ REZOLUCE
Zakladni pojmy

Klauzule — kone¢na disjunkce literala.

Formule A je v klauzulérni formé, pokud ma tvar V(C,& .. &Cy), kde C; jsou klauzule. Uzaviené instanci
formule C;& .. &Cy fikame zakladni instance A.



Jsou-li @, v zékladni klauzule, tj. klauzule bez proménnych a je-li A atomicka formule bez proménnych,
pak

Ave, —Avvy - A a—A jsou doplikové literaly
QoVVy - rezolventa

Mnozina zékladnich klauzuli je spornd < lze z ni zékladni rezoluci odvodit [

Jak Ize ptejit od sporné mnoziny klauzuli ke sporné mnoziné zakladnich klauzuli?
Doporuceni pro dalsi zobecnéni zakladni rezoluce:

a(k). —a(X) v b(X) a(Y). —a(X) v b(X)
b(k) b(Y)

UNIFIKACE

Substituce s se nazyva nejobecnéjsi unifikace pro kone¢nou mnozinu vyrazii {Ei}ic1, kdyz
@ Ei(s) =Ej(s) proijel
qiy Pokud substituce # ma také vlastnost 1), pak existuje substituce v takova, ze E;(u) = (E;(s))(v) pro
libovolné j € L.

Algoritmus unifikace

e nalezne bud’ nejobecnéjsi unifikaci, nebo odpovi, Ze unifikace neni mozna.
e predstavu o jeho praci dava nasledujici tabulka (prace s jazykem obsahujicim predikaty p,r — prvni
unarni, druhy ternarni predikat; unarni funkci f; binarni funkce g, h a konstantu a)

Mnozina literala M Nejobecngjsi unifikace s M(s)
{p(X), p(a)} Xa {p(a)}
IR g LR 28 YIX, ZX (1) X (X))
@I EANIO]  Zig@x), VX {r(h(X.(a.X). 2. X))}
(r(h(a,X),2),r(g(a, X))} neexistuje
{r(h(a,X),X),r(Y,g(a,Y))} neexistuje

ALGORITMUS UNIFIKACE pro mnozinu vyrazi E

Definice:

Necht E je mnozina vyrazii. MnoZina nesouhlasu (disagreement set) pro E vznikne takto:

e Vsechny prvky E se soucasné prohlizeji zleva doprava po znacich az do té chvile, kdy se za¢nou lisit.
Tato pozice se nazyva pozice nesouhlasu.



e 7 kazdého prvku E se ziska ten podterm, ktery zac¢ina na pozici nesouhlasu — mnozinu vsech takto
ziskanych termli nazveme mnozinou nesouhlasu.

PROCEDURA unifikace(seznam_vyrazii)
mgn <[]
UNTIL seznam_vyrazi ma pravé 1 prvek REPEAT
disagreement <«— mnoZina nesouhlasu pro seznam_vyrazl

IF —[ V.t € disagreement (V je proménna & t je term & V nemd vyskyt v t)]
THEN RETURN [‘FAILURE”

ELSE mgn <— mgn o [V]t]
seznam_vyrazil <— (seznam_vyrazi)[t]
ENDUNTIL
RETURN mgn

Existuje obdoba normalni formy vyrokovych formuli i v predikatové logice?

ROBINSONOVO REZOLUCNI PRAVIDLO

Uvazujme dv¢ klauzule @, ¢ takové Ze nemaji zadné spoleéné proménné. Necht existuji neprazdné
klauzule ¢y, y; a klauzule ¢,, y, takové, ze:
* ¢V o= a ViV yo=y
e existuje nejobecnéjsi unifikace s literdlt z ¢; a negaci literald z v, , pak fikdme, Ze rodicovské
klauzule @, y Ize rezolvovat a klauzuli @,s v s nazyvame jejich rezolventou.

Mnozina obecné kvantifikovanych formuli je sporna < [1je odvoditelnd konecnym poctem krokt
rezoluc¢niho pravidla!

Reseni piikladu 1:

K1: —p(a,m) v p(b,v)

K2a: p(a,m) v p(c,m)

K2b: —p(a,m) v —p(c,m)

K3:  —p(b,v) v =p(c,v)

K4a: p(X,m) v p(X,v)

K4b: —p(Y,m) v —p(Y,v)

Negace dotazu: —3Z p(Z,m) = VZ —p(Z,m)

—p(Z,m) K4a
NS
p(X,v) K3
[Xc] \ /
—p(b,v) K1
NS
—p(a,m) K2a

N/



p(com) _'p(Zam)

N/

Normalni prenexni forma
Prenexni forma

Formule A je v prenexni formé, jestlize ma tvar [1;x; .. [1,x B, kde
(i) n=>0 aproVi<nje []bud V nebo 3
(i) xi, .., X, jsou navzajem rtizné proménné
(ii1)) B je oteviena formule (tj. takova, ze z atomickych formuli vznikla pouze pouzitim vyrokovych
spojek)

Napt. Vx Vy 3z (x#20 > x.z=y) je v prenexni formé
VX (x>0— Jz(z.z=x)) neniv prenexni formé

ROZSIRENI TEORIE O FUNKCNI SYMBOLY

limq" =0 proge (0,1)

n—oo

VQVEpsIkYN(Eps > 0&0<Q <1k >1&(N >k —[q"| < Eps))
log Eps
B logq
VQVEpsYN(Eps > 0&0 < Q <1 f(Eps, Q) > 1& (N > f(Eps, Q) —[q | < Eps))

<

f se nazyva Skolemova funkce pro danou formuli (musi to byt novy symbol jazyka).

Necht’ A je uzaviena formule jazyka L, ktera je v prenexnim tvaru. Herbrandiiv variant Ay této formule
ziskdme nasledujicim postupem:
(1) Pokud A neobsahuje zadny V, pak Ay je A
(i) Je-li A tvaru 3x; .. 3x, VyB, pak zavedeme novy funkéni symbol f(n-arni). A oznacime A" formuli
3x; .. 3Ix, By [f(x1, .., Xa)]-

(iii) Au=(A")u. Formule A” obsahuje mén& univ. Kvantifikatorti nez A.

Obdobn¢ Skolemiiv variant: nahrazuje funkcemi existencni kvantifikatory!

Skolemtiv variant formule vznikne postupnou nahradou vsech existen¢né kvantifikovanych proménnych
pomoci Skolemovych funkei.

Véta:
Teorie T, jejiz vSechny specialni axiomy jsou Skolemovymi varianty specialnich axiomu teorie T, je

konzervativni rozsiteni T, tj. je-li T +— ¢, pak T'— ¢ a naopak !




POSTUP PREVODU DO PRENEXNI NORMALNI FORMY

1.

2.

Vylouceni zbytecnych kvantifikatorii — vynechame vSechny kvantifikatory Vx resp. 3x v podformulich
tvaru Vx B nebo 3x B, pokud se proménna x nevyskytuje voln¢ v B.
Prejmenovani proménnych — vyhledame podformuli tvaru Qx A nejvic vlevo takovou, Ze proménna x
se voln¢ vyskytuje v A. Pokud x ma jesté dalsi vyskyt ve vychozi formuli, nahradime podformuli Qx
A jeji variantou Qx’ A’, kde X’ je proménnd riizna od vSech proménnych vyskytujicich se v prevadéné
formuli. Tento proces opakujeme do té¢ doby, az vSechny kvantifikatory maji rizné proménné a zadna
proménnd neni v ziskané formuli souc¢asné volna i vazand (formule s ¢istymi proménnymi).
Eliminace spojky = — provede se podle nasledujiciho schématu:
AoB ... (A->B)&(B—->A)

Presun negace dovniti - provadime postupné nahrady podformuli podle schémat

- (VXA) e ElX—|A,

— (HXA) . VX—|A,

- (A—>B) ... A&—B,

- (—A) ... A
tak dlouho, az se spojka negace vyskytuje nejvyse bezprostiedné pred atomickymi formulemi.
Presun kvantifikatoru doleva — pro B, ve které se nevyskytuje proménna x, provadime néhrady podle
schémat

(Qx A)vB ... Qx (AvB),

(Qx A)&B ... Qx (A&B),

(Qx A) -»B ... Q*’x (A—>B),

B—> (Qx A) ... Qx (B—>A),
Kde Q° je kvantifikator opacny nez Q.

Priklad pifevodu do prenexni formy:

Vy(EIxP(x, y) - EIuR(y, u)) - VXS(X, y)
Vy(EIXP(X, y) - EIuR(y,u)) - VXIS(XI , y)

vy, (HXP(X’ Y, ) - Eth(Yz > u)) — VX S(Xl 5 Y)
VX, (v}’2 (EIXP(Xa Y, ) - EIUR(Yz >U )) ( ))
Vx,3dy, ((EIXP(X Y ) - EluR(Yz »U )) ( ))

VXIHyZ(VX(P(X Y2)_> 3UR(YP ))_> S( 1aY))
Vxlflyzﬂx((P(X Y2)_) EluR(Yza )) ( )

)

VX13Y2E|X(EIU(P(X Y2 ) - R(Yz »u )) ( ))
VxlEIyzﬂxVu((P(x,yz)—) R(yza )) (x17y))

CHURCHOVA VETA O NEROZHODNUTELNOSTI

Pro teorii T, ktera obsahuje prostiedky pro praci s <N,+>, neexistuje rozhodovaci procedura, tj.
algoritmus, ktery pro libovolnou formuli ¢ zkon¢i a vyda odpovéd’, zda T > ¢ nebo nikoliv.




Pozn.: Vyse uvedend uloha je caste¢né rozhodnutelnd (semidecidable), tj. existuje algoritmus, ktery se
zastavi pro kazdou dokazatelnou formuli ¢. Pro ostatni mize pracovat vécné!

Obecné nelze ziskat nic lepsiho, ale z praktického hlediska nas mohou zajimat algoritmy, které se zastavi
pro skoro vSechny vstupy.

Rezolu¢ni procedura (1965) pracuje s formulemi specialniho tvaru — klauzule je uplnd pro dikaz sporu.

Kazdou formuli predikatové logiky lze ptevést do tvaru ,.,konjunkce klauzuli*:
1. Pfevod do prenexni normalni formy
2. Odstranéni existencnich kvantifikatora (pouzitim novych funk¢énich symboli — Skolemovy funkce)

3. Oteviené jadro lze pievést do & nebo v normalni formy metodami vyrokové logiky, tak aby m¢lo tvar
konjunkce klauzuli.

Jak zajistit nalezeni dikazu v konec¢ném Case?
e Hledani dalSich heuristik
e Strukturovani znalosti

Vyjadiovaci omezeni predikatové logiky 1. fadu:

e kuvalitativni tidaje: dnes je strasné osklivo

e neurcitost: blondaci casto maji modré oci

o default r. (nemonoténni uvazovani): vsichni dospéli umi cist (pokud se nepresvédcite o opaku)

e subjektivni uvazovani (belief): vSichni mysli, Ze o svatcich bude prset, ale ja jsem presvédcena, zZe
ne

Pokusy fesit tato omezeni — rizna rozsifeni predikatové logiky.

Nemonoténnost uvazovani, napt v. PROLOGu definice not (pomoci ,.kone¢ného nezdaru®)



