INTERPRETACE FORMULÍ PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 1. ØÁDU

Vyjádøení sémantiky formule { pøiøazení významu výrazùm { pou¿ijeme

relaèní strukturu :

Oznaèíme M relaèní strukturu, která je tvoøena { nosièem D , { relacemi R^n_i ⊂ D^n , { operacemi O^n_i : D^n → D .

Symboly jazyka predikátové logiky prvního øádu interpretujeme takto:

a) Ka¿dé individuové konstantì A pøiøadíme prvek AM nosièe D, AM ∈ D.

b) Ka¿dému funkènímu symbolu f_i pøiøadíme operaci O_i stejné èetnosti.

Termùm, které neobsahují promìnné, odpovídají elementy nosièe, které získáme provedením pøísluźné operace O_i s elementy nosièe pøiøazenými podle bodu a).

c) Ka¿dému predikátovému symbolu P_i o místnosti k pøiøadíme k - ární relaci R_i .

Potom relaèní strukturu M = ( D , O , R ) nazveme interpretaèní strukturou.

Poznámka: Nìkdy volíme symboly jazyka tak, aby vyjadøovaly urèitou standardní interpretaci. Napøíklad jako individuové konstanty zavedeme obvyklá jména lidí { KAREL, JOSEF, ... , jako predikátové konstanty pojmenování vztahù mezi nimi { BRAT R (x, y), SY N (otec, matka, potomek) atd.

Pravdivostní hodnoty pøiøazujeme pøi interpretaci formulí takto: A) Uzavøená atomická formule P (t_1, t_2, ..., t_n) je pravdivá v interpretaèní

struktuøe M, jestli¿e predikátovému symbolu P je pøiøazena relace R

a prvky nosièe D odpovídající termùm t_1, t_2, ..., t_n jsou v relaci R. Atomická formule P je pravdivá v interpretaèní struktuøe M, jestli¿e ji v této relaèní struktuøe vźechny interpretace I splòují. Zapíźeme M |= P . B) Uzavøená formule, tvoøená atomickými formulemi, logickými spojkami a kvanti˛kátory, má pravdivostní hodnotu urèenou pravdivostními hodnotami atomických formulí, interpretací logických spojek podle obecnì známých pravidel a interpretací kvanti˛kátorù.

Kvanti˛kovaná formule (∀ x) P (x) znamená konjunkci formulí P (x) pøes vźechna mo¿ná pøiøazení symbolu x prvkùm nosièe D.

Kvanti˛kovaná formule (∃ x) P (x) znamená disjunkci formulí P (x) pøes vźechna mo¿ná pøiøazení symbolu x prvkùm nosièe D.

Podobnì jako ve výrokové logice platí:

• Formule B logicky vyplývá z formule A, kdy¿ formule B je pravdivá ve vźech interpretaèních strukturách, ve kterých je pravdivá formule A .

• Formule A, která je pravdivá v ka¿dé interpretaèní struktuøe M, se nazývá logicky pravdivá (tautologie).

• Formule A a B nazýváme logicky ekvivalentní , jestli¿e A logicky vyplývá z B a B logicky vyplývá z A .

AXIOMY PREDIKÁTOVÉ LOGIKY 1. ØÁDU

Platí axiomy výrokové logiky (*) a¿ (***) a dále : (∀ x) A(x) → A(t) , (****) kdy¿ term t neobsahuje promìnné vázané v A , (∀ x) (A → B) → (A → (∀ x) B) , (*****) kdy¿ formule A neobsahuje volnou promìnnou x .

Odvozovacími pravidly jsou:

• pravidlo modus ponens: ( A ∧ ( A → B ) ) → B ( B vyplývá z A a z A → B ), • pravidlo generalizace: A → (∀ x) A ( (∀ x) A vyplývá z A ) .

Pravidlo generalizace øíká, ¿e jestli¿e formule A je pravdivá pro blí¿e nespeci- ˛kovanou promìnnou x, je pravdivá pro ka¿dou hodnotu této promìnné.

De˛nice:

Formule A predikátové logiky 1. øádu je formálnì dokazatelná z axiomù predikátové logiky 1. øádu, jestli¿e existuje dùkaz vyu¿ívající uvedená dvì odvozovací pravidla.

ODVOZOVÁNÍ V PREDIKÁTOVÉ LOGICE 1. ØÁDU

Podobnì jako v pøípadì výrokové logiky mù¿eme k axiomùm pøidat dalźí formule { mimologické axiomy. Mno¿inu mimologických axiomù T pak nazveme

teorií jazyka predikátové logiky 1. øádu.

Dedukcí, tj. pou¿itím odvozovacích pravidel, mù¿eme z teorie T dokázat dalźí formule. Jestli¿e formule A je formálnì dokazatelná z teorie T ( je teorémem v T ) , píźeme T ⊢ A . Nechż M je interpretaèní struktura. Jestli¿e vźechny axiomy teorie T jsou v M pravdivé, øíkáme, ¿e M je modelem teorie T a píźeme M |= T . Øekneme, ¿e formule A je pravdivá v teorii T , jestli¿e je pravdivá v ka¿dém jejím modelu. Píźeme T |= A . Lze dokázat (podle Gödela), ¿e formule jazyka predikátové logiky je formálnì dokazatelná z teorie T právì tehdy, kdy¿ je pravdivá v T . Tedy T ⊢ A právì tehdy, kdy¿ T |= A .