12. Lineární   kódy. 

GF(q)  (Galois field)  konečné těleso s  q   prvky

q = pm 

Blokový kód W  stupně n je libovolná podmnožina vektorového prostoru: GF(q)n.

Je-li W navíc  podprostor  dimenze  k mluvíme    o    (n,k)    kódu    (   (n,k) - lineární kód).

Váhou  o(w)   slova  w(W  (Hammingova váha)     kódu     W     rozumíme    počet nenulových   složek  vektoru  w.

Váhou     O(W)      kódu     W     rozumíme minimální   váhu   nenulového   slova kódu W.

Vzdálenost  kódových   slov  d(w1,w2) je definována předpisem:

d(w1,w2)  =  o(w1-w2).

Funkce     d(w1,w2)     má     vlastnosti metriky (Hammingova metrika).

DEKÓDOVACÍ    PRAVIDLO:

W( GF(q)n

Přijmeme-li slovo   w,  které  není  z W dekódujeme  jej  jako  vyslané slovo    w1(W pro      které     platí      d(w,w1)     je minimální.



�Tvrzení:

Buď  W lineární  blokový kód  (n,k) o váze  r  pak  je  takový  kód  schopen opravovat       t     chyb v jedné kombinaci, pro každé takové   t   pro které platí:    2t < r.

Důkaz:

Buď  v  slovo  které  se  od vyslaného slova  w   liší  v t  místech. Je  třeba dokázat,  že  každé  jiné  slovo w1 má  větší vzdálenost   tj.  liší se ve více než  t  místech.

Předpoklad  existuje  slovo  w1,  pro které d(w1,v)<=t.

Platí: r ( d(w,w1) ( d(w,v) +  d(v,w1)  ( 2t  (  spor.

Generující    a    prověrková   matice lineárního (n,k) kódu  W 

Matice G k  řádkových  vektorů, které tvoří bázi podprostoru (kódu) W se nazývá generující matice kódu. Matice G je rozměru (k,n).

Matice   H    rozměru   (n-k,n)   jejíž řádkové  vektory  tvoří  bázi řešení soustavy lineárních  rovnic Gu=0 se nazývá prověrkovou  maticí   kódu.

Jinak formulováno:

Bázové     vektory     kódu     W    tvoří generující matici. Bázové vektory "orthogonálního" doplňku W( podprostoru   W   tvoří   zajišťující matici   kódu.�Kódy       nad        tělesy     GF(  2m   )  charakteristiky  2.

�k�n-k��n-k�����I�M�*�MT�k�= M+M = 0������I�n-k���Vzhledem   k  matici   I  tvoří   řádky matice:

�k�n-k��k�I�M��bázi       vektorového      podprostoru W (n,k) a  sloupce matice:

�n-k��k�MT��n-k�I��bázi "orthogonálního"  doplňku W  .  Proto: matice:

�n-k��k�MT��n-k�I�� je prověrkovou    maticí    kódu  a   matice:                               

�k�n-k��k�I�M�� generující   maticí   kódu.�Tvrzení:

  Jestliže   každá   submatice  tvořená  r   sloupci   zajišťující    matice   je lineárně  nezávislá
 
 a  jestliže r je takové největší číslo, potom  váha kódu = r+1.

Důkaz:    Označíme:                           

H�=�h1�h2�h3�...�hn��dále       w = (w1,w2,..wn) je kódovým  slovem právě když platí:                          � VLOŽIT Equation.2  ���� VLOŽIT Equation.2  ���wi*hi = 0

vzhledem        k        předpokladu       o nezávislosti    každých    r   sloupců matice   H  je   nutné  pro   nenulovou kombinaci w aby    r+1   složek takového jinak    libovolného    vektoru   bylo nenulových,    tedy    váha    kódu   je alespoň  r+1.

Pro  podprostory  nad  tělesem GF(2) libovolné  dva   různé  vektory  jsou lineárně       nezávislé ( pokud      se matice  H  skládá  z  po  dvou různých sloupců a neobsahuje nulový sloupec. Pak   je   váha   odpovídajícího kódu  alespoň  3.   Proto  takový  kód opravuje alespoň jednoduché chyby.

Hammingovy kódy:

 Zajišťující matice:

��1�2�3�4�5�6�7��H�=�0�0�0�1�1�1�1����0�1�1�0�0�1�1����1�0�1�0�1�0�1��Po přerovnání:

��4�2�1�3�5�6�7��H�=�1�0�1�0�1�1�1����0�1�0�1�0�1�1������0�0�1�1�1�0�1��

=> Generující matice:

4�2�1�3�5�6�7���0�1�1�1�0�0�0�i1��1�0�1�0�1�0�0�i2��1�1�0�0�0�1�0�i2��1�1�1�0�0�0�1�i3����

Po návratu na původní pořadí sloupců:

1�2�3�4�5�6�7���1�1�1�0�0�0�0�i1��1�0�0�1�1�0�0�i2��0�1�0�1�0�1�0�i3��1�1�0�1�0�0�1�i4��z1�z2�i1�z3�i2�i3�i4���(  Zajišťující rovnice:

z1 = i1 + i2 + i4             z2 = i1 + i3 + i4

z3 = i2 + i3 + i4

Délky   plných  Hammingových  binárních kódů:

3, 7, 15, ... ,2n -1, ...

Počty "vybraných"  kódových   kombinací:

2, 16,  211,  . . . , 2(� VLOŽIT Equation.2  ���- 1 -n) , ... 

Využití kódu:

Využitý počet kombinací

�Ideální počet kombinací



Zkrácené Hammingovy kódy

Odhalují i některé dvojité chyby:



Detekční rovnice libovolného Hammingova kódu:

H�=�h1�h2�h3�...�hm�
�
Vyslaná kombinace:

x�=�x1�x2�x3�...�xm�
�
Pro ní  platí:     H*xT = 0    tj. � VLOŽIT Equation.2  ���hi xi = 0

ei   -  chybový    vektor      tj.:


�
�1�...�i�...�m�
�
ei�
=
�0�0
...0
�1�0
...0
�0�
�
Přijatá kombinace:  y = x + ei

Detekční rovnice dá:        Hy = Hx + Hei = 0 + hi = hi 

Tj. Pokud při přenosu byla jednoduchá (jednomístná) chyba je po detekční rovnici jako výsledek sloupec zajišťující matice H odpovídající posici chyby.

Přijatá kombinace je považována za správnou, pokud detekční rovnice dá 0. 

Konstrukce    kódu    detekujícího   a opravujícího jednoduché   a  dvojnásobné chyby (princip ne efektivní metoda):

Nejprve     konstrukce    zajišťující matice:

1. Sestrojíme  všechny   možné  nenulové sloupce o "m" složkách:

2. Vezmeme   první   dva   a   ze   seznamu vyloučíme   sloupec   který   vznikne jejich  součtem, přidáme  třetí a ze seznamu  vyloučíme   sloupce,  které vzniknou součtem třetího s prvním a třetího s druhým.

Dále indukčním krokem:

Máme  vybráno  "n"  sloupců, přidáme n+1 a vyloučíme        všechny sloupce,   které   vzniknou   součtem n+1  s  každým  předchozím.  Součet se myslí   ve   vektorovém   prostoru  na dvouprvkovým tělesem.

Pozn.: je  vhodné začínat bazickými sloupci  (obsahujícími  právě jednu jednotku).

�Vztah         minimální        Hammingovy vzdálenosti   -   tj.   váhy   kódu   s detekčními          a         opravujícími schopnostmi:

w = váha kódu

w=1  existuje  alespoň  jedna  jednoduchá  chyba, která nebude detekována.

w=2  detekuje   všechny  jednoduché  chyby   a  alespoň  jednu jednoduchou neumí opravit.


x 
-------
 o
 -------
x

w=3  detekuje  všechny  jednoduché  a  dvojnásobné  chyby, umí opravit  všechny jednoduché,  existuje alespoň  jedna dvojnásobná chyba, kterou neumí opravit.

x ---- o ---- o ----- x

w=4 detekuje všechny jednoduché, dvojnásobné a trojité chyby, opravuje všechny jednoduché,  existuje alespoň jedna dvojnásobná, kterou neumí opravit.

x --- o --- o --- o --- x

w=5   detekuje  všechny   jednoduché,  dvojnásobné,   trojité a čtyřnásobné chyby, opravuje všechny  jednoduché a dvojnásobné a existuje alespoň jedna trojnásobná kterou neumí opravit.

x --- o --- o --- o --- o --- x

 ............

Námět 1.: Nalezněte obecný  vztah pro detekční a opravující schopnost kódu:



Námět 2.: Sestrojte Hammingův kód nad tříprvkovou abecedou tak, aby přenášel symboly (písmena) primární abecedy o alespoň 10 prvcích (písmenech).



Lineární   kódy pokračování.

Konstrukce - odvozování kódů:

Rozšířené Hammingovy kódy:

����0�����0���H��...������0��1�1�...�1�1��( Kód doplněný o úplnou kontrolu paritou

Námět 3.::  Pokud  má  původní  kód  minimální  vzdálenost d , pak rozšířený kód má minimální vzdálenost d pokud d je sudé číslo a d+1 pokud d je liché číslo - dokažte.

Naznačení důkazu:

Buď v1v2v3v4.. vn-1vn slovo  původního kódu minimální váhy, potom pokud d je sudé je v1v2v3v4.. vn-1vn0 slovo nového kódu minimální váhy. Podobně pro d liché je v1v2v3v4.. vn-1vn1 slovo nového kódu minimální váhy.

Námět 4.: Lze rozšířit  rozšířený kód s efektivním výsledkem ?

Ternární kódy:   (kódy nad tělesem modulo 3)

H�=�0�1�1�1����1�0�1�2��

H�=�0�0�0�1�1�1�1�0�1�1�1�1�1����0�1�1�0�0�1�1�1�0�2�2�1�2����1�0�1�0�1�0�1�2�2�0�1�2�2��Kódy opravující trojnásobné chyby:

(Golayovy kódy G 23,G24,binární kódy)



G23�=�������������������I��B��11��������������1�1�...�1�1����12��11����

G24�=�����1���������1�����I�B�...�11��������1������1�...�1�0�1����12�11�1���Matice B  vznikne cyklickým posuvem řádku:

                     11011100010

tj.
                11011100010

                     01101110001

                     10110111000

                     ......

Kód G24  je samoduální tj. matice  generující je zároveň maticí zajišťující!

Námět 5.:   Kódová vzdálenost G24 je 8. Dokažte využitím vlastnosti, že každé  kódové slovo musí mít sudý počet  jednotek  a  rozdělením  počtu  jednotek  mezi  levou část (odvozenou z identické matice) a pravou zbývající část.

Námět 7.: Efektivní dekódování kódu G24 !

(Adámek J.: Kódování. SNTL Praha 1989. str. 70 a další)



Další operace rozšiřování kódu:

Obecně se  jedná o přidání slova  které se v kódu  nevyskytuje ke všem  kódovým  slovům  spolu   se  všemi  lineárními  kombinacemi. Speciálně  jde o  přidávání slova  11111111..11 ke  kódu který ho neobsahuje ve tvaru

                   v+(111111..1).

Takový kód má pak váhu:           min (d,n-dd)

kde d je  váha původního kódu a dd je  váha duálního kódu (tj. „orthogonálního“ doplňku).

Otázka  jak  se  změní   zajišťující  matice  původního  kódu  na zajišťující matici nového kódu !
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