11 .Konečná tělesa  a algebraický aparát pro kódování.


(algebraická tvrzení pouze přehledově)





Těleso:           (T,+,*,0,1),  T  je konečná množina,   0,1( T


Vlastnosti operace +:


t1+t2 = t2+t1                                                            komutativní


t1+(t2+t3) = (t1+t2)+t3                                  asociativní


t( T => existuje (-t); t+(-t) = 0    existence inverze


t+0 = t


Vlastnosti operace *:


t1*t2 = t2*t1                                                                 komutativní


t1*(t2*t3) = (t1*t2)*t3                                       asociativní


 t( T, t<>0, =>  existuje (t-1  );  t*(t-1  ) = 1  existence inverze 


                                                                                            nenulového prvku.


t*1 = t


Distributivní zákon:


t1*(t2+t3) = (t1*t2)+(t1*t3)


Těleso nemá dělitele nuly


t1*t2=0  (   t1=0    nebo        t2=0


�
Těleso mod 2:
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Těleso mod 3:
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Tělesa mod p   kde p je prvočíslo.


                 t1 +  t2 = (t1 +  t2) mod p


                 t1 *  t2 = (t1 *  t2) mod p





Pokud  p   je složené číslo  MOD p   není těleso:


Struktura mod 4=2*2
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Není tělesem - viz tabulka násobení.                                                      





Charakteristika tělesa je nejmenší počet  jednotek,  jejichž  součet dá nulu.





Tvrzení: Charakteristika konečného tělesa je prvočíslo.


Předpoklad:Charakteristika je složené číslo.


1+1+1+1+1+ ...+1+1+1  =0


�                                                  








(1+1+..+1)+(1+1+..+1)+..(1+1+..+1)=0


                                                                   


�





označíme  (1+1+..+1)=z                       1   m-krát 


potom   z+z+...+z=0                          z    n-krát  


Použijeme-li distributivního zákona, dostaneme:


z*(1+1+...+1)=0        =>    z = 0    nebo   (1+1+...+1)=0


V obou  možnostech  se  jedná  o  spor,  neboť charakteristika je nejmenší takový počet jednotek jejichž součet dá nulu.





Chápeme-li     konečné    komutativní těleso   jako   vektorový   prostor  s množinou    vektorů    T    a   množinou skalárů I ={z: z =n1},  (n1 = součet n jednotek)  dostáváme:


existuje báze t1,t2,t3,...,tm tak, že pro každé  t(T, existují prvky


a1,a2,...am  takové, že:          t=� VLOŽIT Equation.2  ���aiti  a navíc


korespondence      t ( a1,a2,...am  je    vzájemně    jednoznačná,   počet prvků I  je roven prvočíslu    p. Proto 


 T  = pm


Počet prvků každého konečného tělesa je roven mocnině některého prvočísla.





Definice:  Polynom nad  tělesem T je každá  nekonečná  posloupnost prvků z T která má jen konečný počet prvků nenulových nebo žádný (nulový polynom).         Posloupnost        je indexována od 0. Stupeň polynomu je nejvyšší index nenulového prvku.


Označíme x  za   následující polynom (transcendentní prvek nad tělesem „koeficientů“)


0, 1, 0, 0, ....


x0  =   1,0, 0, 0, 0, ....


x1  =   0, 1, 0, 0, ....


x2  =   0, 0, 1, 0, 0, ....


x3 =   0, 0, 0, 1, 0, 0, ....


 ............


Potom polynom     p0,p1,p2,p3,p4, ...., pn,0,.. lze psát:


p(x)=� VLOŽIT Equation.2  ���pi*x


Součet, součin, násobek polynomů.


Dva  polynomy  jsou  si  rovny <=> jsou-li      si      rovny      ve     všech koeficientech.


Př.: polynomy nad tělesem  T = mod 2.


                  p(x)=1+x+x2                     0   1    1   0 ...


                  q(x)=1                      1   0   0    0 ...


Jedná  se  o  dva  různé  polynomy  tvořící pro všechny přípustné hodnoty {0,1} dvě totožná zobrazení.





Nerozložitelný polynom nad tělesem T.


Polynom p(x) je nerozložitelný   <=>


p(x)=r(x)*s(x)             =>     r(x)  nebo  s(x)   je konstantou.


Pro   každé   konečné   těleso a pro každý stupeň  existuje nerozložitelný polynom s koeficienty   z tohoto   tělesa  a   s tímto stupněm.


( Lze  vytvořit   pro  každé  prvočíslo "p"    a    pro    každou    mocninu   "n"  konečné těleso o  „p“   prvcích.


Takové  těleso  je  algebra polynomů nad  prvočíselným  tělesem   mod  p  , modulo nerozložitelný polynom g(x) stupně n.


Příklad: čtyřprvkové těleso (T(= 22 


„Prvotěleso“: I = {0,1}  mod 2,  nerozložitelný polynom stupně 2 =  1+x+x2 �
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Zapsáno jako posloupnosti:
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Formálně přepsáno pomocí dekadických číslic:
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Pokud konečné těleso existuje, pak je jediné až na izomorfismus (označení jeho prvků).


Námět 1.: Co je jednotkou v předchozí tabulce tělesa?


Námět 2.: Sestrojte devíti prvkové těleso.


Důvod polynomické reprezentace:


Dělení se zbytkem (pro polynomy nad binárním tělesem) se snadno realizuje pomocí zpětnovazebních registrů. Příklad (Adámek J.: Kódování, SNTL Praha 1989, str.:110):





�u3 u2 u1 u0                                                                                                               q3 q2 q1 q0


         +                              +


u(t)   z(t+1)     r2          z(t)   y(t+2)          r1     y(t+1)       r0               y(t)





Pro „časové“ rovnice lze psát:


y(t+2) = z(t) + y(t)


z(t+1) = u(t) + y(t)     všech v operacích tělesa MOD 2


Po dosazení do první rovnice z druhé za z(t) dostaneme:


y(t+2) = u(t-1) + y(t-1) + y(t), převedeme  „y“ na jednu stranu a dostaneme:


y(t+2) + y(t) + y(t-1) = u(t-1),  po „přečíslování“ času získáme:


y(t+3) + y(t+1) + y(t) = u(t), zavedeme - li operátor „předstihu“  d, můžeme psát:


Yd3  +   Y d1 + Y = U můžeme napsat „operátorovou“ rovnici:





Y = � VLOŽIT Equation.2  ��� 


Námět 3.: Dokažte, že pokud na vstup takového „filtru“ vstupuje polynom u(x), pak po skončení na výstupu bude podíl po dělení polynomem d3 + d1 +1 ( ( x3 + x + 1) rovný q(x) zbytek r(x)  zůstane zachován jako stav zpožďovacích (paměťových) členů. Jaké musí být počáteční stavy (tj. před vstupem posloupnosti u(x)) jednotlivých pamětí ?


Námět 4.: Navrhněte, odvoďte takový filtr pro dělení polynomem 


x4 + x3 + x2 + x +1.


Námět 5.: Jak se liší následující filtr pro „dělení se zbytkem“ od výše uvedeného ?
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u(t)   y(t+3)              y(t+2)               y(t+1)                               y(t)
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Paměť a zpoždění o takt
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