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 Kapacita kanálu je maximum  sdílené informace přes všechna možná rozdělení pravděpodobnosti vstupní abecedy:





                   C = maxp(x)   I(X;Y)


                       


Elementární příklady:


Binární deterministický kanál:


                            X                                                                                                           Y





�       0   o                   o  0





�       1   o                   o  1


I(X;Y) = H(Y)-H(Y/X) = H(Y)-(xp(x)H(Y/X=x)


H(Y/X=x) = (x p(y)log(p(y/X=x)) = v tomto případě =0





Potom  H(Y)=H(X) a  ta nabývá maxima pro   p(0)=p(1)=0.5 Potom:  C=1 bit.


Binární symetrický kanál:





                           X                                                                                                      Y


                     1-p      


      0   o                o  0                                                                                                          


              p               p   


�      1   o                o  1 


                     1-p   











I(X;Y)=H(Y)-H(Y/X)= H(Y)-(x p(x)H(Y/X=x) 





(x p(x)H(Y/X=x) = - (x p(x) (yp(y)log(p(y/X=x)) (


 (x p(x)H(p) = H(p)





kde H(p)=-p log p - (1-p)log(1-p)


Potom:                  I(X;Y)=H(Y)-H(p) ( 1-H(p)


přičemž rovnost nastává pro p(x)=1/2


Proto:


C ( 1-H(p)


protože   rovnosti   lze   dosáhnout, platí:


C = 1-H(p) bitů


                                                                �
Binární kanál s "mazáním":


                                                                       1-p


�     0 o                            o 0


                    p   





                                   o e ( m


                    p





     1 o                            o 1


                                                                    1-p  





I(X;Y) = H(Y)-H(Y/X) = H(Y)- (x p(x)H(Y/X=x)


C=maxp(x) H(Y) - H(p)


p(1) = (   p(0) = 1-(   pro vstupní stranu.


H(Y)=H(p)+(1-p)H((), potom:





C = maxp(x) H(Y) - H(p) = max( (1-p)H(()





Pak:                                               C = 1-p


                 �
                                                 


Symetrický kanál:


Přenosová matice:


y1�
...�
yi�
...�
ym�
�
�
�
�
�
�
�
x1�
�
...�
...�
...�
...�
...�
�
�
�
�
p(yi /xj )�
�
�
xj�
�
...�
...�
...�
...�
...�
�
�
�
�
�
�
�
xn�
�
Definice:


Kanál  je   symetrický  (  jestliže všechny    řádky    přenosové   matice jsou     tvořeny     permutací     týchž pravděpodobností        a       současně sloupce  této   matice  jsou  tvořeny permutací    týchž čísel.


Kanál    je    slabě    symetrický   ( jestliže  všechny   řádky  přenosové matice    jsou     tvořeny    permutací týchž  pravděpodobností  a současně všechny    sloupcové     součty    jsou shodné.





Kapacita        slabě       symetrického kanálu:


I(X;Y)=H(Y)-H(Y/X)=H(Y)-H(r)


kde      r     =      (r1,r2,...,rm)     jsou pravděpodobnosti   řádku  přenosové matice  a     H(r)=- (i ri log(ri)


Potom:  C = maxp(x) I(X;Y) = maxp(x) (H(Y)-H(Y/X)) =


= maxp(x) H(Y)-H(r)  (  log( (Y( )-H(r)


Rovnosti   je   dosaženo   pro   rovnoměrné   výstupní  rozdělení pravděpodobnosti: ale protože pro rovnoměrné vstupní rozdělení pravděpodobnosti:


    p(y)= (x p(y/x)p(x)=(1/ (X( ) (x p(y/x)=


= (1/ (X( ) C = (1/ (Y( )


      


kde C je sloupcový součet přenosové matice.


Rovnoměrné  výstupní  rozdělení  je  u  slabě symetrických kanálů dosažitelné  pomocí  rovnoměrného  vstupního  rozdělení, kanál má potom kapacitu:


C = log( (Y( ) - H(r)


dosažitelnou pro vstupní rozdělení pravděpodobnosti:        


p(x) = 1/ (X( 


�


Kód s minimální délkou v prefixové konvenci pro zdroj nezávislých symbolů.


�


X -  je konečná abeceda zdroje, generuje nezávislé symboly.


Y    -        je   abeceda    ve   které   chceme        kódovat.


f    je kód    <=>       f: X ( Y+


Y+   je     množina     všech    konečných posloupností symbolů z Y.�
Prefixové kódy:


Kód  se  nazývá  prefixový, jestliže žádné  kódové slovo  kódu  není  levou částí    žádného     jiného    kódového slova kódu.


Př.:      X={a,b,c,d},    Y={0,1}


f     a -->   0


      b -->   10


      c -->   110


      d -->   111





   Prefixový        kód        nepotřebuje oddělovací  znaky  a  je jednoznačně dekódovatelný    ihned    po   přijetí potřebného    počtu     znaků    kódové abecedy,    bez     ohledu    na    znaky následující.


Př.:


                    11101001100





          111   0   10   0   110   0


          d     a   b    a   c     a





Značení:


   f(X) - je seznam kódových slov  abecedy X v abecedě Y.





   y   ( f(X)                d(y)   je  počet  písmen   slova     y.


�
Kraftova nerovnost:


Kód  f(X) je  prefixový ( splňuje následující nerovnost:


              � VLOŽIT Equation.2  ���(Y(-d(y) ( 1.0





Věta platí oběma směry:


Ke   každé   posloupnosti   splňující Kraftovu    nerovnost     lze    nalézt prefixový kód nad abecedou Y. Každý prefixový    kód    splňuje   Kraftovu nerovnost.


Střední  délka   kódového slova:


                L  =� VLOŽIT Equation.2  ���p(x) * d(y)


Problém nalezení minimálního kódu, tj.    kódu  f  s minimální   střední délkou:


� VLOŽIT Equation.2  ���p(x) * d(y) (� VLOŽIT Equation.2  ���p(x) * d(y)


za omezující podmínky:





� VLOŽIT Equation.2  ���(Y(-d(y) ( 1.0





=> minimalizace kriteriální funkce: (Lagrangeova metoda)


Q(d1,d2,..,d X ,d) = � VLOŽIT Equation.2  ���pi * di  + d*(� VLOŽIT Equation.2  ���(Y(-di - 1.0)�
Řešení:


               (Y(-di = pi /(d*ln((Y()), po dosazení do vazební podmínky dostaneme d = 1/ln(Y(. Tj. (Y(-di = pi, tj.:


di = -log(Y( pi


Potom (minimální)  střední délka kódového slova je:


Lid-opt = - ( pi log(Y( pi = H(Y( (X)


Protože nelze dosáhnout rovnosti di = -log(Y( pi ( di ve skutečnosti musí být celé číslo) platí Lopt ( H(Y( (X). Podobným způsobem lze dokázat nerovnost:


H(Y( (X) ( L opt ( H(Y( (X) + 1





Modelová    situace     -    z    původní abecedy X vytvoříme slova  délky  n.


Předpokládáme    zdroj   nezávislých symbolů.


                                H(X1,X2,..,Xn) = � VLOŽIT Equation.2  ���H(Xi) = n*H(X)


Tyto slova budeme považovat za nový zdroj a jejich střední délku Ln


Potom:


H(X1,X2,..,Xn)<=Ln<=H(X1,X2,..,Xn)+1


Střední  délka  kódovaného  slova na jeden kódovaný symbol ln = Lm /n.


H(X1,X2,..,Xn) (    Ln    ( H(X1,X2,..,Xn)+1�
Pro zdroj nezávislých symbolů:


H(X) < = ln  <=H(X)+ 1/n             


Závěr:


Entropie    charakterizuje   střední délku     kódových     slov     kódované abecedy  X  v  symbolech (písmenech) abecedy    Y,    za    předpokladu,   že pro výpočet  entropie použijeme log se základem (Y( . Charakterizace je ve    smyslu   nerovnosti výše uvedené   a   za předpokladu,  že  užíváme prefixový kód.


=> optimální     kód     -     Huffmanova metoda    kódování.





Námět 1.: Dokažte, že Huffmanův kód vede na rozdělení písmen kódové abecedy co „nejbližší“ rovnoměrnému (trochu náročnější, zajímavé).








Algoritmus (Huffmanův kód pro cílovou binární abecedu):





Vezmeme dva nejméně pravděpodobné symboly ve zdrojové abecedě. Tyto dva symboly budou mít kódová slova stejné délky a budou se lišit posledním symbolem [ten bude přiřazen libovolně]. Nadále budeme tyto dva symboly chápat jako jediný. 





Celý postup opakujeme tak dlouho dokud zbývají alespoň dva symboly. 





Kódem bude pak slovo v písmenech kódové abecedy na psané v opačném pořadí jak byly symboly přiřazeny.





A�
a�
b�
c�
d�
e�
�
P(x)�
0,25�
0,25�
0,2�
0,15�
0,15�
�






Vezmeme  d, e     přiřadíme  d(0), e(1), vytvoříme novou abecedu:


A�
a�
b�
c�
d0, e1�
�
P(x)�
0,25�
0,25�
0,2�
0,3�
�



Vezmeme b, c přiřadíme b(0), c(1), vytvoříme novou abecedu:


A�
a�
b0, c1�
d0, e1�
�
P(x)�
0.25�
0,45�
0,3�
�



Vezmeme a,  d0,e1  a přiřadíme a(0), d0,e1(1), vytvoříme novou abecedu:


A�
a0, d01, e11�
b0, c1�
�
P(x)�
0,55�
0,45�
�
  


Vezmeme a0, d01, e11,     b0, c1  a přiřadíme a0, d01, e11(0), 


b0, c1(1), vytvoříme novou abecedu:


A�
a00, d010, e110, b01, c11�
�
P(x)�
1,0�
�



Proces končí: kódy budou (POZOR opačné pořadí):





a       00


b       10


c       11


d       010


e       011 





P(x)�
0,25�
0,25�
0,2�
0,15�
0,15�
�
 -log2P(x)�
2,00�
2,00�
2,32�
2,74�
2,74�
�



Námět 2.: Je nezbytné otočit  pořadí?


�
Algoritmus (Huffmanův kód pro cílovou n-ární abecedu):


Vezmeme n nejméně pravděpodobných symbolů ve zdrojové abecedě. Těchto n symbolů bude mít kódová slova stejné délky a budou se lišit posledním symbolem [ten bude přiřazen libovolně]. Nadále budeme těchto n symbolů chápat jako jediný. 


Celý postup opakujeme tak dlouho dokud zbývá alespoň n symbolů. 


Kódem bude pak slovo v písmenech kódové abecedy na psané v opačném pořadí jak byly symboly přiřazeny.





Kódování v kódové abecedě 0,1,2


A�
a�
b�
c�
d�
e�
�
P(x)�
0,25�
0,25�
0,2�
0,15�
0,15�
�



Vezmeme  c, d, e     přiřadíme  c(0), d(1), e(2), vytvoříme novou abecedu:


A�
a�
b�
c0, d1, e2�
�
P(x)�
0,25�
0,25�
0,5�
�



Vezmeme  a, b,  c0,d1,e2      přiřadíme  a(0), b(1), c0, d1,e2(2) vytvoříme novou abecedu:


A�
a0, b1, c02, d12, e22�
�
P(x)�
1,0�
�



Proces končí: kódy budou (POZOR opačné pořadí):


a       0


b       1


c       20


d       21


e       22 


P(x)�
0,25�
0,25�
0,2�
0,15�
0,15�
�
 -log3P(x)�
1,26�
1,26�
1,46�
1,73�
1,73�
�



Námět 3.: Dokažte, že tímto postupem vznikne prefixový kód (jednoduché).





Námět 4.: Jaké by bylo pravidlo zaokrouhlování, kdyby se kód sestavoval na základě vztahu:        di = -log(Y( pi  (kdy a jak nahoru. kdy jak dolů).





Námět 5.: Definujete postfixový kód. Navrhněte „nejkratší“ kódování v tomto kódu.





Námět 6.: Existuje „kratší“ kód než kód Shannonův ? Co je podstatným předpokladem ve výše uvedené metodě (viz Lempel - Ziv kód). 





Námět 7.: Dokažte Kraftovu nerovnost - oběma směry.


Námět 8.: Navrhněte   metodu   kódování   zpráv zdroje,  který   generuje  Markovský proces.





Literatura pro podrobnější studium: 





Witten, I. H., Neal, R. M., and Cleary, J. G. (1987): Arithmetic coding for data compression. Communications of the ACM 30 (6): 520 - 540. 
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