9. Jednotka  entropie,   sdílené  informace,  význam   a  využití, entropický spád, limitní problémy  a tvrzení.





H(X) = -� VLOŽIT Equation.2  ��� p(x) log p(x)



H(X) =� VLOŽIT Equation.2  ��� p(x) log (1/p(x))



H(X) =� VLOŽIT Equation.2  ��� log (1/p(x))p(x)





H(X) = log� VLOŽIT Equation.2  ���(1/p(x))p(x)



Položíme H(X) = n, hledáme tedy náhodnou proměnnou, která má neurčitost n bitů, potom:

log� VLOŽIT Equation.2  ���(1/p(x))p(x) = n      proto



� VLOŽIT Equation.2  ���(1/p(x))p(x) = 2n



Pro jednoduchost budeme předpokládat (X(=2,  X={a,b}, p(a)=p, p(b)=1-p, p>0, n=1.

Potom výchozí rovnice přejde na:



pp (1-p)1-p  = 1/2  tato rovnice má řešení pro p=1/2 



Námět 1.:  má výše uvedená rovnice i jiné řešení ?



( Neurčitost jednoho bitu znamená, sledovat produkci zdroje dvou stejně pravděpodobných písmen.

�Námět 2.: budeme předpokládat (X(=4,  X={a,b,c,d}, p(a)=p1, p(b)=p2, p(c)=p3, p(d)=p4 =1-p1-p2-p3 pi>0, n=2. Dokažte, že rovnice � VLOŽIT Equation.2  ���(1/p(x))p(x) = 2n  má v tomto případě řešení p1=p2=p3=p4=1/4. Může mít i jiné řešení ?? Zobecněte pro (X(= 2n . Návod - použijte horní mez pro entropii n - znakového generátoru.



Odvození významu jednotky vazební informace I(X:Y):



Budeme předpokládat (X(= 2, X={x1, x2}, p(x1)=1/2, p(x2)=1/2, (Y(=k, Y={y1,y2,y3, ... ,yk}, p(yi)>0 a navíc I(X:Y)=1. Potom:



I(X:Y) = � VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y) log(� VLOŽIT Equation.2  ���)  = 1



 � VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y) log(� VLOŽIT Equation.2  ���)  = 1

� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y) log(� VLOŽIT Equation.2  ���)  = 1

� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y) log(2p(x/y))  = 1

� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y) log(2) +� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y)  log p(x/y))  = 1

1+� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y)  log p(x/y))  = 1



� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y)  log p(x/y))  = 0



Zde sčítáme přes sčítance které jsou buď nulové nebo mají stejné znaménko! Proto:

p(x,y)  log p(x/y))  = 0   ( x,y



( (p(x,y) = 0  (  log p(x/y) = 0) ( (p(x,y) = 0  (  p(x/y) = 1) (  (p(x/y)p(y) = 0  (  p(x/y) = 1) ( (p(x/y) = 0  (  p(x/y) = 1)



Tj. při známém výstupu  [y] lze s jistotou rozhodnout o tom zda dané [jedno ze dvou stejně pravděpodobných písmen] bylo vysláno.



Vazba mezi vstupem a výstupem má informační obsah jednoho bitu pokud lze na základě pozorování jedné náhodné proměnné  (vstupu nebo výstupu) rozhodnout (a to s jistotou) do které ze dvou stejně pravděpodobných skupin patří druhá náhodná proměnná.



(



Vazba mezi vstupem a výstupem má informační obsah n bitů pokud lze na základě pozorování jedné náhodné proměnné  (vstupu nebo výstupu) rozhodnout (a to s jistotou) do které z 2n stejně pravděpodobných skupin patří druhá náhodná proměnná. 



Námět 3.:  Ověřte předchozí tvrzení.



Entropický spád - Entropy Rate:



X1,X2,X3,X4,X5,X6,..,Xn,.....

posloupnost stejně rozdělených náhodných proměnných 
-
diskrétní náhodný proces: Pak pod entropickým spádem budeme rozumět:

     H (X)= lim n((� VLOŽIT Equation.2  ��� (1/n)  H(X1,X2,..,Xn)

pokud tato limita existuje.

�Pokud X1,X2,X3,X4,X5,X6,..,Xn,..... jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné proměnné pak:

H(X1,X2,..,Xn) = nH(X1) 

a proto  H(X) = H(X1). Proto lze entropický spád chápat jako jakousi průměrnou entropii při závislých pozorováních.



Námět 4.:  Spočtěte     entropický     spád     pro Markovský   řetězec   se dvěma stavy {0,1}. Pomoc: Využijte řetězových pravidel pro entropii: H(X1,X2,..,Xn)  =  H(X1,X2,..,Xn-1/Xn)  + H(Xn). Matici přechodu uvažujte ve tvaru: 



�0�1��0�p�1-p��1�1-q�q��

Uvažujte stacionární režim řetězce { výsledek H(X)=(q/(p+g))H(p) + (p/(p+g))H(q)}.



Typové (typické) sekvence, typové množiny.

Předpokládejme X1,X2,X3,X4,X5,X6,..,Xn,..... jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné proměnné s pravděpodobností p(X):

Pak  platí:

-(1/n)log[p(X1,X2,..,Xn)]   ( H(X)   v pravděpodobnosti

Naznačení důkazu: 

-(1/n)log[p(X1,X2,..,Xn)] = -(1/n)(i log p(Xi) ( -E{log p(X)} podle zákona velkých čísel. Ale -E{log p(X)}=H(X).

�Typová množina:   A((n) je množina všech posloupností délky n pro které platí:

2-n(H(X)+() ( p(x1, ... ,xn) ( 2-n(H(X)-()



Pro typové množiny platí:



1.  P{ A((n) }(1-(   pro n dostatečně velké

2.  (A((n)(( 2n(H(X)+()

3.  (A((n)(( (1-()2n(H(X)-()   pro n dostatečně velké



Volněji formulováno: 

     Posloupnosti typové množiny (typové posloupnosti) se vyskytnou s pravděpodobností dostatečně blízkou 1. Všechny posloupnosti v této množině jsou přibližně stejně pravděpodobné. Počet takových posloupností je přibližně 2nH(X). 



Ještě volněji formulováno: 

    Pro dostatečně velké n poměrně málo posloupností délky n vyčerpá téměř všechnu pravděpodobnost.



   Netypových posloupností je mnoho a mají malou pravděpodobnost.

  

Všech posloupností je (X(n , typových posloupností je „jen“ 2nH(X).

Např.: Pro (X(= 5  a pro n=20  a H(X) = 1 bit  a (=10-4 je  počet všech možných posloupností je cca 9.54 x 1013 , kdežto typových posloupností je něco okolo 1.05 x 106. Přitom typové posloupnosti „vyčerpávají“ všechnu pravděpodobnost až do 0.9999.



Námět 5.: Pro (X(= 2  a pro n=8  a H(X) = 0.5 bit  a (=10-4 je  počet všech možných posloupností je 256 , kdežto typových posloupností je něco  okolo  16. Ověřte prostředky které znáte. Návod: posloupnost  n 0-1 náhodných proměnných  má ve smyslu popsání posloupnosti počtem 1 binomické rozdělení. Největší pravděpodobnost zaujímají posloupnosti ve kterých je [n/2] jednotek a těch je � VLOŽIT Equation.2  
�
�
� a mají pravděpodobnost � VLOŽIT Equation.2  ���p[n/2](1-p)n-[n/2] .



Význam pro kódování:









           Netypové sekvence

�                



                        Typové







Metoda kódování: seřadíme všechny posloupnosti do nějaké řady. Oddělíme typové a netypové posloupnosti do dvou skupin. Skupině netypových přiřadíme první bit = 0, skupině typových přiřadíme první bit = 1. Za tento první bit zařadíme binárně vyjádřené pořadí ve skupině v pevné délce tj. pro typové v délce nH(X)+(+1 a pro netypové v délce n log(X(+1(Námět 6.: Dokažte, že takové kódování je vzájemně jednoznačné). 

Potom:

Střední délka kódového slova celé posloupnosti ( 



1 x (nH(X)+(+2) + 0 x (n log(X(+2) = nH(X)+(+2



a střední délka kódu na jeden symbol je



H(X) + (/n + 2/n  



tj. pro dostatečně velké n je střední délka kódu H(X)



Námět 7.:  Jaký předpoklad je zde opět podstatný.



Vysvětlení významu analogií: Pro řečníky produkující symboly (slova) nezávisle (tedy věty a proslovy bez významu a obsahu) platí, že mají velice podobné projevy dané pouze řečnickým slangem doby (produkují velice pravděpodobné typové sekvence).





Námět 8
.:
 Ověřte tvrzení o typových posloupnostech experimentálně. 
Vygenerujte všechny možné posloupnosti
, seřa
ďte je podle pravděpodo
bnosti sestupně
. Za typové považujte prvních 
m 
posloupností
,
 kde součet jejich pravděpodobností 
poprvé
 
překročí zadanou me
z 1-
(
.
 
Tato úloha je zajímavá algoritmicky.
 Máme-li vygenerovány typové posloupnosti délky 
n
 jak z nich vygenerovat typové posloupnosti délky 
n+1? 
Pro jaké 
n 
je zvládnutelná metoda generování
 (0-1
ových)
 
hrubou silou = všech?
 Pro jaké 
n 
je zvládnutelná v rozumném čase 
metoda generování
  
(0-1
ových)
 
 pouze typových
 
rekurentně 
?





Námět 9
.:
 Kdy bu
de množina typových a všech
 posloupností
 téměř shodná?
 Tj. množina netypových se bude blížit prázdné. 
Lze to vůbec?
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Netypových sekvencí je o něco méně než (X(n  a je je možno zakódovat pomocí n log(X(+2 bitů



Typových sekvencí je cca 2nH(X)+( a je je možno kódovat pomocí  H(X)+(+2 bitů.










