8. Entropie, sdílená  informace, divergence, zavedení  a příklady. 
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X={x1,x2, ... ,xn}



i(xi) = -log2(p(xi))



{nadále až na uvedené výjimky budeme pod značkou log rozumět log2}



Střední informace produkovaná zdrojem (střední informace, očekávaná informace, neurčitost, entropie,  ... ):



H(X) = � VLOŽIT Equation.2  ��� p(x) i(x) = -� VLOŽIT Equation.2  ��� p(x) log p(x)



Vlastnosti:

H(X) ( 0

H(X) ( log ((X()

�Důkaz: 

První nerovnost: p(x) ( 0 ( -log(p(x)) ( 0

Druhá nerovnost, označíme   pi = p(xi)  a   n=(X(, potom           

H(X)= -� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(pi)    s vazební podmínkou � VLOŽIT Equation.2  ���pi =1.0 .



Dále zavedeme kritérium: 

Q(p1,p2, ... ,pn)= -� VLOŽIT Equation.2  ���pi log(pi) + ((� VLOŽIT Equation.2  ���pi -1.0), jeho minimalizace povede k nalezení takového rozložení pravděpodobnosti jednotlivých písmen, které toto minimum realizuje (pro výpočetní jednoduchost budeme pro tento důkaz předpokládat pod značkou log přirozený logaritmus tedy loge, navíc pro p(0 budeme dosazovat za p log(p) nulu) .



� VLOŽIT Equation.2  ���  = - log pi - 1 + (

� VLOŽIT Equation.2  ��� = - � VLOŽIT Equation.2  ��� ( 0   ( v sedlovém bodě maximum.



Nalezení sedlového bodu � VLOŽIT Equation.2  ���=0  (  - log pi = 1+ (, odtud 

pi=exp(-1-()=L. Z vazební podmínky  � VLOŽIT Equation.2  ���pi =1.0  dostáváme nL=1. Pak pi = 1/n.  Po dosazení do výrazu pro entropii dostáváme:



 -� VLOŽIT Equation.2  ��� (1/n) log (1/n) = log(n) = log((X()



Výsledek entropie H(X) nabývá svého maxima pro rovnoměrné rozložení pravděpodobnosti, minima nabývá pro degenerované  rozdělení pravděpodobnosti [jedno písmeno nastává s pravděpodobností 1 = jistota, ostatní mají nulovou pravděpodobnost - ověřte].

0 ( H(X) ( log((X()



Někdy bývá výraz na pravé straně log((X()  nazýván jako Hartleyova míra informace.



Tato nerovnost také opravňuje k názvu neurčitost (míra neurčitosti). Nejvíce určitý je případ kdy zdroj produkuje jeden symbol s jistotou  H(X)=0, nejméně určitý je případ kdy zdroj produkuje každý symbol se stejnou pravděpodobností H(X) = log((X().   



Příklad 1.: Hod kostkou. Každé číslo padne s pravděpodobností 1/6. Potom H(X) = - � VLOŽIT Equation.2  ���= log(6)=2.585 bit.



Význam entropie: K danému rozdělení pravděpodobnosti symbolů p(x) hledáme takové rozdělení které produkuje symboly rovnoměrně rozdělené. Tedy hledáme řešení (vůči „n“) rovnice:



H(X) = log n   (     n = 2H(X)



Tedy [2 na H(X)] je ekvivalentní počet symbolů zdroje se stejnou neurčitostí jako původní, ale s rovnoměrným rozdělením pravděpodobnosti.



Příklad 2.: Hod dvojicí mincí. 



p(pana, pana)=1/4       p(pana, orel)=1/2        p(orel, orel)=1/4



H(X)=-(1/4)log(1/4) - (1/2)log(1/2) - (1/4)log(1/4) = 3/2 bitu



Tomu odpovídá ekvivalentní počet rovnoměrných písmen 21.5 = 2.828. Tj. takové rozložení je blízké rovnoměrnému s přibližně třemi stejně pravděpodobnými symboly.

�Přenosový kanál z pohledu nezúčastněného pozorovatele.
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Pozorovatel pozoruje dvojice písmen (x,y). Z jeho pohledu se pak jedná o zdroj symbolů (x,y).



Entropie tohoto zdroje je pak:



H(X,Y)=-� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y)log(p(x,y))

Pokud pozorovatel vybírá jen takové přenosy při kterých na vstupu pozoroval konkrétní písmeno „x“ dostaneme:



H(Y/x)= -� VLOŽIT Equation.2  ���p(y/x)log(p(y/x))

Odtud dostaneme střední neurčitost (entropii) výstupu při známém vstupu (aneb co můžeme říci o výstupu pokud známe vstup):



H(Y/X) = Ex{H(Y/x)}=

=� VLOŽIT Equation.2  ���p(x) {-� VLOŽIT Equation.2  ���p(y/x)log(p(y/x))}=

= -� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y)log(p(y/x))



Závěr:         H(Y/X) = -� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y)log(p(y/x))

�Obdobným způsobem lze odvodit střední neurčitost (entropii) vstupu při známém výstupu (co můžeme říci o tom co bylo posláno od vstupu při známém pozorovaném výstupu):



H(X/Y) = -� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y)log(p(x/y))



Požijeme rovnosti: 

log(p(x/y)) = log( p(x,y)/p(y)) = log p(x,y) - log p(y) 

Potom:

H(X/Y) = -� VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y){log(p(x,y))-log(p(y)} =

= H(X,Y) - H(Y)

Odtud dostáváme:



H(X,Y) = H(Y,X)

H(X,Y) = H(X/Y) + H(Y)

H(X,Y) = H(Y/X) + H(X) ( H(Y/X) = H(X,Y) - H(X)



Označíme I(X:Y) = H(Y) - H(Y/X) tj. míru toho o kolik se sníží nepodmíněná neurčitost výstupu H(Y) při uvažování známých přenosových charakteristik H(Y/X). Po dosazení za H(Y/X) dostaneme:



I(X:Y) = 

=H(Y) - [H(X,Y) - H(X)] = H(X) + H(Y) - H(X,Y)



To vede na vztah symetrie:



I(X:Y) = I(Y:X) a z něj odvozené relace:

I(X:Y) = H(Y) - H(Y/X)   {po přidání definiční}

I(X:Y) = H(X) - H(X/Y)



Proto je oprávněný název pro I(X:Y)  sdílená (vazební) informace mezi výstupem a vstupem - zkráceně jen informace  nebo informační míra.

�

Relativní entropie,

Kullback - Leiblerova vzdálenost,

divergence pravděpodobnostních modelů.

D(P((Q) = � VLOŽIT Equation.2  ���p(x) log � VLOŽIT Equation.2  ���

Pokud si vyjádříme I(X:Y) dostaneme:

I(X:Y) = D(p(x,y)((p(x)p(y)).  Tedy sdílená informace je „vzdálenost“ mezi rozdělením vstupních a výstupních písmen tak jak je realizována v přenosovém kanálu od rozdělení vstupních a výstupních písmen za situace kdy spolu nejsou nikterak svázána (pravděpodobnostní nezávislost je modelem pro situaci kdy dvě jevová pole nemají „nic společného“).



I(X:Y) = � VLOŽIT Equation.2  ���p(x,y) log(� VLOŽIT Equation.2  ���)  





                               H(X)             H(Y)

�





    H(X/Y)          I(X:Y)       H(Y/X)





��

�





Toto pojetí dává oprávnění mluvit o objemu informace „o objemových mírách“.

�Námět 1.: Dokažte, že může platit (a velice často platí)  H(Y/X) ( H(X/Y).



Námět 2.: Dokažte, že platí I(X:Y)(0, D(P((Q)(0. Návod použijte Jensenovu    nerovnost [ Pro  každou  konvexní  funkci  platí    Ex{f(x)} ( f(Ex{x}) ].



Námět 3.: Dokažte, že H(Y/X)(H(Y). Tj. neurčitost výstupu při známém vstupu je nanejvýš rovna nepodmíněné neurčitosti výstupu.



Příklad:

Klasická hrací kostka má obarveny stěny třemi barvami: 

1,6      je obarvena červenou

2,4,5   jsou obarveny modře

3         je obarvena bíle



   Jsou dva hráči, jeden hodí kostkou, druhému sdělí barvu čísla které padlo a druhý hádá jaké číslo padlo. Pokud uhodne dostane od prvního částku S1 Kč, pokud ne zaplatí prvnímu S2 Kč. První hráč sděluje barvu pravdivě.  Spočtěte:   I(barva : číslo),   H(barva),   H(číslo), H(barva, číslo), H(barva/číslo), H(číslo/barva). Výsledky interpretujte.   

Pokuste se stanovit hodnoty S1 a S2 tak, aby hra byla spravedlivá, tj. aby střední hodnota výhry prvního hráče byla shodná se střední hodnotou výhry druhého hráče.  Pokuste se dát Vaše výsledky do souvislosti pojmy teorie informace.



Kanálový model této hry:





�  číslo                                   barva                                   odhad čísla







Pokuste se navrhnout „optimální rozhodovací“ strategii druhého hráče, tj. optimální detektor. 

�Z rovností:

H(X) = I(X:Y) + H(X/Y)

H(Y) = I(X:Y) + H(Y/X)



plyne následující interpretace přenosu informace přenosovým kanálem:







                                                      H(Y/X)  



         H(X)                                                      H(Y)



�





                                                         H(X/Y)     



Tj. H(X/Y) je interpretačním modelem pro „v kanálu ztracenou“ informaci a H(Y/X) je opět interpretačním modelem pro „v kanálu přidanou informaci = šum = porucha“. I(X:Y) je pak modelovou veličinou pro míru skutečně přenesené informace.



Námět 4.: Interpretujte a vysvětlete (a dokažte) následující schéma pro I(X:Y) =0. {Ideální poruchový kanál}

�



                                                                                       H(Y/X)







                H(X)                                                                                                H(Y)









                                                                                       H(X/Y)





Námět 5.: Interpretujte a vysvětlete (a dokažte) následující schéma {ideální deterministický kanál}.



                                                                   H(Y/X)=0







�                H(X)                                                                                                H(Y)











                                                                   H(X/Y)=0





Námět 6.:  Mezi výstupní a vstupní abecedou přenosového kanálu jsou následující vztahy:

                        

                                     0.5                                    y1

               x1

                                      0.5                                        

                                                                               y2

                                                                                

  

                                         0.5                                y3  

              x2



                                                               0.5



                                                                                                                         y4



�             X                                              Y  



Určete H(X), H(Y), H(X/Y), H(Y/X), I(X:Y). Stačí pro to zadané údaje a hodnoty. Pokud ne, doplňte je.   Jak v tomto případě závisí (pokud vůbec) I(X:Y) na p(x1)=p a p(x2)=1-p. Pokud v tomto případě má následující úloha smysl, řešte ji. Pro které „p“ bude I(X:Y) maximální. 
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Zdroj symbolů







Přenosový kanál



H(X,Y)





přenos



zpracování signálu = detekce





I(X:Y)





I(X:Y)=0





I(X:Y)









