6. Gramatiky a jazyky, klasifikace gramatik, ekvivalence automatových popisů a gramatik typu 3 (regulárních), regulární výrazy.



Produkční systém: (V,P) je přepisovací (produkční) systém pokud V je abeceda ( = konečná množina) a (u,v) ( P ( u,v(V*. Dvojici (u,v) většinou zapisujeme ve formě přepisovacího pravidla  u ( v a čteme u přepiš na v.



Buď (V,P) přepisovací systém, w,z (V* , řekneme, že w přímo generuje z a budeme značit w(z právě když existují slova:

x1 ,x2 ,u,v taková, že w=x1 ux2  a z=x1 vx2  a (u ( v)(P.    



Buď   (V,P)   přepisovací   systém,   w,z (V* ,   řekneme,  že w  generuje z a budeme značit w(*z právě když existují slova:

w=w1,w2,w3,w4, .... wn-1,wn = z,   n(1, taková, že  wi(wi+1, pro i=1... n-1.



Posloupnosti w1,w2,w3,w4, .... wn-1,wn budeme říkat odvození nebo derivace slova z z w. Tato derivace se bude nazývat minimální pokud platí wi ( wj pro všechna i(j.

Námět 1: Pro každou dvojici w (* z existuje vždy minimální derivace.

Námět 2: Relace (* je reflexivní a tranzitivní, dokažte. (jaké důsledky by měla skutečnost, že (* by byla symetrická). 



Gramatika G je  G = (VN, VT, S, P) kde VN a VT jsou abecedy VN(VT=(,   (VN(VT,P) je produkční systém, S(N a pokud u(v (P, pak u obsahuje alespoň jeden symbol (písmeno) z VN.



VN =  abeceda neterminálů (popisů, metasymbolů, ...)

VT =  abeceda písmen ze kterých se budou skládat případná 

          slova popisovaná gramatikou.

S =     startovací symbol = název slova které bude 

          obecně  pojmenovávat slovo gramatikou generované.

P =     přepisovací pravidla.



Jazyk generovaný gramatikou G označovaný

 L(G) = (w: w(VT*,  S(*w)

Tj. množina všech slov (složených z písmen VT) odvoditelných ze startovacího symbolu.

�Příklad (gramatika pro odvozování českých slabik):

P=

1. slabika ( souhláska samohláska

2. slabika ( nezněláS zněláS nezněláS

3. slabika (  .....

.......

i. souhláska ( zněláS

i+1. souhláska ( nezněláS

i+2. nezněláS ( r

i+3. nezněláS ( t

..............

j.  zněláS ( s

.............

k. samohláska ( a

l. samohláska ( e

VT = {a,b,c,d, ......, ž}

VN = {slabika, souhláska, zněláS, nezněláS}

S = slabika

Příklad odvozování:

slabika               použité pravidlo     

souhláska samohláska         1.

zněláS samohláska            i.

zněláS e                    l.      

s    e                     j. odvozeno  se

slabika (* se

 Další příklad:   VN={S}, VT={0,1} P={S(0S1, S(01}

  Příklad odvozování:

  1.  S(0S1

  2.  S(01



  S

  0S1                      1.

  00S11                  1.

  000S111              1.

  00001111            2.

  

Dvě gramatiky G1 a G2 jsou ekvivalentní pokud 

L(G1)=L(G2)



Chomského klasifikace (hierarchie):



každá G = (VN, VT, S, P)  typu 0



G je typu 1 (kontextová)  pokud je typu 0 a zároveň lze každé její přepisovací pravidlo psát ve tvaru:  w1 Xw2 ( w1 yw2 , kde

w1,w2 ( (VN ( VT)* , X(VN, y((VN(VT)+ nebo se připouští pravidlo S((.



G je typu 2 (bezkontextová) pokud je typu 1 a zároveň lze každé její přepisovací pravidlo psát ve tvaru: X ( w, kde

X(VN, w((VN(VT)* . Taková gramatika se nazývá nevypouštěcí  pokud neobsahuje žádné pravidlo typu X((.



G je typu 3 (regulární, pravá lineární, automatová, ...) pokud je typu 2 a zároveň lze její každé přepisovací pravidlo psát ve tvaru  X ( wY nebo X (w, kde X,Y ( VN, w(VT*.



Pomocné (ale důležité) pojmy:

�w ( VT    wn = www ...w        w0 = (



                      celkem n-krát

 w ( VT   w* = {v: (n(0 v=wn}



Námět 3: sestrojte gramatiku generující {ww: w({0,1}*}

Námět 4: gramatiku sestrojte tak, aby byla nevyššího možného typu.



Gramatiky typu 3.



Ke každé gramatice  G = (VN, VT, S, P)  typu 3  lze sestrojit ekvivalentní gramatiku (typu 3? = námět 5.):

G’ = (VN’, VT, S, P’)  s přepisovacími pravidly ve tvaru:

X(aY, X((,    kde X,Y(VN’ , a (VT.



Námět 6: Dokažte.

�Jazyk  generovaný  gramatikou  G = (VN, VT, S, P)  typu 3 je rozpoznatelný nedeterministickým konečným automatem (a tím i konečným automatem).



Důkaz (pouze naznačen):

Definujeme (obecně  nedeterministický) automat AG a současně předpokládáme, že gramatika G je ve tvaru podle předchozího tvrzení.

AG = { VN({K},VT, (,S,F}, kde:

F = {X: X(VN; (X(()(P}

K - absorbční stav

((X,s)={Y: (X(sY)(P}

((X,s)=K ((Y(VN{X(sY)(P}

((K,s)=K ((s(VT



Příklad 1:

VN ={S,A}

VT={a,b}

P:   S ( aS

      S ( bA 

      A ( aA

      A ( (







                  a               b                                         a



                            S                                  A

�                                                     b      

                                             K        

                               a                            b     



Příklad 2:

VN ={S,A}

VT={a,b}

P:   S ( aS

      S ( bA 

      S ( aA

      A ( aA

      A ( (





��

                               a



                  a               b                                         a



                            S                                  A

�                                                     b      

                                             K        

                               a                            b     







stav/vstup�a�b��(S �{A,S}�A��(A �A�K��K�K�K��

Je zřejmé, že automat simuluje svými přechody využívání jednotlivých dosazovacích (přepisovacích) pravidel.





Každý jazyk akceptovaný automatem A = { Q,(, (,q0,F} je typu 3.



Důkaz (pouze naznačen):

Sestrojíme gramatiku GA = {Q,(,q0,P} kde:

(p ( xq)(P ( ((p,x)=q

(p ( ()(P ( p(F



Příklad:



stav/vstup�s�t��((0�1�0��1�0�1��

P:

0 ( s1     0 ( t0     

1 ( s0    1 ( t1

0 ( (



Takto sestrojená gramatika svými přepisovacími pravidly popisuje přechody původního automatu.



( Třída regulárních jazyků (jazyků akceptovaných konečným automatem) a třída jazyků typu 3 jsou totožné.



Námět 7: Dokažte, že jazyk {ww: w({0,1}*} není regulární.









Regulární výrazy



Třída všech regulárních jazyků nad abecedou ( značená RJ(() je nejmenší třída splňující následující podmínky:



(( RJ(()

{x}( RJ(() (x((

A,B ( RJ(() ( A(B ( RJ(()

A,B ( RJ(() ( AB ( RJ(()

A( RJ(() ( A* ( RJ(()



Tvrzení: Mějme automaty A1 = { Q,(, (1,q0,F1} a

                                       A2 = { S,(, (2,s0,F2}

a jimi rozpoznávané jazyky L(A1) a L(A2). Potom jazyky:

 L(A1)L(A2) a L(A1)* jsou rozpoznávané konečným automatem.



Důkaz (pouze naznačení): Sestrojíme (obecně nedeterministický) automat:

A = { T,(, (,t0,F} kde  T=Q(S    F=F2     t0 = {q0} ( q0(F1

                                                               t0 = {q0,s0} ( q0(F1



q(Q1 (1(q,x)(F1  (  ((q,x)= {(1(q,x)}

q(Q1 (1(q,x)(F1  (  ((q,x)= {(1(q,x),s0}            ******

q(Q2   (  ((q,x)= {(2(q,x)}



Tento automat pak rozpoznává L(A1)L(A2) [prvně rozpoznává slova z L(A1), poté pokud by měl přejít do F1 může přeskočit do s0   viz. pravidlo ******  ]





Dále sestrojíme automat (nedeterministický):

A1* = { Q*,(, (1*,q0*,F1*} , kde:



Q* = Q ( {s,r}    s,r (Q  q0*={q0,s}  F1* = F1 ( {s}



q(Q1 (1(q,x)(F1  (  ((q,x)= {(1(q,x)}

q(Q1 (1(q,x)(F1  (  ((q,x)= {(1(q,x),q0}            ******

((s,x)= {r}  ((r,x)= {s}   (x((



Tento automat pak rozpoznává L(A1)* [prvně rozpoznává slova z L(A1), poté pokud by měl přejít do F1 může přeskočit do q0   viz. pravidlo ****** a tím může rozpoznávat další slovo (zřetězené) z L(A1) ]



( Regulární jazyky jsou rozpoznatelné konečným automatem.

Tvrzení: Každý jazyk rozpoznatelný konečným automatem je regulární.



Důkaz (opět naznačen): 

Mějme tedy automat: A = { Q,(, (,q0,F} označíme Rij jazyk 



Rij = {w: w((* ; (* (qi,w)=qj}

a Q={q0,q1,q2, ..., qn-1,qn}



Je zřejmé, že L(A)= � VLOŽIT Equation.2  ���R0j      pokud nyní dokážeme, že Rij je pro (ij regulární jazyk, dokážeme, že i L(A) je regulární jazyk.



Označíme Rijk  množinu slov převádějících automat ze stavu qi do stavu qj bez průchodu jakýmkoliv stavem (za průchod nepovažujeme začátek ve stavu qi a konec ve stavu qj) qm pro m>k.



Tj. Rij-1 je množina slov převádějících automat ze stavu qi do stavu qj  aniž by automat prošel jakýmkoliv stavem automatu. Jinak Rij-1 = ( tím je tedy regulárním jazykem (regulární množinou).



Dále budeme pokračovat indukcí přes k:

Předpokládejme, že Rijk je regulárním jazykem. Pro Rijk+1 pak platí:



Rijk+1 = Rijk ( Rik+1k (Rk+1 k+1k)* Rk+1 jk



Tj. jazyk Rijk+1 jsou všechna slova Rijk k nimž se přidají slova převádějící automat ze stavu qi do stavu qk+1 a z tohoto stavu do stavu qj a přitom může nastat libovolný ale konečný cyklický „pobyt“ ve stavu qk+1. Ale - Rijk+1 vznikl konečným počtem regulárních operací  (sjednocení, zřetězení a uzávěr) nad konečným počtem regulárních jazyků 

Rijk , Rik+1k ,Rk+1 k+1k, Rk+1 jk (indukční předpoklad)

Proto je Rijk+1 regulární jazyk.



( Třída všech regulárních jazyků a třída jazyků rozpoznatelných konečným automatem jsou totožné.



 



Regulární výraz je generační jazyk pro popis regulárních jazyků.

Třída všech regulárních výrazů nad abecedou ( značená RV(() je nejmenší třída splňující následující podmínky:



(( RV(()     {(}( RV(()

x( RV(() (x((

A,B ( RV(() ( A+B ( RV(()

A,B ( RV(() ( A.B ( RV(()

A( RV(() ( A* ( RV(()



Regulární „proměnné“ jsou vlastně proměnné které je možno naplnit libovolným regulárním jazykem, proto (přesněji):

existuje zobrazení [] přiřazující regulárnímu výrazu jeho hodnotu = regulární jazyk.

[(] = (      [{(}] = {(}    množina {(} bývá ztotožňována

[x] = {x}                              s prázdným symbolem [e,(,(].

[A+B] = [A] ( [B]

[A.B] = [A][B]

[A*] = [A]*



Počítání s regulárními výrazy:

buď A,B,C regulární výrazy, pak:

A.(B+C)=A.B+A.C          (A+B).C)=AC+BC

A+(B+C)=(A+B)+C         A* +A=A*

A.(B.C)=(A.B).C              (A* )*=A*

(.A=A.(=(                   (A+B)*= (A*B*)*

A+A=A                            A + ( = A

[někdy bývají doplněny o operace s prázdným symbolem e,(,(]



Námět 8:  Dokažte předchozí „početní vztahy“ pro regulární výrazy.

Námět 9: Popište neformálně jazyk 

{{0,1}*+{0,1}{0,2}*+{2}*}*

Námět 10 (pro pokročilé a hazardéry):

Řešte soustavu rovnic v regulárních výrazech:

X1 = (01* + 1)X1 + X2

X2 = 11 + 1X1 + 00X3

X3 = ( + X1 + X2

Interpretujte jednotlivé rovnice, pokuste se nalézt smysl a důvody pro řešení takových soustav. Jaká je analogie mezi soustavami lineárních metod a jejich způsobem řešení - lze v nějaké modifikaci použít Gaussovu eliminační metodu.



Reverze jazyka.



Buď L jazyka nad abecedou ( a w některé jeho slovo:

w= s1 s2 ... sn-1 sn potom pod jeho reverzí wR budeme rozumět slovo wR = sn sn-1 ... s2 s1.

Potom: w ( LR ( wR ( L.   (Definice reverzního jazyka)



Tvrzení: Pokud L je rozpoznáván konečným automatem je i LR rozpoznáván konečným automatem.



Důkaz: L je rozpoznáván automatem A = { Q,(, (,q0,F}, pak

LR je rozpoznáván (obecně nedeterministickým) automatem AR = { Q,(, (R,F,{q0}},  kde 

(R(q,a)=s    (  ((s,a)=q

Volněji: v grafu přechodové funkce automatu se obrátí šipky.



Závěr:



Třída všech jazyků rozpoznávaných konečnými automaty  = 

((

Třída jazyků typu 3 =

((

Třída regulárních jazyků



Tato třída je uzavřena na operace:



sjednocení

průniku

doplňku do úplného jazyka

Kleeneho uzávěru - iterace

zřetězení

reverze

obsahuje prázdný jazyk

obsahuje jazyk složený jen a jen z prázdného symbolu
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