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Uvod

Teorie koédovani se zabyva konstrukcemi kédii, zam&fenymi na rtizné cile
(napt. odstrafiovani chyb, zrychleni pienosu dat, utajeni informace, atd.) a studiem
vlastnosti kédi. V této knize se soustfedujeme na algebraickou teorii kodd, které sa-
mocinné objevuji nebo i opravuji chyby, tzv. bezpe&nostnich kéda. Jde o aplikaci li-
nearni algebry: uvaZované kédy jsou linedrni prostory a opravy chyb se provadgji
vynasobenim ur€itou matici. Algebraické pojmy, které bezpe&nostni kédy vyuZivaji,
podrobné vyloZime, ale pfedpokladime, ¥e Stenafi jsou znamy zaklady linedrni algebry
(linedrni prostor, dimenze, sou&in matic apod.). V prvni kapitole se kniha zabyva
kodovanim bez Sumu a zejména Huffmanovou konstrukei nejkratsiho kédu. Kapitoly
IT aZ VII jsou vénovany bezpetnostnim kédiim. Posledni kapitola pfinasi zakladni
informaci o $ifrovani, tj. kédovani zaméfeném na utajeni informace. Uvidime zde
slavnou metodu §ifrovani pomoci velkych prvodisel.

Teorie kédovani vznikla ve &ty¥icatych letech pracemi Shannona, vénovanymi
teorii informace, a Hamminga s Golayem, ktefi konstruovali prvni line4rni kédy.
Hammingovy kédy, opravujici jednoduché chyby, a Golayav kéd, opravujici troj-
nasobné chyby, dodnes patfi mezi nejdiileZit&jsi kody jak z praktického, tak i z teore-
tického hlediska. V padesatych letech objevili Reed a Muller prvni tiidu kéda,
opravujici libovolny pfedepsany polet chyb. Tyto kédy navic maji elegantni a snadno
proveditelnou metodu dekodovani, tj. opravovani pfedepsanych chyb. Pozdgji nasli
Bose, Chaudhuri a Hocquenghem dalsi nesmirng daleZité kédy, nazyvané BCH kédy,
které opravuji libovolny podet chyb a maji lepsi parametry neZ Reedovy-Mullerovy
kédy. Maji viak naroénéjsi dekédovani.

V dnesni dob¢ je teorie kédovani velmi rozvétvend. Sahi od inZenyrskych
aspektd, tykajicich se implementace konkrétnich kédd, aZ po aspekty &isté teoretické,
souvisejici s fadou matematickych disciplin: s kombinatorikou, koneénou geometrii,
teorii grup, atd. Na3e kniha se soustfeduje na prakticky vyznamné kédy; dalii
informace muiZe &tendf najit v literatute, kterou uvadime na konci knihy. Charakter
knihy je matematicky: VSechny pojmy pfesné definujeme a viechna tvrzeni podrobng
dokazujeme.

Praha, leden 1986 Autor



I. KODOVANI BEZ SUMU

1. Kédovani a dekédovani

L.1. Pfi pfenosu zpriv musime &asto nahrazovat znaky ay, a,, ..., a,, kterymi
Jsou zpravy zapsény, binarnimi symboly 0 a 1. Pokud je pocet r ptivodnich (tzv.
zdrojovych) znakd v&t¥ neZ 2, musime oviem pouZivat slova, vytvofena z bindrnich
symboli. Pojem slova v mnoZiné B znamen4 kone&nou (a neprazdnou) posloupnost
prvki této mnoZiny, tedy posloupnost bib,... by, kde b,eB pro i = 1,2, ... k.
Posloupnosti zapisujeme bez oddglovacich znakil; podrobngji mluvime o slové
délky k. Napfiklad slova délky 1 ztotoZilujeme s prvky mnoZiny B.

MnoZinu vsech slov oznadujeme B*. Zavidime na ni operaci skldddni slov:

blc=bb,...beoc,...c,
pro libovolna slova b = b,b, ... b, a ¢ = ¢;c, ... ¢,. Napiiklad

00110 = 00110 =0]0]1|1]0.
Viimnéte si, Ze v n-prvkové mnoZing B mame n slov délky 1, n? slov délky 2, n3 slov
délky 3, atd.

Prikladem nahrazeni znakd bindrnimi slovy je tento kéd:

0 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 1011
6 1100
7 110t
8 1110
9 1111
Jestlize pouZijeme tento kéd, potom numerickou Zpravu
1984
prepiSeme takto:
0001111111100100 .

Jednotliva bindrni slova od sebe neoddilujeme (¢4rkami ani mezerami), protoZe
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potom by uZ neslo o bindrni kéd; t¥etim znakem by byla ¢arka nebo mezera. Napfi-
klad Morseova abeceda je ternarni kdd, protoZe pouziva znaky tecka, Carka a mezera.

Uvedena tabulka je pfikladem kédovani. Zdrojové znaky 0, 1, ..., 9 kédujeme
bindrnimi slovy délky 4.

Obecng je kddovdni piedpis, ktery kazdému prvku koneéné mnoZiny A pfi-
fazuje pravé jedno slovo v konetné mnoZing B. Struénéji, kédovani je zobrazeni
K: A - B*. MnoZina A se nazyva zdrojovd abeceda a jeji prvky zdrojové znaky,
mnoZina B se nazyva kddovd abeceda a jeji prvky kddové znaky. NejdileZité&jsi je
piipad bindrniho kédovdni, které ma dva kédové znaky (0 a 1). MnoZinu viech
kédovych slov K(a), kde a jsou zdrojové znaky, nazyvame struénd kod. (Pojmy
,,k6d* a ,,kédovani* neni obvykle nutné rozlifovat.) Vyznam maji jen prostd kodo-
vani, tj. takova, kdy rfiznym zdrojovym znakim odpovidaji vidy riznd kédova
slova.

kddovani .
2drojové znaky

I
: $ i |

[0t 0011101111000 1}

kdédova zprava
dekédovani

U I
?t ?t ?? ??

[t 1117 11110000001 0]

Obr. 1

1.2, Priklad. Mame binarné zakddovat informaci o teploté vody, pro kterou
nastavaji Styfi moZnosti: ledova, studena, vlazng a tepld. Zdrojova abeceda ma tedy
4 prvky, takZe stadi pouZit binarni slova délky 2. Pokud ale pfedem vime, Ze voda
je v&tsinou ledova, bude vyhodné&jsi pouZit kédovani, které pfifadi prvku,,ledova‘
co nejkratdi slovo. Napfriklad toto kédovani:

ledova 0
studena 01
vlazna 011
tepla 111
Zpravu ,.Jedova, ledovi, studend, ledova* zakddujeme nyni takto:
00010 .
Unmite dekédovat zpravu
011111117
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1.3. KaZdé kédovani zdrojovych znaktt K: 4 — B* miiZeme rozsifit na kédo-
vdni zdrojovych zprdv, tedy slov v abeced& A: poloZme
K*(a1a2 cos a,,) = K(al) IK(az) l cen lK(a,,) .

To znamena, e zpravu a,a, ... a, kédujeme znak po znaku. Tim vznikne zobrazeni
K*: 4* — B*, které ka?dé zdrojové zpravé pfitazuje jeji kédovou zpravu. Napfiklad
v uvedeném piikladu numerického kédovini jsme meli K*(1984) = K(1) | K(9) |
[ K(8) | K(4) = 0001111111100100.

1.4. Definice. Rekneme, 7e kédovani K: 4 — B* je jednoznaéné dekédovatelné,
JestliZe ze znalosti zakédované zpravy K*(a,a, ... a,) miZeme vidy jednoznadng
urcit zdrojovou zpravu a,a, ... a,; struéngji, jestlize je kédovéani zprav K*: A% — B*
prostym zobrazenim.

1.5. Piiklady

1.5.1. Blokové kddovdni (délky n) je takové prosté kédovani, p¥i kterém viechna
kédova slova maji stejnou délku (a sice n). Kazdé blokové kédovani je jednoznadng
dekédovatelné: pokud znime zprévu K*(a,a, ... a,), potom prvnich n znakd tvo¥i
kod zdrojového znaku a,, dalfich n znaka tvo¥ kéd znaku a,, atd.

Kédovéni znakt 0, 1, ..., 9, uvedené v odst. 1.1, je blokové (dé]ky 4).

1.5.2. Prefixové kddovdni. Prefixem (t]. ptedponou) slova b, b, ... b, se rozumi
kazdé ze slov by, b;b,, ..., byb, ... b,. Kédovani se nazyva prefixové, jestlize je
prosté a Zadné kédové slovo neni prefixem jiného kédového slova. Prefixové kédo-
vani je vidy jednoznatng dekédovatelné: pokud znime zprivu K*(a,a, ... a,),
potom v ni najdeme nejmensi podet znakii (zleva), které tvoii kodové slovo, a ty
jsou kédem znaku a,. Dekddované znaky umaZeme a zase hleddme nejmensi podet
znakd, tvoricich kédové slovo, to je k6d znaku a,, atd.

KaZzdé blokové kédovani je oviem prefixové. Zde je priklad terndrniho kédo-
vani, které neni blokové, ale je prefixové:

A 0
B 1
C 20
D 21
E 220
F 221
Zpravu
1122112211
dekdédujeme zleva znak po znaku:
BBFBFB.
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1.5.3. K6dovani teploty (1.2) nenf prefixové. (Kod znaku ,,ledova™ je prefixem
kédu znaku ,,studend®.) Pfesto jde o jednoznatn dekddovatelny kéd: zpravy
dekédujeme odzadu. Je-li na konci zakédované zpravy nula, je posledni znak zdro-
jové zpravy ,,ledova*“. Je-li na konci pravé jedna jednigka, je posledni znak ,,studend®,
atd.

1.6. Poznimka. Prefixové kody maji velky vyznam. Jsou to jediné kédy, které
Ize dekédovat znak po znaku. To znamend, Ze pfi dekédovani zpravy K*(aja,a; ...)
nemusime znat cely vysledek, ale v okamziku pfijeti zatatku zpravy, tvofeného slovem
K(a,), méZeme jiZ urcit zdrojovy znak a,. (Napfiklad kéd teploty vody (1.2) nemaiZe-
me dekédovat znak po znaku. Dokonce velmi dlouhou zprdvu tohoto typu:

or1111111111 ...
miZeme dekodovat teprve po jejim Gplném skondeni — potom teprve budeme s to
uréit, zda prvni pfijaté slovo je 0, 01 nebo 011.)

1 fo
T — ~TII0{TID — ~I0
—Klai)—] tKiaji
kédové slove kodové slovo

dekddovdani prefixového kédu

Obr. 2
1.7. I’Jlohy

1.7.1. Ovéfte presng, Ze kéd je prefixovy, pravé kdyZ jej miZeme dekédovat
znak po znaku.

1.7.2. Ové#te, Ze jednoznadng dekédovatelny kod je vZdy prosty.

1.7.3. Je kéd

A 01

B 10

C 0100
D 001
E 110

prosty? Je jednozna&né dekédovatelny? Navod: zkuste 0100110.

2. Konstrukce prefixovych kédi

UkaZeme, Ze pfi konstrukci kédd stadi znat délky kédovych slov, kterd chceme
pouzit. Pomoci zndmych délek snadno sestavime prefixovy kéd. Jak méme délky
volit, uréuje tzv. Kraftova nerovnost. Ptijemné pfekvapeni: prefixové kody, které se
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nejlépe dekdduji, jsou stejné obecné jako vitbec viechny jednozna¥ng dekédovatelné
kédy. Tento vysledek, tzv. McMillanova véta, ukazuje, Ze se miiZeme omezit jen na
prefixové kody.

2.1. Priklad. Chceme sestrojit binarni prefixovy kéd cifer 0, 1, ..., 9, vhodny
pro zpravy, ve kterych se ¢asto vyskytuje 0 a 1, ale zfidka se vyskytuje 8 a 9. To zna-
mend, Ze znakiim O a 1 chceme pfifadit slova co nejkrat$i. Délka téchto slov oviem
nemilze byt 1, protoZe pro daldi znaky bychom nenasli kédova slova. Kéd totiz
ma byt prefixovy a kaZdé bindrni slovo m4 prefix bud 0, nebo 1. Zvolme tedy slova
délky 2 pro znaky 0 a 1. Pro znaky 2, 3, ..., 7 bychom cht&li zvolit slova délky 3 a pro
znaky 8 a 9 slova délky 4. Je to mozné?

Zvolme kody

0 00

1 01.

Potom Zadné dalsi kédové slovo nemiZe zaginat nulou (jinak by mélo bud prefix 00,
nebo prefix 01). Pocet viech slov délky tii, kterd zadinaji jednikou, je viak pouze
22 = 4. NemiZeme jimi tedy zakédovat &isla 2 aZ 7. Stejny vysledek jisté dostaneme,
kdykoli zakédujeme znaky 0 a 1 jinymi slovy délky 2.

SniZime-li své poZadavky tak, Ze znaky 2 a7 9 budeme kédovat slovy délky 4,
potom takovy kéd sestavime. Stadi volit libovolnd slova délky 4, zadinajici jednitkou:
jejich poget je 2* = 8. Zde je vysledny kéd:

0 00
01
1000
1100
1010
1001
1110
1101
1011
1111

O 0 3 N U b W

2.2. Pozndmka. Tak jako v ptedchozim ptikladu, p¥i konstrukci prefixového
kédu vidy stadi znat poZadované délky dy, d,, ..., d, kédovych slov pro jednotlivé
zdrojové znaky ay, a,, ..., a,. Pfedpoklidejme pro jednoduchost, Ze zdrojové znaky
jsme uspofédali tak, Ze délky tvo¥i neklesajici posloupnost, d; < d, < ... < d,.
Zvolime libovolné slovo délky d; a to ozna&ime jako K(a,). Déle zvolime libovolné
slovo délky d,, které nem4 prefix K(a,), a to oznadime jako K(a,), atd. Je oviem
otdzka, jak smime volit délky kédovych slov.
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V piipadé binarniho kédu existuje 2% glov délky d, a mezi nimi volime slovo
K(a,). P¥i volbg slova K(a,) se musime vyhnout viem sloviim délky d, s prefixem
K(a,); jejich podet je 227" (protoZe kazd¢ takové slovo vznikne z prefixu K(a,)
doplnénim libovolného slova délky d, — dy). Plati 292791 < 2% 3 proto miZeme
volit K(a,) jako nékteré zbyvajici slovo délky d,. Pfi volbe slova K(a;) mohou uZ
vzniknout potiZe. Musime se vyhnout viem sloviim s prefixem K(a 1) jejichZ podet
je 2279 a viem sloviim s prefixem K(a,), t&ch je 293=42_potyebujeme, aby celkovy
poget 2% slov délky d; byl alespori o 1 v&t3i neZ podet slov, kterym se vyhybame:

243—41 + 2"3—42 +1= 9ds ,
anebo, coZ je totéZ (po vyndsobeni Elenem 274,

974 4 274 4 274 < 1,

Podobné pro &ty¥i a vice slov. Abychom mohli dojit aZ do konce, je tedy nutné
(i postagujici), aby platilo

274 427 4 427 <]

Tato podminka je nutnd nejen v pfipad€ prefixovych kodd, ale i v pifipad? jedno-
znaéné dekédovatelnych kodi, jak plyne z McMillanovy véty, kterou dokaZeme
pozdgji. Uvedeny postup zformulujeme obecng:

2.3. Véta. PFi kédovdni n znaky mifeme sestavit prefixovy kéd s délkami
kédovych slov d, d, ..., d,, prdvé kdy% plati tzv. Kraftova nerovnost
(231) 74+ . +nT" L

Dtikaz. JestliZe plati Kraftova nerovnost, ukdZeme, Ye existuje prefixovy kod
K(a,), K(ay), ..., K(a;) s délkami slov dy, ..., d; pro ka?dé i = 1, ..., r. Postupujeme
matematickou indukci. MtZeme jist predpokladat, Ze zdrojové znaky jsou sefazeny
tak, 7¢ d, < d, < ... £ d,. Pro i = 1 zvolime libovolné slovo K(a,) délky d,.
V indukénim kroku ptedpoklidime, Z¢ méame prefixovy kod K(ay), ..., K(a;_y).
Pti volbé slova K(a;) se musime vyhnout viem sloviim délky d; s ngkterymi z prefix
K(ay), ..., K(a;_,). Potet t&chto ,,zakdzanych® slov je

nd;—d; + ndi—dz 4o+ ndi—dt—x .
ProtoZe plati Kraftova nerovnost, mame

T e L,

a tedy

ndi-dx + nd:—dz + ...+ ndi—dg-l + 1 é ndi .
Odtud plyne, e mezi viemi n®* slovy délky d; lze vybrat alespoii jedno slovo, které
neni ,,zak4zané“. To oznatime K(a;).

Naopak z existence prefixového kédu plyne Kraftova nerovnost. Ctendf miZe
tento fakt snadno dokazat podobnou tvahou jako v bindrnim pfipadg, nebo jej
mize odvodit z McMillanovy véty, kterou dokdZeme dale.

2.4. Poznamka. Kraftova nerovnost oviem nezaruuje, Ze dany kod je prefixo-
vy — zaruduje jen, Ze existuje prefixovy kéd se stejnymi délkami kédovych slov.
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Napfiklad v 1.2 jsme méli bindrni kéd, kde d;, = 1,d, = 2ad; = d, = 3. Plati sice
1 1 2

270427242283 = 2 4221,
2 4 8
ale kod sam neni prefixovy. Zde je prefixovy kéd se stejnymi délkami slov:
ledova 0
studena 10
vlazna 110
tepla 111

2.5. Piiklad. Vratme se k ptikladu 2.1 kédovani cifer. Pavodné jsme chtéli
kodovat s délkami dy = d; = 2, dg = dy = 4 a ostatni délky d; = 3 (i = 2, ..., 7).
Plati oviem

1 1 1 12
2 Py +2 5 +6 Yl
takZe takové prefixové kédovani neexistuje. Jestlize viak pfipustime délku 5 pro
nejméné Casté znaky 8 a 9, potom na tyto znaky,,spotfebujeme* jen 2 (1/2%) = 1/16
a na znaky 0 a 1,,spotfebujeme** 2 (1/2%) = 1/2, tak¥e do jednitky zbyvé 7/16. Potom
miZeme znak 2 kédovat slovem délky 3 a ostatni znaky 3, 4, 5, 6, 7 slovy délky 4:
plati

>1,

RS NS Y
Zde je takovy kod:

0 00
01
100
1010
1011
1100
1101
1110
11110
11111

O 0 N AN R W

2.6. Ulohy

2.6.1. Existuje bindrni prefixové kédovani &islic 0, 1, .... 9, které pouZiva jen
slov délky nejvyse 5 a &islice 9 ma kéd 0? ’

2.6.2. Najdéte terndni (tj. tii-znakovy) prefixovany kéd znakd A, B, C, D,E,F
s pfedepsanymi délkami kédovych slov 2,2, 1, 1, 2, 2.
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2.6.3. Kolik znakid musi mit kddovd abeceda k zakddovani viech 26 pismen
(bez hacki) nasi abecedy, jestlize kédova slova maji mit délku nejvyse 2 a pro 5 samo-
hlasek maji mit dokonce délku 1?

2.7. McMillanova véta, Pro kazdé jednoznalné dekddovatelné kiodovdni plati
Kraftova nerovnost (2.3.1).

Pozndmka. To znamend (podle véty 2.3), Ze k takovému kodovini mizeme
sestrojit prefixové kédovani se stejnymi délkami slov.

Dikaz. Je dano jednozna&ng dékédovatelné kédovani K s délkami kodovych
slovd, £d, <... <d, Chceme dokédzat, 7e &slo ¢ = n™% 4 n™% + ... + n™%
je nejvyse rovno 1. To ov&iime tipravou jeho k-té mocniny (k = 1,2, 3,...). Ta je
oviem souétem viech moZnych k-&lennych soudind &sel n™%:

r
= (n—dl a4 n—d,-)k _ Z p-@utdnt .ty
IS TN ir=1
V tomto sou¢tu udélame potadek: zapiseme jej jako s;n~! + s,n”% + ..., kde 5; je

podet téch s&itanct, pro které d; + d;, + ... + dy = j, tj. sCitancd tvaru n”/,
Nejvétsi takové &islo j je oviem rovno d, + d, + ... + d, = kd,, takZe dostavime

tvar

2 kdr

=sn7t +snTt L+ s n”

Pro kaZdy s@itanec n~“utdut--tdw) sestavme odpovidajici zdrojovou zprivu
a;a, ... a,. Jejikéd K(a;,) K(ay,) ... K(a;) je slovo délky d;, + di, + ... + d;, = J.
ProtoZe je kédovini K jednozna&ng dekodovatelné, kazdym dvéma riiznym zpravidm
odpovidaji dv& riizna slova délky j, to znamend, Ze podet s; t&chto zprdv nemiiZe
piekrogit podet n’ viech slov délky j, tj. s; < n'. Plati tedy

c<nin + 0?02 + ..+ pMrpThe o

= 1 4+ 1 + ..+ 1 =

kd, .
Vidime, Ze &islo ¢ spliiuje podminku c*/k < d, pro k =1,2,3, .... Odtud plyne,

7e ¢ < 1 (protoZe pro kazdé &islo ¢ > 1 plati lim ¢*/k = o).
k-0

It

2.8. Ulohy

2.8.1. Ovgfte, zda kédovani K, je jednoznaéng dekddovatelné. Pokud je, najdéte
prefixové kédovani se stejnymi délkami slov.

K, K, K;
A 00 a 0
B 10 ac 1
C 001 b 210
D 101 be 211
E 011 ca 212
F 111 cb 1010
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2.8.2. Jestlize prefixové kodovani spliuje ostrou Kraftovu nerovnost, tj.
n9 + ...+ n% < 1, existuje takové slovo kodové abecedy, které neni kédem
7adné zpravy. DokaZte to! Navod: Zdrojovou abecedu miiZeme rozsifit o 1 znak
a najit rozsifeni koédovani.

2.8.3. Kterd z uvedenych koédovdni znakl a, b, ¢, d, e, f jsou jednoznalné
dekddovatelna a ktera jsou prefixova?

K, K, K, K,
a 0 XXX 0 0
b 01 XXy 001 1
c 011 XyX 111 20
d 0111 XX 110 21
e 01111 Xyy 101 220
f 011111 yyx 011 221

3. Nejkratsi kod

V pfedchozim ¢lanku jsme vidéli pfiklady konstrukci prefixovych kédi, zalo-
Zenych na tom, Ze ¢ast&jsim znakm jsme se snaZili pfifadit kratsi kédova slova nez
méng &astym. V tomto &linku jdeme o krok dal: predpoklidime, Ze jsme zjistili
presnou frekvenci znakt zdrojové abecedy ay, a,, ..., a,. To znamen4, Ze pro kazdy
znak a; zndme pravd&podobnost p; toho, Ze na ndhodné zvoleném misté zdrojové
zpravy je zapsano a; Plati ovem p; + p, + ... + p,=12a 0 £ p; £ 1. Nafim
cilem je najit nejkratdi kéd, pfesnéji, prefixovy kéd, jehoZ primérna délka slova
je nejmensi moZnd. (Podle McMillanovy véty 2.7 jde o nejkratsi kéd nejen mezi
prefixovymi kédy, ale i mezi vemi kody, které jsou jednoznatng dekodovatelné.)

3,1, Oznadme délky kédovych slov daného kédovani dy, d,, ..., d, a odpovi-
dajici pravdépodobnosti py, p,, ..., p,. Z teorie pravdépodobnosti vime, Ze primérnd
(nebo stFedni) délka kédového slova je &islo

d=d,p, +dyps + ... +dp..

To znamena, ¥e na zakodovani dlouhé zpravy o m zdrojovych znacich spotiebujeme
zhruba md koédovych znakt. Naptiklad kédujeme znaky *, +,!,? a vime, Ze *
se vyskytuje dvakréit ¢ast&ji neZ ostatni znaky. Zvolime toto binarni kédovani:

znak * + ! ?
pravdépodobnost vyskytu 0,4 0,2 0,2 0,2
kod 0 10 110 111

Jeho priimérnd délka slova je
d=1.04+2.02+3.02+3.02=2.
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Stejnou prumérnou délku slova ma i toto kodovani:

* + ! ?

00 01 10 1
Je ziejmé, Ze Zadné prefixové bindrni kodovani nema primérnou délku men3 ne? 2.
Najsli jsme tedy nejkrat$i kod.

3.2. Definice. Nejkratsim n-znakovym kddovdnim zdrojové abecedy a,, a,, ...
..., a, s pravdépodobnostmi vyskytu py, p,, ..., p, se rozumi prefixové kodov4ani
této abecedy pomoci n znaki, které ma nejmensi moZnou primérnou délku slova d.

Napiiklad uvedena abeceda *, +,!, ? ma nejkrat§i binarni k6dy priimérné
délky 2. Jeji nejkratdi terndani k6d je tento:

* + ! ?

0 1 20 21
Priamérna délka slova je nyni

d=1.04+1.02+2.02+2.02=14.

3.3. Huffmanova konstrukce bindrniho kdédu. Nejkratsi kéd zkonstruoval
O. Huffman (&ti hafmen) v r. 1952. Probereme nejprve p¥ipad binarniho kédovani.
Zdrojové znaky uspofddame podle pravdépodobnosti, tj. tak, aby platilo p, >
Zpy Z ... 2 p,. Pokud midme jen dva zdrojové znaky (r = 2), je nejkratsi kod
zfejmy:

znak a, a,

kéd K 0 1
V ptipadé tti znakf (r = 3) pracujeme s tzv. redukovanou abecedou a; a a 2,3, Kterd
mé pravdépodobnosti vyskytu p; a p, 3 = p, + ps. Nejkratsi kod redukované abe-
cedy je tento:

znak a, a3
kod K 0 1
Rozdglenim slova 1 na dvé slova (10 a 11) dostaneme nejkratsi kd ptivodni abecedy:
znak a, a, as
kéd 0 10 11.

Podobné postupujeme v pfipade libovolného poltu r zdrojovych znakid. Definujeme
redukovanou abecedu ay, a,,...,a,_, a a,_;, s pravdépodobnostmi vyskytu
Pis P2y vy Pr—2 8 Doy p = Dp—y1 + P, Uspofaddme znovu jeji znaky podle pravdé-
podobnosti a najdeme jeji nejkratsi kod K. Potom plvodni abeceda ma nejkratsi
kéd, vznikly rozdélenim slova K(a,_, ) na dvé:
(33.1) znak  a, a ... Uy, Qr_y a,

kod  K(a,) K(ay) ... K(a,_;) K(a,-1,)|0 K(a-q,)|1.
Diive neZ dokaZeme, Ze (3.3.1) je skuteén& nejkrat§im kddem, ilustrujeme metodu
redukci na piikladu. Redukce provadime postupné, aZ dojdeme ke dvéma znak(m.
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3.4. P¥iklad. Sestrojime nejkratii k6d abecedy 1, 2, 3, A, B, ve které se znak A
vyskytuje t¥ikrat Sast&ji neZ numerické znaky a znak B Ctyfikrat Castéji. Odhadnéte
nejkrat$i kod!

V Huffmanové konstrukci tedy danou zdrojovou abecedu:

znak B A 1 2 3

pravdépodobnost vyskytu 0,4 0,3 0,1 0,1 0,1
zredukujeme a sefadime podle pravdépodobnosti:

znak B A 2,3 1

pravdépodobnost vyskytu 0,4 0,3 0,2 0,1
Podobné provadime dalii redukce. Proces redukci a sefazovani schematicky zna-
zornime takto:

znak pn:avdépodobnost 1.redukce |2.redukce |3.redukce
vyskytu

0.4 04 0.4 0,6
03 03 03 04

1 01 02 03

2 01 l

01
3 01

Obr. 3

Zpétnym postupem dostavame tyto nejkratsi kody:

06 ... 0 04 ... 1 04 ... 1 04 ... 1
04 ...1 0,3 ... 00 03 ... 00 0,3 ... 00
03 ... 01 0,2 ... 010 0,1 ... 011
0,1 ... 011 0,1 ... 0100
0,1 ... 0101
a vysledny kéd K je tento:
B ...1
A ... 00
1 ... 011
2 ... 0100
3 ... 0101

Jeho primérné délka slova je
d=04+2.03+3+4+4.01=21.
(By! v4§ odhad stejn& tsp&iny?)

19



3.5. Tvrzeni. Je-li K nejkratsi kod redukované abecedy, je kéd (3.3.1) nejkrat$im
k6dem piivodni abecedy.

Diikaz. I. Nejdiive ukaZeme, Ze pro kazdou abecedu a,, a,, ..., a,, sefazenou
podle pravdgpodobnosti (viz 3.3), lze sestrojit nejkrat$i kéd K* takovy, Ze slova
K*(a,_,) a K*(a,) se li3i jen v poslednim znaku.

Zvolme libovolny nejkratsi kod K’. Délky d; kédovych slov K'(a;) neklesaji,
tji.dy < dy £ ... £ d,. (Kdyby totiZ pro nékteré i < j platilo d; > dj, mohli bychom
pfehodit i-té a j-té kédové slovo. ProtoZe plati p; = p;, vznikly kéd by mé]l mensi
primérnou délku slova nez kéd K’, a to neni mozZné.) Oznatme K" k6d, vznikly
z kédu K’ odstranénim posledniho znaku slova K'(a,). ProtoZe novy kéd ma kratsi
primérnou délku slova ne? (nejkratsi) k6d K', nemiiZe byt K” prefixovym kédem.
To znamen4, e slovo K”(a,) je prefixem n&kterého slova K"(a;) = K'(a;), i < r.
Potom plati d. — 1 < d} a zaroveti d; < d, (protoZe i < r), takie d; = d,. JestliZe
i = r — 1, sta¥i poloZit K* = K': slova K'(a,_,) a K'(a,) maji stejnou délku a stejny
prefix po odstranéni posledniho znaku. JestliZe i < r — 1, ozna¢me K* kéd, vznikly
z k6du K’ ptehozenim i-tého slova s (r — 1)-nim slovem. ProtoZe d; = d,_; = 4,,
je K* nejkratsi kod s poZadovanou vlastnosti.

II. DokaZeme, 7e kéd R, definovany v (3.3.1), je nejkratdi. Je ziejmé, Ze K
je prefixovy kéd (protoZe K je prefixovy kéd redukované abecedy). Podle L. exis-
tuje nejkratsi kod K* takovy, Ze
(35.1) K*(a,-y)=by...b,0 a K*a)=b;...b,1.

Z ngj sestrojime k6d K* redukované abecedy:

znak a, a, O PN e .

kéd K*  K*(a,) K*(a,)...K*a,-3)  by...b,.

Oznaime d¥ délky slov K*(a,), plati tedy d}_; = df = m + 1 (3.5.1). Proto mi
kéd K* primérnou délku slova

A(K*¥) = dfp; + d3ps + ... + d_zp— + (m + 1) (pr-1 + Pr).

K6d K* ma tuto primérnou délku slova:

d(R*) = dipy + d3py + ... + d}opres + m(po1 + 1)),
takZe plati

A(K*) — AR*) = pros + pr-

Podobné se ovéfi

d(K) ~ d(K) = p,-1 + P:-

Proto¥e je K nejkratiim kédem redukované abecedy, plati d(K) < d(K*), a tedy

a(g) = a(K) + Pr-1 + P é a(K*) + Pr~1 + P, = a(K*) .

Na druhé strang, protoZe je K* nejkratsi kéd, plati d(K) = d(K*),a tedy d(K) = d(K*).
To znamen4, Ze i K je nejkrat3i kéd.

3.6. Oznadeni. Pfi provadéni Huffmanovy konstrukce je vyhodné redukci
pouze naznalovat: sefteme dvé posledni, nejmen$i pravdépodobnosti a vysledek
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zafadime mezi pfedchozi pravdépodobnosti (naznateno pierusovanou vodorovnou
darou). Opét seéteme dvé posledni dosud nesedtené pravdépodobnosti a zatadime.
Tak postupujeme, dokud nedosahneme soudet 1. Potom za&neme pfitazovat binirni
slova: posledni dva s&itanci dostanou kédovaslova0al, a kdykoli ma pravdépodob-
nost kédové slovo b, ... b, a je souttem dvou séitanci, dostanou tito séitanci kédova
slova b, ... b,0a by ... b,1.

V tomto oznadeni provedeme znovu ptiklad 3.4.

3.7. Ptiklad (Huffmanova konstrukce kédu). Provedeni redukce:

1A
06— &
|

‘ ML

_

B 04
Al 03
1 0,1
2 01
3 01
Obr. 4

Pfitazeni kédovych slov:

—~[O10]O,2—LDJ

1 0.4

A co 03

1 011 0,1

2 0100 { 01

3 0101 | 01
Obr. 5

Viimnéte si, Ze Huffmanova konstrukce neni jednozna¢na: podle toho, kam pravds-
podobnost zafadime, dostaneme razné kédy. Také pfi zpstném pfifazeni kédovych
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slov mame uréitou libovili. Oviem viechny kddy, které zkonstruujeme, maji stejnou
hodnotu d. Zde je jiny kéd pro tutéZ abecedu:

1
[0106 j..J

1 loas
————— (00103

AL OT 103 [00010,2
1 {001 |01 il
2 | 0001 | 01
3 | o000 | o1 -
Obr. 6
3.8. Ulohy

3.8.1. Najdéte odhadem nejkrat3i k6d této abecedy:

znak X y z t v
pravdépodobnost ;15 + ﬁ %,
Ptesvédéte se o tom, Ze je skutetné nejkratsi.

3.8.2. Pro uvedenou zdrojovou abecedu najdéte Huffmanovou konstrukei dva
ké6dy takové, Ze jeden ma jen slova délky <4, zatimco druhy ma i slovo délky 5:

znak 5y Sy 53 S4 Ss S¢
pravdépodobnost 0,04 0,4 0,06 0,3 0,1 0,1.

3.9. Huffmanova konstrukce obecného kédu, V prfipad€ n-znakové kédové
abecedy se nejkratsi kod najde analogicky jako v bindrnim p¥ipadé: provadime postup-
né redukce seétenim n nejmensich pravdépodobnosti. Vyjimku tvofi prvni redukce,
kde stitime ngkdy méné neZ n Clend. Predpokladame zase, Ze zdrojova abeceda
di, ..., a, je uspofdddna od nejpravd&podobngjiiho znaku k nejméné pravdépo-
dobnému.

Nez ptistoupime k obecnému piipadu, podivejme se na terndrni kédovani,
kde kédové znaky jsou 0, 1 a 2. Pokud r = 3, je nejkrat$i kéd ziejmy:

znak a, a, as

kod 0 1 2.

Pokud r = 4 nebo 5, provedeme redukci: v p¥ipadé r = 4 je redukovand abeceda
ay, a;, 03 4, kde p3 4 = p3 + Pa (jen dva s&itanci!), a v pfipadé r = 5 je redukovand
abeceda ay, a,, a3 ,4,5, kde p3 45 = p3 + ps + ps. Je zfejmé, Ze u prvai redukce
se vzdy musime zamyslet, zda s¢itat dva nebo t¥i s¢itance. Dal3i redukce ale probihaji
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hladce: vidy s&itame tfi posledni nesedtenéd pravdépodobnosti. Prvni redukce ma
dva s¢itance pror = 4, 6, 8, ... (a oviem i pro r = 2), tedy pro sud4 &isla r; a ma t¥i
sCitance pro r lich4.

3.10. Priklad. Ur¢ime nejkratsi ternarni kéd abecedy A, B, C, D, E, F, ve které
Jsou samohldsky dvakrat Eetn&jsi neZ souhldsky. Provedeme redukce (prvni s&itani
ma dva scitance, protoZe kédujeme sudy pocet znakd):

1
znak pravdépodobnost 1/8 I

2 -
Yo | 2 _
/g
VZ
s
1/8

MO OlOm>

Obr. 7

Kédova slova prifazujeme tak, 7e v kaZdém rozvétveni ,,p¥ivésime* znaky O, 1, 2
na konec kédového slova:

10148
A 1 2/ ?
E 2 24
——100]%4—

B| o1 | l

cl o2 | W

Dl ooo |14

Fl| ool | V&

Obr. 8

Primérna délka slova tohoto kédu K je
d=1.241.7+02+2+3+3)F=L1=175.
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3.11. Uloha. Najd&te nejkrat3i ternarni kéd abecedy v 3.8.2.

3.12. Huffmanova konstrukce n-znakového kédu. Kédujeme zdrojovou abecedu
a,, ds, ..., a,, setazenou podle pravdépodobnosti, n-znakovou kodovou abecedou
by, by, ..., b, Pokud r £ n, je nejkratsi kod ziejmy:

znak a; a, ... a,

kod b, b, ... b,.
Pokud r > n, provedeme redukci zdrojové abecedy. Selteme poslednich s pravdeé-
podobnosti, kde s = 2,3,...,n je (jediné) islo takové, Ze n — 1 je délitelem &isla
r — s. Vznikne redukovand abeceda ay,a,,...,a,_,, a* s pravdépodobnostmi
Dis Pasenos Pyes @ P* = Dy_s41 + Pr—sez + .. + p,. Tu sefadime podle pravdg-
podobnosti a uréime jeji nejkratsi kéd K. Potom ma plivodni abeceda tento nejkratsi
kod:

znak a, a, cee Qpeg Ar_ g1 Aposis ... a

kéd K(a;) K(ay) ... K(a,—,) K(a*)|b, K(a*)|b, ... K(a*)]b,.

3.13. Poznamka. Urleni &isla s mUZeme mechanicky provadét tak, Ze v sezna-
mu zdrojovych symbolii zatrhneme skupiny po n — 1 symbolech, az zbyde posledm
skupina s poétem s = 2, 3, ..., n symbolil; jejich pravdépodobnosti setteme. Cislo s
uréujeme jen u prvni redukce, protoZe u viech dalsich je s = n, tedy scitdme vZdy n
poslednich pravdépodobnosti.

Dukaz, 7e je tento algoritmus spravny, je analogicky dikazu tvrzeni 3.5.

3.14. Priklad. Hledame nejkratsi kod abecedy z priki. 3.10 s kodovymi znaky
0,1,2a3:

1
——— (017 —
Al 1 |28
El 2 | %4
Bl 3 [
’k C | 00 1/3
5=3{ D | 01 1/8
L Floz | 4

Obr. 9
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3.15. Ulohy

3.15.1. Vysvétlete, pro¢ u daliich redukci neni tfeba v Huffmanové konstrukei
zjifovat podet s¢itanci. Navod: Proberte nejdfive ternarni ptipad.

3.15.2. Kolik znakit musi mit kédovd abeceda, jestliZe potifebujeme najit
prefixovy kéd primérné délky slova < 1,6 pro tuto zdrojovou abecedu:

znak A B C DEF G HI1I J K
pravd€podobnost 0,22 0,15 0,12 0,1 0,1 0,08 0,06 0,05 0,05 0,04 0,03.
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II. BEZPECNOSTNI KODY

Pti skuteéném pouZivani kodia je tfeba pocitat s tim, Ze béhem pfenosu kddo-
vych znaki dojde k chybg, zpisobené Sumem. Tomu miZeme Eelit tim, Ze pouZivime
tzv. bezpecnostni (nebo detekéni & opravné) kédy. Zatimco Huffmanova konstrukce
mé za cil sniZit redundanci (tj. nadbyte&n& pfenaSenou informaci) na minimum, v pii-
padé bezpeénostnich kédi naopak uméle zvysujeme redundanci, abychom zabezpeili
informaci pted sumem. Sum se miiZe projevit dvéma zpisoby:

1. zdménou vyslaného znaku za jiny znak,

2. poruchou synchronizace, tj. vytvofenim znaku, alkoliv nebyl Zddny vyslan,

nebo naopak pohlcenim vyslaného znaku.
Sum druhého typu (ktery je mén& obvykly) nebudeme uvaZovat. Budeme tedy
konstruovat kédy, které jsou schopny objevit a pfipadné i opravit chyby, vzniklé
zaménou znakd. Pracujeme stile s blokovymi kédy (1.5.1). Délku kédového slova
budeme vidy oznalovat n.

Jak mitiZze kod objevovat a opravovat chyby? Tak, Ze obsahuje uritou re-
dundanci: nékteré znaky koédového slova nenesou Z4dnou informaci, ale slouzi
ke kontrole. Naptiklad &edtina je urditym koédem s dost velkou redundanci. JestliZe
nap¥. vysleme &eské slovo a pfijmeme slovo ,,opakkvani, potom miZeme provést
opravu a napsat ,,opakovani. To je totiZ jediné Eeské slovo, které méd od pfijatého
slova Hammingovu vzdalenost (tj. podet odlidnych znak®) rovnu 1. Pfi pfijeti slova
,,opakkvanr‘ chybu objevime, tj. vidime, Ze nejde o Ceské slovo, ale nemizeme ji
opravit. Existuje totiZ vic neZ jedno &eské slovo s Hammingovou vzdélenosti 2, napf.

opakovani a opakovano,
ale 74dné &eské slovo nemd Hammingovu vzdilenost 1.

V ptipadé umélych kéda viak obecnd nemame moZnost rozhodnuti, zda doslo
k chybé a k jaké. Tuto moZnost ale miiZeme vhodnon volbou kédu vytvofit, jestlize
vyélenime n&které znaky kédovych slov ke kontrole spravnosti. Casto uZivana tech-
nika je tzv. kontrola parity: k bindrnimu kédovému slovu a,4, ... a, pfipojime znak
a,.+, tak, aby celé slovo a,a, ... a,,, obsahovalo sudy potet jednicek. Jestlize pfi
pfenosu rozsifeného slova dojde k jediné chybg, pozname, Ze pfijaté slovo nebylo
skutetnd vysldno. O tomto kédu Fikame, Ze objevuje jednoduché chyby, tj. zjisti,
7e doslo k chybé (ale nevi kde), pokud byl poskozen jenom jeden vyslany znak.
Kédy objevujici chyby jsou vyhodné tehdy, kdyz mame moZnost zpravu opakovat.
Pokud tuto moZnost nemime, budeme spis pouZzivat kody, které opravuji chyby,
tedy nejen poznaji, ¥¢ doslo k chybg, ale také v&di kde. Naptiklad opakuje-li se
v kodu kazdy znak t¥ikrat po sobg, potom tento kéd opravuje jednoduché chyby:
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vysleme aaa a jednoducha chyba ovlivni jediny znak, takZe pfijmeme nap¥. aba —
které chyby jen objevuji.

Je jasné, Ze &im vétdi je redundance kdédu, tim je tento kéd méné icinny. Checeme
tedy sestrojit kddy, které by opravily nebo objevily co nejvétsi podet chyb a pfitom
mé&ly rozumné nizkou redundanci. Neékolik vtipnych konstrukci takovych kodi
pozname v piistich kapitolach. Nejdfive se budeme zabyvat obecnymi rysy bezpec-
nostnich kaédil.

4. Objevovani chyb

V celém zbytku knihy pracujeme s blokovym kdédem K v néjaké koneéné abe-
cedé. OznaCme T tuto abecedu a

T" = {tyt;...1,|t;€Tproi=1,2,...,n}
mnoZinu viech slov délky n. Pokud délka kédu K (tj. délka viech slov v K) je rovna n,
potom K < T" a slova mnoZiny T" délime na kédovd slova (v K) a nekddovd slova
(v T" — K). Pfedpokldddme, Ze vysilime kédova slova a piijimdme slova z mnoZi-
ny T". Pokud jsme pfijali nekédové slovo, fikdme, Ze jsme objevili chybu. Pokud
je pfijaté slovo kédové, pak bud nedoslo k chybg, nebo jsme ji neobjevili.

Mluvime o t-ndsobné chybé (t =1,2,3, ), jestlize polet chybnych mist je
nejvyde t. Tedy napt. ze slova 1111 miiZe dvojndsobna chyba vytvofit slovo 0110,
ale i slovo 1110. Kéd K objevuje t-ndsobné chyby, jestliZe p¥i vyslani kédového
slova a vzniku t-nisobné chyby je pfijaté slovo vidy nekédové. Podrobngji, pro
kazdé slovo v,v, ... v, kodu K a kaZdé jiné slovo w,w, ... w, takové, Ze pro nejvyse ¢
indexd i plati v; £ w;, je wyw, ... w, nekodové slovo.

d [ | [ [ ] wee fgow] o] [
jehyba Lot
objevend chyba neobjevend chyba

Obr. 10

4.1, Piklad: Kéd ,,dva z péti’. Jde o binarni kod délky 5, tedy K < {0, 1}°,
ktery sestavad ze viech slov s pravé dvéma jedniGkami. Polet kédovych slov je

5 , oy yr . P 4s
( ) = 10, a proto tento kéd miiZeme pouzit napf. ke kédovani cifer:

2
1 11000 6 00101
2 10100 7 00011
3 10010 8 00110
4 10001 9 01100
5 01001 0 01010
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Tento kéd objevuje jednoduché chyby (¢ = 1): pti jednoduché chybé ma ptijaté
slovo bud jednu, nebo t¥i jedni¢ky. Dvojndsobné chyby viak neobjevuje. Napiiklad
z kodu isla 4 vytvoH chyba na prvnich dvou mistech kod ¢&isla 5.

4.2. Definice. Hammingovou vzddlenosti dvou slov v,0; ... 0, 2 W Wz ... W,
nazyvame podet odlignych znakd téchto slov, tj. velikost mnoZiny

(ili=12,..,n0 % wi} .

Minimdlni vzddlenosti blokového koédu K nazyvame nejmensi Hammingovu
vzdalenost dvou riznych kédovych slov.

4.3. Priklad. Kod ,,dva z péti‘ ma minimalni vzdalenost 2: slova 11000 a 10100
maji Hammingovu vzddlenost 2 a $4dna dvé rizna kédova slova nemaji Hammingovu
vzdalenost 1.

4.4. Uloha. Ovéite, Y¢ Hammingova vzdélenost je metrikou na mnoZing T"
viech slov délky n. To znamen4, 7e pro kaZdd slovau,vawyv T" spliiuje Hammingova
vzdélenost d(v, w) tyto podminky:

(i) d(v, w) Z 0 a rovnost nastavd, pravé kdyZv = w,
(i) d(v, w) = d(w, v),
(iii) d(v, w) < d(v, u) + d(u, w).

4.5. Pozorovani. Blokovy kod minimélni vzdalenosti d objevuje t-nasobné
chyby pro viechna t < d, ale neni schopen objevit viechny d-ndsobné chyby. To
znamend, %e pokud v kédovém slové zménime ¢ znakil, potom

a) nevznikne kédové slovo, jestlize t £d — 1;

b) mbZe vzniknout k6édové slovo, jestlize t = d.

Skute&ng, kdyZ pfi zm&nd kdédového slova v v ¢ znacich vznikne slovo w,
je Hammingova vzdalenost slova w od slova v rovna t. Pokud ¢t £ d — 1, znamena
to, Zebudv = w (a tedy nedoslo k Zadné chybg), nebo w neni kédové slovo. Naopak,
pro t = d najdeme dvé kédova slovava w Hammingovy vzdélenosti d, a potom w
mohlo vzniknout d-ndsobnou chybou ze slova v.

2|

on

101

000

<Y

10

X
kéd objevujici jednoduchou chybu

{Hammingova vzdatenost 2)
Obr. 11
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4.6. Piiklad: Kéd celkové kontroly parity. Jde o nejobvyklejsi bezpecnostni kéd
vitbec: k bindrnimu slovu pfiddme jeden kontrolni znak tak, aby vysledné slovo
mélo sudou paritu (tj. sudy pocet jedniek). Vznikne binarni kéd délky n viech slov
sudé parity. Naptiklad pro n = 4 je to tento kéd (se tfemi informadnimi zZnaky
a jednim kontrolnim):

0000, 1100, 1010, 0110, 1001, 0101, 0011, 1111.

Jeho minimélni vzdélenost je 2, takZe k6d objevi jednoduché chyby. Ty méni sudou
paritu v lichou. Zadnou chybu, kterd zméni dva znaky, tento kéd neobjevi.

4.7. Piiklad: Opakovaci kéd. V pfipadé velkého Sumu se miiFeme rozhodnout,
Ze kazdy znak abecedy T budeme n-krat opakovat. Vznikne opakovaci kéd, jehoz
jedina slova jsou vv ... v (ve T).

Naptiklad opakovaci terndrni kéd délky 5 ma kodova slova 00000, 11111
a 22222, Pokud pfi pfenosu nastane Styfndsobna chyba, vznikne slovo, které neni
kédové. Tento kéd tedy objevuje Etyfnasobné chyby.

Obecné je minimélni vzdalenost opakovaciho kédu délky n rovna n, tak¥e kéd
objevi (n — 1)-ndsobné chyby.

4.8. Uloha. Urcete, kolik chyb objevi (a jakym zptisobem) binarni kéd viech
slov asa; ... a;, kde a; je kontrolni znak parity znaki ay, a, (tedy slovo aja,a,
méd vZdy sudou paritu), as je kontrolni znak parity znakii ay, as, zatimco a; je
celkova kontrola parity (takZe celé slovo m4 sudou paritu).

5. Opravovani chyb

UkéZeme, Ze kdd je schopen opravovat t-ndsobné chyby, pravs kdyZ m4 mini-
malni vzddlenost alespofi 2t + 1. Jind je ovSem otazka, jak se opravy realizuji.
Ptijaté slovo vétiinou nemiiZeme porovnévat se viemi kédovymi slovy, protoZe to by
bylo pfili§ zdlouhavé. V dalfich kapitolich poznime dilleZité t¥idy koda s rychlym
opravovanim chyb.

Rikdme, %¢ koéd K opravuje t-ndsobné chyby, jestliZe pfi vyslani kédového
slova v a pfi t-ndsobné chyb& m4 ptijaté slovo w Hammingovu vzdalenost d(v, w)
mensi, neZ je jeho vzdélenost od libovolného jiného kédového slova (takZe vyslané
slovo spravng uréime jako to, které m4 k ptijatému slovu nejblize). Jinymi slovy,
pro kaZdé slovo v € K a kaZdé slovo w e T* takové, e d(v, w) =< t, plati:

d(v,w) < d(x,w) proka’déslovo xeK, x*v.

5.1. Pozorovani. Blokovy kéd minimélni vzdalenosti d opravuje f-nisobné
chyby pro viechna

d
t< =,
2
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ale neni schopen opravit viechny chyby ndsobnosti d/2 nebo vétsi. To Znamend,
#e pokud v kédovém slové v zménime ¢ znakd, potom

a) vznikne slovo, jehoZ Hammingova vzdalenost od slova v je men3i neZ od
jinych kédovych slov, jestlize t < df2;

b) miiZe vzniknout slovo se stejnou nebo mensi Hammingovou vzdalenosti
od jinych kédovych slov, jestlize ¢ 2 dJ2.

kéd minimatni vzdalenosti 3 opravi jednoduchou chybu

kéd minimdini vzdalenosti 4 neopravi dvojndsobnou chybu

chyba E@

Qbr. 12

Skute¢nd, pokud ¢ < df2, md pfijaté slovo w Hammingovu vzdalenost
d(v,w) =t < dJ2 od slova v. Pfitom pro kazdé jiné kédové slovo x # v plati
d(v, x) = d, takZe z nerovnosti d(v, x) < d(v, w) + d(w, x) (viz 4.4) plyne

d(x, w) = d(x,v) — dv,w)zd —d(v,w) z 2.

Naopak, pokud t = d/2, najdeme kédova slova v a v/ s Hamingovou vzdale-
nosti d. To znamen4, Ze tato slova se lisi v n¢kterych d soufadnicich (iy, iz, ..., ig)
a plati ; = v} pro viechna i = iy, iz, ..., Is- Zmétime ka¥dou druhou ze soufadnic
v;,5 ..., U;, Na hodnotu ve slov& v'. Tim vytvotime slovo w = w;w, ... w,, kde

w; = v;, pokud i =1, 4106 -

w;=v; proostatni i=1,...,n.

JestliZe d je sudé &islo, zménili jsme d /2 soutadnic (tj. Hammingova vzdalenost slova w
od slova v je d/2) a tuto chybu nemiiZeme opravit, protoZe také Hammingova vzda-
lenost slova w od kédového slova v’ je d/2 (lisf se jen v soufadnicich iy, i3, ..., igj3-1)-
Jestlize d je liché &slo, zménili jsme (d + 1)/2 soufadnic, tedy nejmensi pocet ¢
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soufadnic takovy, Ze t = (d/2). A tuto chybu nemiiZeme opravit, protoZe Hammingova
vzdélenost slov w a v’ je dokonce mensi: (d — 1)/2.

5.2. Piklady

5.2.1. Opakovaci kéd délky 5 opravuje dvojndsobné chyby. Pokud vysleme
slovo vovvy a dojde k chyb& na dvou mistech, v&t§ina znakt zlistane nezména. Mame
tedy dekodovani, opravujici dvojndsobné chyby: kaZdé slovo wyw,waw,ws, ve kterém
vétinu znakt tvoif znak v, dekdédujeme jako slovo vovov.

Obecné, opakovaci kéd délky n opravuje t-ndsobné chyby pro viechna ¢ < n/2.

52.2. Kéd celkové kontroly parity 4.6 (ktery ma minimalni vzdilenost 2)
neopravuje ani jednoduché chyby: pokud zjistime lichou paritu, vime, Ze doslo
k chybg, ale nemame Z4dnou informaci o tom, kde chyba nastala.

5.2.3. Kédy dvourozmérné kontroly parity. Jde o prakticky velmi vyznamné
kédy, bezné pouzivané v samodinnych poéitacich. Informaéni znaky zapiSeme do
matice typu (p, g). Potom ke kaZdému ¥adku p¥idame jeden symbol kontroly parity
fadku, podobné ke kazdému sloupci pfidime znak kontroly parity sloupce a nakonec
znak ,,kontroly kontrol* voleny tak, aby i parita vysledné matice byla sud4. Napfiklad
pro p = 7aq = 3 mame 7. 3 informaénich znaki a 8 . 4 = 32 viech znakd, takZe
jde o kod délky 32. Tento kéd se nazyva ASCIL Priklad kédového slova:

101 ; 0 « kontrola parity fddku
000, 0
001 | 1
0101 1
11111
1111
000 |0

Kéd ASCII:

"
kontrola parity sloupce

Kéd dvourozmérné kontroly parity opravi jednoduché chyby: takovad chyba
zméni paritu jediného ¥adku (feknéme i-tého) a jediného sloupce (fekn&me j-tého).
Potom chybnym je znak na mist& (i, ).

5.3. Ulohy

5.3.1. Urdete zplsob, jak objevit trojnasobné chyby pf¥i pouZiti kédu dvou-
rozmérné kontroly parity. Opravuje tento kéd dvojndsobné chyby?

5.3.2. Kolik chyb opravi kéd z tlohy 4.8?
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6. Dekdédovani

Miuvili jsme o schopnosti kédu odstrafiovat chyby, ale ne o tom, jak se opravy
skutedné provadéji. To podrobnéji probereme u délezitych t¥id kéda v dalsich kapi-
tolach, ted jen uvedeme n&které obecné vlastnosti.

Jestlize na vstup p¥ichazeji kédova slova kédu K < T", mohou se na vystupu
diky $umu objevit v podstaté libovoln4 slova mnoZiny T". Na to se pfipravime tim,
e stanovime, jak dekédovat, tj. jak sloviim wyw; ... W, € T" (na vystupu) pfifazovat
kédova slova &(w,ws ... w,) €K, o kterych pak miZeme predpoklidat, Ze byla
vyslana. Presngji, dekddovdni je libovolné zobrazeni

s T"—-K,
které kazdému slovu délky n pfifazuje kédové slovo a ptitom pfijatd kédova slova
neméni, tj.

8(vy ... v,) = vy ... v, prokaZdéslovo vy ... v,eK.

kéd — & 1

AN VAN N

nekédové 1 1 [ (1 3 1

slova
dekddovani

Obr. 13

6.1. Priklad: Dekédovini opakovaciho bindrniho kédu délky 6. J estlize pfijmeme
slovo, kde vétsina znakd (alespoﬁ 4) je shodna, vime, jak dekédovat:
5(100100) = 000000 .
U slov se tfemi nulami a jedni¢kami se viak piedem #adna volba nenabizi. MtZeme
se naptiklad ¥idit prvnim znakem. To znamen4, Ze definujeme dekédovani
5:{0,1}° —» {000000, 111111}
ptedpisem
000000, je-li w; = 0 pro alespoii 4 indexy i, nebo
8(w WaWwsWaWsWe) = wy = 0 a w; = 0 pro 2 indexy i > 1;
111111 jinak.

6.2. Poznamka. Konkrétni vybér dekédovini miize roz§ifit mnoZinu typt chyb,
kterou jsme schopni opravovat. Naptiklad v pfedchozim ptikladg opravuje kod
nejen dvojnasobné chyby, ale i ty trojnasobné chyby, které neméni prvni znak.

Ngkdy se omezujeme jen na Cdstecné dekédovdni, tj. parcialni zobrazeni
z mnoZiny T" do mnoZiny K. Napriklad ,,rozumné* gastetné dekddovani opakova-
ciho kédu délky 6 je definovano vztahem

5(w W swawse) = {000000, pokud ve slové jsou 4 nuly,

s7e 111111, pokud ve slové jsou 4 jednicky

(a tedy neni definovano pro slova se tfemi nulami a tiemi jedni¢kami).
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6.3. Pfiklad: Castené dekédovani kédu dvourozmérné kontroly parity (viz
5.2.3). Pro kaZdou binarni matici W uvaZovaného typu definujeme 5( W) jen tehdy,
kdyZ vSechny ¥adky aZ na p¥ipadng jediny, i-ty, maji sudou paritu. Potom §(W) je
matice, vznikld z matice W zmé&nou t&ch prvka w;.;» pro které j-ty sloupec ma lichou
paritu v matici W. Naptiklad

00o11] foo11
1000 Jo110
to10f Jto10
0000f~[0000].
0000[ foo0o00
1100 (1100
0011f (0011

6.4. Uloha. Oviite, 7e v predchozim priklad® je matice 5(W) kédové slovo,
pokud je definovina. (Tedy kaZd4 matice, kterd m4 viechny sloupce a viechny fadky
kromé i-tého sudé parity, ma také i-ty ¥adek sudé parity.)

7. Informaéni znaky

U nékterych k6dl miiZeme znaky rozdglit na informadni, které lze libovolnd
zvolit (a tim kédovat informaci), a kontrolni, které jsou tiplng uréeny volbou infor-
maénich znakt. Napfiklad kdd celkové kontroly parity délky 5 ma 4 informatni
znaky a jeden (nap¥. posledni), ktery je t¥mito &tyfmi urden, a je tedy kontrolni.
Opakovaci kéd ma jediny informa&ni znak, ostatni znaky jsou kontrolni.

JestliZe miiZeme z n znakd kédového slova libovolng volit k informa&nich
znaki, mame pfedpis, ktery libovolné slovo délky k proméni v kédové slovo délky n.
Takovy pfedpis se nazyvi kédovani informa&nich znakd:

7.1. Definice. Bud K < T" blokovy kéd délky n. JestliZe existuje prosté
zobrazeni ¢ mnoZiny vsech slov délky k na mnoZinu viech kédovych slov, ¢: TF > K,
fekneme, Ze k6éd K ma k informadnich znakit a n — k kontrolnich znakd. Zobraze-
ni ¢ se nazyva kédovdni informadcnich znaki.

7.2. Priklady

7.2.1. Opakovaci kod délky 5 m4 1 informadni znak a 4 kontrolni. Kédovani
informaénich znakt

o:T—>K
definujeme predpisem

o(v) = vovow .
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7.2.2. ,,Koktavy kéd*, ve kterém se kazdy znak dvakrat opakuje, ma polovinu
kontrolnich a polovinu informa&nich znaki. Naptiklad v déice 6 je kédovani in-
formacnich znakl zobrazeni

0o:T° > K,
definované pfedpisem

@(01”203) = U104 0050303 -

7.2.3. Kéd ,,dva z p&ti* (viz 4.1) nema oddglené kontrolni a informaéni znaky.
Neexistuje viibec Z4dné prosté zobrazeni z mnoZiny {0, 1}* na mnoZinu koédovych
slov, protoZe podet kédovych slov je 10 a to neni mocnina dvojky.

7.3. Poznamka. Pojem dekddovini, o kterém jsme mluvili v minulém ¢&lanku,
neni inverzni postup ke kddovani informadnich znaki. V pfipadé bezpeCnostnich
kéda vznikaji dva typy dekédovani: dekédovani informadnich znakd (tj. inverzni
zobrazeni ¢ ~': K — T* k zobrazeni ¢) a dekédovéni, odstrafujici chyby (tj. zobra-
zeni §: T" — K). Pokud mluvime struén¢ o dekédovani, mame vZdy na mysli druhy
pojem.

Nejjednoduisi kédovani informaénich znakh je to, Ze je napiSeme jako prvnich k
znaki kaZdého slova. Takové kdédovani se nazyva systematické, stejné jako kédy,
pro které existuje:

7.4. Definice. Blokovy k6d K = T" se nazyva systematicky, jestlize existuje
islo k < n takové, Ze pro kazdé slovo vy ... v, v T* existuje pravé jedno kodové
slovo vy ... 041 ... v, Kédovani ¢: T* - K, definované predpisem

@y ... 1)) = V102 o Ulpsy - Uy
se nazyva systematické.

zdrojova zprava

NN

Pl
- TR T ORI

kédova zprava

systematické kédovani
Obr. 14
7.5. Ptiklady
7.5.1. Opakovaci kéd je systematicky (k = 1).

7.5.2. Kéd celkové kontroly parity je systematicky (k = n — 1).
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7.5.3. ,,Koktavy* kéd z predchoziho p¥ikladu neni systematicky.

7.6. Pozorovani. Minimélni vzdilenost d systematického kédu nemuZe pre-
kro¢it poet n — k kontrolnich znakd o vice ne jeden. Struénéji,

d<n-k+1.
To ukazuje, s jakym problémem se potykdme pfi vybéru vhodného kédu: na Jjedné
strané chceme mit velkou kapacitu pfenosu informace, tedy velkou hodnotu k,
ana druhé stran€ chceme opravovat velky pocet chyb, coz vyZaduje velkou hodnotu d.
Musime ovSem volit kompromis.

Dikaz nerovnosti je snadny. Oznaéme K dany kéd. Zvolme libovolns k — 1
znakidl v, ...v,_; a oznatme K, £ K mnoZinu t&ch kédovych slov, kterd maji
prefix (1.5.2) 0103 ... U4—. Potom minimélni vzdalenost d, kédu K, spliiuje d, <
S n — (k — 1), protoZe libovolna dvé slova maji alespoti k — 1 spoleénych znakd.
Plati oviem d < d,, (protoZe K, < K) a to jsme méli dokézat.

7.7. Uloha. Najdéte dva typy kéda, pro které plati rovnost d = n — k + 1.
Najdéte kod, pro ktery d + 1000 < n — k + 1. [Kédy celkové kontroly parity
a opakovaci kédy na jedn$ strang, ,,koktavé™ kédy na druhé strang. ]

7.8. Zavér

Pii vybéru bezpetnostniho kédu se snaZime o to, aby podet k informa&nich
znaki byl velky (tedy, aby byla mal4 redundance) a také o to, aby minimalni vzdale-
nost d kédu byla velka (tedy, aby kéd byl schopen objevovat a opravovat hodng
chyb). ProtoZe tyto dva pozadavky jsou rozporné, hleddme vhodny kompromis.
Kromé toho je dileZitd nejen moZnost opravovani chyb, ale i zplsob, jak se
opravy skutefné realizuji. Proto se zajimidme o specidlni t¥idy kéda, které pfi ,,ro-
zumném® poctu informaénich znakd maji jednoduchy algoritmus oprav ,,rozumné-
ho* po¢tu chyb. Takové t¥idy (napf. Hammingovy kédy, Reedovy-Mullerovy kédy
a BCH kédy) pozname v dalsich kapitolach.

Pfi volb& kédu bereme &asto v tvahu jest& jeden dileZity parametr: informadni
pomér R,

_k

2

n

tedy pomér po¢tu informa&nich znakii ku poétu viech znaka. Jestlize potfebujeme
pienaset zpravy rychlosti 100 znakid za sekundu a mame k dispozici kanal, ktery
piendsi 200 znak za sekundu, miiZeme pouZit jen takové bezpednostni kédy, které
majf informa&ni pomér R = 1/2. Casto jsou déna i jind omezeni technického razu,
napf. omezeni délky kédu n. Abychom takovym poZadavkim vyhovéli, je tfeba
zndmé koédy rliznym zpisobem upravovat. Upravam kédd se budeme vénovat
v pristich kapitolach.
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III. LINEARNI KODY

8. Binarni linearni kddy

Fundamentalni myslenkou teorie bezpeSnostnich kédil je zavedeni algebraic-
kych operaci s¢itini a ndsobeni na abeced® T, takZe T 'se stane télesem a T" n-rozmer-
nym linedrnim prostorem. Potom je blokovy kéd K délky n linedrni, jestlize tvofi
linedrni podprostor prostoru T". Pro tyto k6dy miiZeme pouZit mocny algebraicky
aparat, ktery zjednodusuje jak popis kodu, tak i dekédovani. Pritom béZné kody
jsou linedrni, jak ukaZeme.

V této kapitole se omezime na binarni kédy, tedy T = {0, 1}. Operace logického
soudtu a logického soudinu, urlené t&€mito tabulkami

+]01 -lo1
0]01 0[00
110 101

tvofi na mnoZin& {0, 1} t&leso (jak presné dokaZeme v dalii kapitole). Vsimnéte si,

Ze nasobeni se shoduje s obvyklym nédsobenim &isel, zatimco pro s¢itani plati
1+1=0,

takZe 1 = —1(tj. ode&itani je zde toté co pfi&itani). BéZné binirni kédy miZeme vyjad-

tit jako mnoZinu viech feseni soustavy linedrnich rovnic, pouZivajicich logicky soucet.

8.1. Priklady vyjadieni bindrniho kédu rovnicemi

8.1.1. K6d celkové kontroly parity (4.6) je popsan jedinou rovnici,

v, +v,+...+0v,=0. :
JestliZe totiZ slovo v,v, ... v, obsahuje sudy podet jednicek, pak tuto rovnici spliuje
(protofe 14+ 1 =0, takZe i 1 + 1+ 1+ 1 =0, atd.). Naopak, pokud slovo
v,0, ... v, obsahuje lichy pocet jednitek, je v, + v, + ... + v, = L.

8.1.2. Opakovaci kéd (4.7) je popsan soustavou rovnic

Ul + vz = 0 N
Ul + 03 = 0 N
Ul + U" = 0 .
Prvni rovnice totiZ znamend, ¥e v, = v, (= —v,), druhd v; = v,, atd. Jedina feSeni

této soustavy rovnic jsou tedy slova 000...0 a 111...1.
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8.1.3. ,,Koktavy* k6éd 7.2.2 je popsadn tfemi rovnicemi

01+02=0,
v; +0,=0,
U5+U6=0.

8.2. Z linedrni algebry vime, Ze vSechna feSeni homogenni soustavy linedrnich
rovnic o n nezndmych tvoii linedrni prostor, totiZ podprostor prostoru T". To
znamend, Ze soudet v + w = (v, + wy, 0, + Wy, ..., v, + w,) dvou YeSeni tvofi
fefeni a skalarni ndsobek tv = (tvy, tv,, ..., tv,) Yeeni v je také feSenim. V piipadg
T = {0, 1} druha podminka nic netika, ale prvni je dileZitd. Vidime, %e kéd celkové
kontroly parity, opakovaci kéd i ,,koktavy* kéd maji tu vlastnost, e soudet dvou
kdédovych slov je kédové slovo. Takové binarni k6dy nazyvame linedrnimi. Jsou to
ty, které tvori linearni podprostor prostoru {0, 1}".

Pfedpokliddme, Ze &tenaf vi, co je to linedrni (nebo vektorovy) prostor nad
télesem T, a proto tyto pojmy v pristi kapitole jiZ jen strudn& p¥ipomeneme. Potiz
miZe byt v tom, Ze zatimco zde pracujeme jen s kone€nymi télesy, Stenaf je moZna
zvykly pracovat s redlnymi nebo komplexnimi linedrnimi prostory (kde T je téleso
redlnych nebo komplexnich &fsel). Nagtésti je linedrni algebra nad obecnym télesem
naprosto analogickd piipadu t&chto dvou zikladnich t&les. Jednu vyjimku tvoii
oviem fakt, Ze kone¢né-rozmérny vektorovy prostor (nad kone¢nym t&lesem) je sdm
kone¢ny. To jsme vidéli v predchozich p¥ikladech: mnoZina viech fefeni dané sousta-
vy linedrnich rovnic tam byla kone&n4, coZ miiZe na prvni pohled pfekvapit ve srovna-
ni s redlnymi linedrnimi prostory. Druhou vyjimku pfedstavuje definice polynomu —
to podrobné vyloZime v V. kapitole.

8.3. Definice, Binarni kéd K se nazyva linedrni, jestliZe je podprostorem lineér-
niho prostoru {0, 1}, tj. jestliZe souget dvou kédovych slov je kédové slovo. Je-li K
podprostorem dimenze k, mluvime o linedrnim (n, k)-kédu.

8.4. Dimenze k je ov§em podet prvki libovolné bize. Naptiklad cely prostor
{0, 1}" m4 dimenzi n, protoZe ma bazi

e, = 100...0,
e, = 010...0,
e, = 000...1.

Kéd celkové kontroly parity je (n, n— 1)-kéd: jeho bazi je napf.
b, = 1000...001,
b, = 0100...001,
b, = 0010...001,

b,_, = 0000...011.
Je totiZ zfejmé, Ze a) kaZdé slovo b, ma dv& jednitky, a tedy je kédovym slovem,
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b) tato slova jsou linearné nezévisla (po odtrZeni posledni jedniCky tvofi totiZ bazi
prostoru {0, 1}"~1) a c) kazdé slovo v;v, ... v, sudé parity je soudtem téchto slov,
totiz
n—1
0,05...0, = 3 b;.
i=1
vi=1
8.5. Potet informatnich znakd. KaZdy linearni (n, k)-k6d méa k informagnich,
a tedy n — k kontrolnich, znaki. Zvolime-li totiz bazi
b,.,b,,....,b,
linearniho kédu K, potom kazdé kédové slovo v je tvaru
v =u;b; + uyb, + ... + ub;
pro pravé jednu k-tici u uj ... Uy Dostavame tedy kodovani informaénich znakd
(7.1)
¢: {0, 1}*-> K,
definované predpisem
(p(uluz vae uk) = ulbl + u2b2 + con + ukbk .

8.6. Priklady

8.6.1. Kod celkové kontroly parity je (n, n — 1)-k6d, a mé tedy jediny kontrol-
ni znak.

8.6.2. Opakovaci kéd je (n, 1)-kéd; jeho bazi tvoti jediné slovo 111...11. M&
tedy jediny informadni znak.

8.6.3. ,,Koktavy" kéd (7.2.2) je (6,3)-kod s bazi
110000 001100 000011 .

8.6.4. Kod ,,dva z péti* (4.1) neni linedrni napf. proto, Ze nulové slovo 00000
neni kodové.

8.7. Uloha. Pro kédy z 4.8 a 5.2.3 ovéite, Ze jsou linedrni. Najdéte jejich di-
menzi a popiste je rovnicemi.

8.8. Kontrolni matice kodu. Je-li bindrni kéd popsan soustavou homogennich
linearnich rovnic, potom matice H této soustavy se nazyva kontrolni matici kédu.
To znamena, ¥e¢ H je kontrolni matici linedrniho kédu délky n, jestliZe plati: slovo
0,05 ... v, je kédové, pravé kdyZ spliiuje soustavu rovnic

vy 0
H 1.72 = 0
v 0
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Jestlize oznadime v = v,v, ... v, Fadkovy vektor, plati tedy
veK, pravikdyz HvT = o7
(kde index T oznaduje transpozici, ktera zde z fadku dél4 sloupec).
Z piikladu 8.1 vidime, Ze opakovaci kod délky 5 ma tuto kontrolni matici

11000
10100
10010
10001

V celé knize budeme zapisovat matice (stejné jako slova) bez odd&lovani prvki
¢arkami, prvky matice budeme oddélovat pouze mezerami.

Kéd celkové kontroly parity délky 5 ma kontrolni matici

[T1111].

8.9. Zavér. Radu binirnich kédt lze povaZovat za linearni podprostory
prostoru {0, 1}". Tyto kédy miZeme struén& popsat bud jejich bazi, nebo jejich
kontrolni matici. Prvni popis je vyhodn&jsi u kédt nizsich dimenzi, druhy u kéda
vysgich dimenzi — viz kédy opakovaci, s bazi {111...1}, a kédy celkové kontroly
parity s kontrolni matici

[111...1].

Dimenze kédu je rovna poétu informacnich znak.
Ukazuje se, Ze linedrni struktura kédu hraje roli i p¥i popisu dekédovani.

Nez k tomu pfistoupime, vénujeme dalii &linek t&lesiim, abychom mohli uvaZovat
i jiné k6dy neZ jen bindrni,

9. Télesa

Pripomeneme zékladni algebraické struktury, se kterymi budeme stdle praco-
vat: grupy, télesa a okruhy. T&leso je, zhruba fedeno, algebraick4 struktura se s&ita-
nim a nasobenim, spliiujicimi vechny vlastnosti ,,prototypu‘ t&les — mnoZiny reil-
nych &isel. To znamend, Ze poet axidmi, které t8leso spliiuje, je velky: tak velky,
abychom mohli v kazdém t&lese bezpetn& potitat a nemuseli se zamyslet nad tim,
jaké upravy jesté smime udé&lat. Hors{ je ovéfovani, e urditd algebraickd struktura
viechny tyto axiomy spliiuje. Nast&sti umime popsat viechna konegn4 télesa (a v teorii
kédovani hraji roli jen konetnd t€lesa). To znamen4, Ze axiémy t&lesa neni tfeba
ovéfovat, stali znit jednoduchy popis viech téles. Konecné téleso je v podstatd
urleno poctem svych prvki a to je mocnina prvocisla. V tomto &lanku se seznamime
s télesy Z, o p prvcich, kde p je prvo&islo. V dalsich ¢lancich, vénovanych Galoiso-
vym télestim, pozname, jak vypadaji télesa s po&tem prvkia p".

9.1. Grupa. Grupa je mnoZina G spolu s operaci, pfifazujici kazdym dvéma
prvkiim a a b mnoZiny G prvek ab tak, Ze plati:
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(i) ab je prvek mnoZiny G;
(ii) asociativni zdkon: (ab)c = a(bc) (pro viechna a, b, c € G);
(iii) existuje neutrdlni prvek, tj. prvek 1 mnoZ¥iny G takovy, Ze la = gaal = a
(pro vechna a € G);
(iv) kazdy prvek a€ G ma inverzni prvek, . prvek a~le G takovy, Ze
aa l=1laa'a=1
Jestlize je grupa komutativni, tj. splituje ab = ba (pro viechna a, b e G), zapisuje se
obvykle aditivng. To znamena, Ze operace grupy se oznaCuje a + b (misto ab)
a nazyva se scitdni, neutralni prvek se oznacuje 0 a inverzni prvek k prvku a se ozna-
tuje —a a nazyva se opacny proek.
Prikladem kone&né grupy je mnoZina {0, 1}" viech bindrnich slov délky n
(s operaci +, kterou jsme uvaZovali v minulém &lanku). Neutralnim prvkem je
000. . .0. Kazdé slovo ; . . .0, je inverzni samo k sobg, protoze (v; . . .v,) + (v1...v,) =
= 00...0.
Podminka inverzniho prvku znamend, Ze v grupé miZeme delit:
a:b=ab"t.
Prvek a : b ma totiZ tu vlastnost, Ze jeho soudin s prvkem b je (ab') b = a. V adi-
tivnim zépisu to znamend, Ze v komutativni grupé muZeme odecitat:

a—b=a+(-b).

9.2. Téleso. Téleso je mnoZina T spolu se dvéma operacemi + a . takovymi,
Ze plati:

(i) operace + vytvaii na mnoZin& T komutativni grupu s neutralnim prvkem 0;

(ii) operace . vytvai na mnoZing T — {0} viech nenulovych prvkd komutativni

grupu s neutralnim prvkem 1;

(iii) distributivni zdkon: a(b + ¢) = ab + ac (pro viechna a, b, c e T).
Viimnéte si, Ze druhd podminka uruje, Ze ab % 0 kdykolia + 0a b % 0, ale netika
nic o soutinech s nulou. Plati oviem 0.a = 0 pro viechna a € T. (Ditkaz: rovnici
@ = a + Onasobime prvkem a,tj.a.a = (a + 0)a = a.a + 0.a,aodetteme a . a).

Axiémy té&lesa jsme tedy struéng vyjadfili pomoci pojmu grupy. Je ale dobfe si
uvédomit, kolik podminek skutednd klademe na téleso:

9.3. Téleso je mnoZina T spolu s operacemi, piifazujicimi kazdym dvéma
prvkéim a a b mnoZiny T prvky a + b a ab tak, Ze plati:

(T1) a + b a ab jsou prvky mnoZiny T;

(T2) asociativni zékony: (a + b) + ¢ =a + (b +¢) a (ab) ¢ = a(be) (pro
viechna a, b, ce T);

(T3) komutativni zékony: a + b = b -+ a a ab = ba (pro viechna a, be T);

(T4) distributivai zdkon: a(b + ¢) = ab + ac (pro viechna a, b, c € T);

(T5) existujf neutralni prvky 0 a 1, tj. prvky mnoZiny T takové, Ze a + 0 = a
a al = a (pro viechna a € T);

(T6) kazdy prvek a mnoZiny T ma opalny prvek, tj. prvek —a takovy, Ze
a—a=0;
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(T7) kaZdy prvek a + 0 mnoZiny T ma inverzni prvek, tj. prvek a™! takovy,

Ye aa”! = 1.
V t&lese tedy mame operace séitani, od&itani, nasobeni a dé&leni (nenulovymi
prvky), spliiujici asociativni, komutativni a distributivni zdkony. Proto miiZeme
provadét viechny algebraické Gpravy, na které jsme zvykli z télesa redlnych &isel

9.4. T&lesa Z,. Pro kazdé prvogislo p definujeme na mnoZiné

{0,1,2,...,p - 1}
operace @ a ®: je to obvyklé s&itani a nasobeni &isel aZ na to, Ze pokud vysledek
,,prekro&i nasi mnoZinu (tj. je v&t3i neZ p — 1), odetteme od ngj &islo p. Podrobnéji,
pro kazda dv& &sla a, b = 0, 1,..., p — 1 poloZime

4@ b= a+b, pokud a+b=p-1,
“la+b-p, pokud a+b=p.

P¥i nasobeni ode&itani opakujeme, je-li to nutné, tedy odecitame Cislo p k-krat:
a@b=ab—-kp, k=0,1,2,...,

kde k volime tak, aby vysledek ab — kp byl n&kterym z &isel 0, 1, ..., p — 1. (Tako-

vé k je jeding.)

*ESZ@:*@’—(%}'C%*@——@*@*@*
a) @::@ téleso Z,

okruh Z,

@ “.
~ S ~ e e -
~a ~Z ~ - i -
~ -
~ ~ ~ - - —
~o ~ ~ - - -

b)

okruh Zy;

c)
Obr. 15

Napiiklad Z, ma prvky 0 a 1, ® je obvyklé ndsobeni Cisel, ale 1 @ 1 =
=1+1=2=0. Operace @ a ® jsou tedy shodné s operacemi, zavedenymi
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v minulém ¢ldnku. (Obecné oznatujeme operace v télese Z, symboly + a ., pokud
nemtize dojit k omylu.) V Z; mame prvky 0, 1 a 2. Pro s&itani plati 1 @2 =0
a2@®2=1.Prondsobeni, 2 ® 2 = 1. Dostavame tyto tabulky:

@|012 ®[012
0[{012 0/000
1120 1{012
21201 2(021

9.5. Uloha. Napiste tabulky s&itani a nasobeni t&lesa Zs.

9.6. Véta. Pro kaZdé prvolislo p je Z, télesem.

Dtikaz. Musime ovéfit podminky, formulované v 9.3. Plati (T1), protoZe tak
jsme pravé upravili obvyklé operace + a x (séiténi a nasobeni &isel). Dale plati
(T2), (T3) a (T4), tedy uprava operaci ,,nepokazila“ asociativni, komutativni a distri-
butivni zékony (platné pro obvyklé operace s celymi &isly). Ovéfme to napt. v piipadé
komutativniho zdkona: vime, 7e a + b = b + a. Pfitom budto platia ® b = a + b,
a potom oviem také b @ a = b + a, a tim jsme ovéfili, Ze a @ b = b @ a; ancbo
a®b=a+ b~ p V tomto ptipadé je a + b = p, a tedy i b + a = p, takZe
b@®a=>b+a~p, atim jsme ovéfili, Ze opét a @ b = b @ a. Analogickd je
situace se vemi podminkami (T2), (T3) a (T4). Ztejme plati (T5): neutrdlni prvky
jsou 0 (pro @) a 1 (pro ®).

Ovétme (T6). Opadnym prvkem k 0 je oviem O, protoZe 0 + 0 = 0. Pro kaZdy
jiny prvek a =1,2,...,p—1lplati p—a=1,2,...,p — 1 a dile

a®(p—a)=a+p—-a—-p=0.

Tedy opaénym prvkem libovolného prvku a #+ 0 je prvek p — a.

Ovéfme (T7). Inverznim prvkem k 1 je oviem 1, protoZe 1 ® 1 = 1. Dalsi
inverzni prvky budeme hledat matematickou indukei: jestliZe kaZzdé z Cisel
1,2,...,a — 1 m4 inverzni prvek, najdeme inverzni prvek i k prvku a. Délime-li
¢islo p Cislem a, dostaneme tvar

p=aq+r,
kde q je podil a r (<a) je zbytek. ProtoZe je p prvocislo a plati 1 < a < p, neni a
délitelem &isla p, takZe r + 0. Podle indukéniho predpokladu ma &islo r inverzni
prvek, tedy existuje s = 1,..., p — 1 takové, Ze
r@®@s=1.
ProtoZe ag = p — r, je a ® q opaénym prvkem k prvku r, a tedy
AaRqRs=-rRs=—-1.
Opacny prvek k prvku g ® s (tj. &islo p — g ® s) je hledanym inverznim prvkem:
a®(—q®s)=-a®q@®s=1.

9.7. Okruhy. Dokdzali jsme, Ze Z,, je télesem pro kazdé prvocislo p; aco kdyZ p
neni prvodislo? Je Z, téleso?
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Operace @ a ® miZeme oviem zavést na mnoingd {0, 1,....,p— 1} iv pfipadé,
Ze p neni prvocislo. Napiiklad pro Z¢ dostivame rovnost

2®3=6~6=0,
a proto neni Zq t€lesem: prvek 2 ani prvek 3 nemd inverzni prvek. (Kdyby totiz
nektery prvek x spliioval x ® 2 = 1, potom by z rovnosti 2® 3 = 0 plynulo
3=x®2®3=0,ato jespor.) Axiém (T7) tedy v Z, neplati, pokud neni p prvo-
Cislem: Zadné &islo 2,3, ..., p — 1, které déli &islo p, nem4 inverzni prvek. Ostatni
axiomy viak plati. O tom se miZete presvédéit, jestlize projdete dikaz pfedchozi
véty. Algebraicka struktura, spliiujici axiémy (T1) aZ (T6), se nazyva okruh (podrob-
ngji: komutativni okruh s jednotkou). P¥ikladem je okruh Z celjch &isel (ktery neni
télesem, protoZe 74dny prvek, krom& 1 a —1, nem4 inverzni prvek). Kazdé t&leso je
oviem okruhem.

9.7.1. Uleha. Ovéite, 7¢ v okruhu Zg maji prvky 1 a 5 inverzni prvky, ale
2,3 a 4 nemaji inverzni prvky. Obecné&ji dokaZte, Ye v okruhu Z, mé Cislo x =
= 2,3,..., p — linverzni prvek, pravé kdy? je x nesoud&lné s &islem p-

Navod. Je-li x nesoudglné, postupuijte jako v diikazu véty 9.6. Pokud je soudél-
né, plati x = ay a p = az, take a ® z = 0, a proto nema prvek a ® y inverzni
prvek.

9.8. Faktorovy okruh medulo p. Okruhy Z » MZeme také popsat jako faktorové
okruhy okruhu Z celych &isel. K tomu potfebujeme zavést pojem tiidy modulo p.
Napftiklad pro p = 2 je tiidou &isla a modulo 2 mnoZina viech &isel x, které se od a
1isi o ndsobek dvojky, tedy &isel x = a + 2. Tiidy oznacujeme lomenymi zavorkami:

[a] = {a + 2¢| ¢ je libovolné celé &islo) .

Vsimnéte si, Ze t¥idy modulo 2 jsou vlastng jen dvé:

[0] ={2t|te 2z}
je mnoZina vsech sudych ¢&isel (a plati [0] = [2]=[-2]=[4]=..)a

[1]={1 +2t|teZ}
je mnoZina viech lichych &isel. Obecnéji, zvolime-li v okruhu T libovolny prvek p,
potom tFidou modulo p daného prvku a v T nazyvidme mnoZinu viech prvki, které se
od a lisi o nasobek prvku p, tj.

[a] = {a + pt |t je libovolny prvek okruhu T} .

Snadno ovéfite, Ze pro kazdé dva prvky a a a’ plati bud

(i) p je délitelem rozdilu @ — a’, a potom [a] = [a'],
nebo

(ii) p neni délitelem rozdilu a — a’, a potom tfida [a] nem4 Z4dny spoledny
prvek ce tiidou [a'].

Definujeme faktorovy okruh okruhu T modulo p: jeho prvky jsou pravé viechny
rizné tifdy [a], kde a e T. Ttidy s¢itdme a nisobime takto:

[a] +[a]=[a+a], [a][a] = [aa].
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Ovateni axiémt (T1) aZ (T6) je snadné. Faktorovy okruh oznadujeme

T/mod p.
Napftiklad okruh

Z[mod 2
mé dva prvky: tfidu [0] vSech sudych &isel a tfidu [1] vsech lichych &isel. Plati napf.
[+ =[2]= [0]. Vidime, Ze aZ na psani lomenych zavorek jde pravé o okruh
(dokonce t&leso) Z,. Obecngji, okruh Z/mod p pro kazdé &islo p = 1,2,3, ... ma

prvky [0], [1], ..., [p — 1]. (Plati totiz [p] = [0], [p + 1] = [1], atd. Dale[-1] =
=[p-1][-2]=[r-2] atd.) A% na zépis lomenych zdvorek jde o okruh Z,.

okruh T okruh Juod o

Obr. 16

9.8.1. Uloha. Ovgite podrobng, Ze okruh Z|mod 3 m4 prave tfi prvky a napiste
tabulku s&itdni a nasobeni v tomto okruhu. Porovnejte s tabulkou télesa Z3 (9.4).
Obecndji ovdite, Ze okruhy Z, a Z[mod p jsou shodné a% na oznadeni prvkl

(i misto [i]).

9.8.2. Oznateni. Jestlize dva prvky a a a’ maji stejnou tfidu modulo p, fikim e,
¥e a je kongruentni s a’ modulo p a pifeme

a = a’ (mod p).
Napftiklad
0 = 6 (mod 2)

a obecngji, pro dvé &isla a a a’ platia = a’ (mod 2), pravé kdyZ jsou ob¢g suda nebo
obg licha. Plati
a = a' (mod p), pravé kdyZrozdil a — a’ je nasobkem prvku p .

9.8.3. Uloha. Ovéite, Ze T/mod 0 je (a% na oznageni) okruh shodny s okruhem T.
Naproti tomu, je-li R t€leso realnych &isel, ma okruh R/mod 2 jediny prvek. Plati to
pro kazdy faktorovy okruh télesa R? A pro kaZdy faktorovy okruh kaZdého télesa ?
[Rozlisujte 0 a prvky p =+ 01]
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9.9. Linedrni prostory. P¥ipomefime je§té pojem linearniho prostoru nad danym
télesem T. To je mnoZina L spolu s operacemi + (séitém’) a. (skalérm’ nasobeni)
takovymi, Ze

(i) operace + vytvafi na mnoZin& L komutativni grupu;
(ii) operace . kazdému prvku x v L a kaZdému skalaru ¢ v T pfifazuje prvek
txv L;

(iii) pro libovolné prvky x a y v La libovolné skalary s, t v T plati

(L1) t(x + p) = 1x + ty;

(L2) (st)x = s(tx);

(L3) (s + t) x = sx + tx;

(L4) Ix = x.

Napfiklad linedrni prostor nad télesem Z, = {0, 1} je totéZ jako komutativni grupa L,
splfiujici x + x = O pro vSechna x & L. Skute&n, operace . je zde trividlni: plati 1x =
= x (podle posledniho axiému) a Ox = 0 (protoZe Ox = (1-Dx=x—-x=0).
Z (L3) plyne 0 = (1 + 1) x = x + x.

DilezZitym ptikladem linedrniho prostoru je prostor L= T" vfech slov
t1t2...1, délky n v abecedé T. S&iténi a skalarni nasobeni providime po sloZkach.
KaZdy kone¢né&-dimenzionalni linedrni prostor L je izomorfni s prostorem T" (kde n
Je dimenze prostoru L), coZ znamend, 7e algebraicka struktura prostorit L a T"
je shodna a7 na p¥ipadné oznadeni prvki.

9.10. Zavér. Pro kazdé prvodislo p=2,3,57,... existuje t&leso Z,o0p
prvcich. MiiZeme je popsat jako faktorovy okruh okruhu Z celych &isel (pak ma
prvky [0],[1],...,[p — 1]) anebo ptimo (s oznafenim prvkd 0,1, ..., p — 1).
Pozdgji ukdZeme, Ze kazdé t€leso o p prvcich je, aZ na oznaleni prvkd, shodné s t&-
lesem Z,. Krom& toho uvidime, Ze existuji t&lesa o p" prvcich, kde p je prvogislo
an=123,....

V teorii linedrnich kod@ vychazime z toho, Ze na abecedd Zprav jsou dany
operace télesa. To znamen4, Ye abeceda miiZe mit

2,3,4,5 7,89, 11, 13...
prvkl, ale nemiZe mit 6, 10, 12, ... prvka (protoZe tato &isla nejsou mocninami
prvotisel). Toto omezeni neni p¥ilis tragické; jednak proto, Ze zdaleka nejvyznamnéjsi
kody jsou kédy bindrni, a jednak proto, Ze pti vy$§im poétu znakd abecedy se mi-
Zeme dohodnout, Ze nékteré nepouZijeme. (Naptiklad z 12-znakové abecedy vyne-
chame jeden znak.)

10. Generujici matice

Uka4zali jsme, Ze fada bindrnich kédin tvo linearni podprostory prostoru Z3.
Nyni se budeme zabyvat linearnimi kédy nad libovolnou abecedou T, na které je
déana struktura t&lesa. Naptiklad ternirnimi kédy, tj. kody nad t&lesem Z,.
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Pro kazdé tleso T tvoii vsechna slova délky n linedrni prostor T": soulet
dvou slov 0105 ... U, + W {Ws ... Wy je slovo uyt, ... U, kde u; = v; + w;, a nasobek
slova skalarem, t(v,0, ... v,) pro te T, je slovo uyu, ... u,, kde u; = tv;. Linedrni
(n, k)-koédy zavadime jako podprostory tohoto linearniho prostoru. Ty miiZeme
zadat jejich generujici matici (neboli bazi) anebo kontrolni matici, jak uvedeme
v &. 11. Dimenze k je rovna po&tu informacnich znakt. Uvidime tzkou souvislost
mezi generujici matici a kédovanim informa&nich znakd.

Mezi linedrnimi kody jsou dva extrémni pfipady (které jsou nepouZitelné).
Prvnim je nulovy prostor (dimenze k = 0), ktery obsahuje jen nulové slovo, a nemiZe
tedy prenaset 4dnou informaci. Dalsi je cely prostor (dimenze k = n), ktery nema
yadnou redundanci, a tedy nemtZe slouZit k zabezpeteni informace. Tyto kody
nazyvame trivialnimi.

10.1. Definice. Linedrnim kédem rozumime linearn{ podprostor K prostoru T"
(kde T je konetné t¥leso). Podrobnéji mluvime o linernim (n, k)-kédu, je-li k di-
menze podprostoru K. Pokud k = 0 nebo k = n, nazyvame K trividlnim kédem.

10.2. Jinymi slovy, blokovy kéd K délky n v abeced¥ T je linearni, jestlize pro
kazda dve kédova slova vv, ... 0,8 WiW, ... W, je isoulet (0,05 ... v,) + (Wiwa ... W)
kédovym slovem a dale ndsobky t(vy0; ... v,) jsou kédova slova. Kéd je g-znakovy,
jestlize abeceda T md pocet znakl q.

Viimnéte si, Ze linearni (n, k)-kéd ma celkem g* kédovych slov, protoZe kodo-
v4 slova mizeme vyjad¥it jejich k soufadnicemi ve zvolené bazi a kaZda soufadnice
méa g moznych hodnot. .

10.3. Generujici matice. Linedrni (1, k)-kéd s k = 0 je urcen svou (libovolnou)
béazi by, b,, ..., b,. Napiseme-li t&chto k slov pod sebe, vznikne matice

o k ¥adcich a n sloupcich. Ta se nazyva generujici matice daného kodu.
Jinymi slovy, matice G typu (k, n) je generujici maticf linedrniho kédu, jestlize
a) kazdy jeji Yadek je kodovym slovem,
b) kazdé kédové slovo je linedrni kombinaci Fadki,
¢) fadky jsou linearn& nezavislé, tak7e hodnost matice G je rovna k.

10.4. Piiklady

10.4.1. Binarni kéd celkové kontroly parity (4.6) ma v délce 4 tuto generujict
matici:

1001
G=|0101
0011
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Kazdy fadek této matice ma sudou paritu a naopak, slova sudé parity jsou prave
soucty ¥adkid matice G (viz 8.4).

10.4.2. Oznaéme K ternarni kéd (s abecedou Z, = {0,1,2}) délky 3est,
ve kterém tieti znak slouZi ke kontrole prvnich dvou: a; = a, + a 2, & Sesty znak slouZ{
ke kontrole ¢tvrtého a patého znaku: ag = a, + as. Jde tedy 0 kéd, popsany rovnicemi

a, +a, +2a;=0,

a4 +as + 2a=0.

(V telese Z, plati 1 4 2 = 0, tak’e —1 = 2. To znamend, %e odeditani je shodné
s pfi¢itinim dvojndsobku). Tento k6d ma 4 informa&ni znaky: a;, a,, a, a as. Jde
tedy o (6, 4)-kod. Jeho generujici matici ziskame napt. tak, e tyto ty¥i znaky nech-
me probihat hodnotami 1000, 0100, 0010 a 0001:
102000
G - 012000
000102
000012

10.4.3. Opakovaci 5-znakovy kéd (v abecedé Z 5s) délky 6 ma generujici matici
G=(111111).
Kazdé slovo tohoto kédu je skalarnim nésobkem slova 111111,

10.5. Kddovani informacnich znakd. KaZdy linearni (n, k)-kéd ma k informag-
nich znakti a n — k znak® kontrolnich. JestliZe toti¥ zvolime generujici matici G,

tj. bazi kédu by, b,, ..., b,, je kazdé kédové slovo uréeno svymi k soufadnicemi
v této bazi. To znamend, Ze zobrazeni
o: T" > K,

definované p¥edpisem
(usuy . w) = usby + uyby + .o+ wb, (ugu,...u e T")
nebo maticové
o(u) = uG (ueT"),
Je prosté zobrazeni mnoZiny viech slov délky k na mnoZinu viech koédovyceh slov.
Je to tedy kddovani informacnich znaki, viz 7.1. (Zobrazeni ¢ je oviem navic linedrni.
Kazda generujici matice tedy definuje linedrni kodovani informaénich znakd.
Naopak, kaZdé linedrni kédovani ¢ je uréeno generujici matici: jeji fadky jsou
¢(100...0), p(010. . .0), ..., ¢(000...1).)
Naptiklad terndrni kéd 10.4.2 m4 kédovani informa&nich znakd U UyUsly
(v Z3) definované predpisem
102000
(p(u1u2u3u4) = [ul Uy Uy Uy] 8 (1) g (1) g g = [”1 Uy auzuy bj,
000012
kde a = 2u; + 2u; a b = 2u; + 2u,.
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Kédovéni informagnich znakd opakovaciho kédi je zobrazeni

o(u) = u(111...11) = uuu. . .uu.

1

(3,2)-kéd (rovina)
S bdZ( b1 ’ bz

geometrické znazomnéni kdédovani dvou
informatnich znakd uu, = u,; b, +u,b,

Obr. 17

10.6. Poznamka. Pouzili jsme zde jednoduché pravidlo pro nasobeni matice A
tadkem u = uu,...u,: oznatime-li fadky matice ay, d,, ..., q;, plati

a,
a
MA--"—'—['M,L uz...uk] =uldl+u202+...+ukdk.
a
Podobn& pti nasobeni matice B sloupcem: ozna&ime-li sloupce matice by, b, ..., by,
plati
Uy
)
B = v,b; + v,b, + ... + v,b,.
v

10.7. Systematické kody. Systematicke kédy (viz 7.4) jsou ty linearni kddy,
které maji generujici matici tvaru

G = [E| B},
kde E je jednotkova matice fadu k. Potom totiz plati
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00...0by ... by,
10

[y uz ... uy] =[ugty oo Uevyy ... 0],

000 ...1by ... by
kde v = v, ... v, je vektor v = uB. Naptiklad kéd celkové kontroly parity je
systematicky a také opakovaci kéd je systematicky.

UkéZeme, Ze kaZdy linearni kéd, ktery neni systematicky, miZeme na syste-
maticky kéd upravit pouhou permutaci po¥adi znaki v kédovych slovech. Presnéji:
fikame, Ze dva blokové kody K a K’ délky n jsou ekvivalentni, JjestliZe existuje permu-
tace [7;, 75, ..., m,] &isel 1,2, ..., n takova, Ze plati

0;0;...0, €K, pravé kdyZz v,ov,,...v, €K’

(pro vsechna slova vv,...v, v T").

10.8. Pfiklad. Oznaime K’ ternarni (6, 4)-kéd viech slov a,a,030,45a¢ tako-
vych, Ze as je souttem prvnich dvou znakti a a4 je soudtem dalich dvou znaki:

as =a; + a,,

ag = as + ay.
Tento kéd je ekvivalentni s kédem K v 10.4.2: stadi v kédu K prvek a; piemistit
na paté misto a prvky a4, as pfesunout o misto kuptedu. Pfesnéji, pro permutaci

n=11,24,53,6]
Cisel 1, ..., 6 plati:
41a,03a4a5a6 € K, pravé kdyZz a,a,.a,.a,.a..0, €K' .

10.9. Véta. Kazdy linedrni kéd je ekvivalentni se systematickym linedrnim
kddem.

Dtkaz. Pro kazdy linedrni (n, k)-kéd K miZeme najit generujici matici G
a ta mi hodnost k, protoZe jeji ¥adky (tj. baze prostoru K) jsou linedrng nezavislé.
Odtud plyne, Ze matice G m4 k line4rn& nezavislych sloupcii. (To je napt. dokézano
v knize [9], tvrzeni 2.12.5.) JestliZe dokonce prvni k sloupce jsou linedrnd nez4vislé,
miiZeme matici G elementdrnimi dpravami ¥4dkf prevést na matici G, = [E| B]. Pxi-
tom G, je opét generujici matici kédu K: kazdy jejl ¥adek v jsme ziskali linearni
kombinaci Fidki matice G, takZe v je kédové slovo, a pfitom md matice G, hodnost
k =dimK.

JestliZe vak jsou prvni k sloupce linedrng zAvislé, provedeme takovou permu-
taci my, m,, ..., m, sloupct matice G, ktera ji pfevede na matici G’ s prvnimi k sloupci
linedrng nezavislymi. Elementdrnimi upravami ¥4dka pfevedeme matici G’ na tvar
G; = [E| B]. Linearni kéd K’, generovany matici G’ (nebo G}), je systematicky. Pti-
tom vznikl z kédu K permutaci [ry, n,, ..., 7, ] pofadi znakii kédovych slov.

10.10. Priklady. Diikaz pfedchozi véty dava ndvod, jak hledat ekvivalentni
systematicky kdd: v generujici matici prehodime sloupce tak, aby prvni k sloupce
byly linedrné nezavislé.
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10.10.1. Koktavy kéd (7.2.2) ma generujici matici
110000
G={001100
000011
Neni systematicky. Pfehodime-li druhy a paty sloupce, tj. provedeme-li permutaci
n=[1,5,3,4,2,6], dostaneme generujici matici
100010
G =(001100
010001
systematického kédu K’, ekvivalentniho s koktavym kédem. Kodova slova kédu K
jsou viechna slova
U U UsUaU Uy . v
Piehodime-li druhy a tfeti fadek matice G, dostaneme jinou generujici matici
kédu K':

1001010
G, =[E B]={010/001
001,100

10.10.2. V abecedé Z, je dana generujici matice

14111
G=j24001
02110
Je vysledny kod systematicky? To zjistime elementdrnimi Gpravami:
14111 14111 14111

24001(~{01334;~(01334
02110 02110 00001
Kod neni systematicky, ale permutaci [1,2, 5,4, 3], kterd zamériuje tfeti a paty
sloupec, ziskame ekvivalentni systematicky kéd. Provddime elementdrni upravy
(odspoda) na nové matici G':
14111 14011 100 44
G=]01433~]01033|~}]010,33
00100 00100 001,00
Vidime, 7e vysledny systematicky kod sestava ze viech slov
U U U500
kde v = 4u, + 3u,.

10.11. Ulohy. Najdéte systematicky kod, ekvivalentni s danym linedrnim
kédem.

10.11.1. K: 00000, 11100, 11110, 11101, 11111, 00010, 00001 a 00011.
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10.11.2. Ternarni kod s generujici matici
22011

20222
02200

10.12. Hammingova vidha. Hammingova véha slova v,v,.. .9, je poCet nenulo-
vych znaki ve slové. Oznalujeme ji ||v]:

Josv,. . .0,] = velikost mnoZiny {i|v; # 0] .
Napfiiklad

J10021]} = 3.

10.13. Pozorovani. KaXdy binarni linedrni kod obsahuje bud jen slova sudé
vahy, nebo mad stejny pocet slov sudé i liché vihy.

Skute&ng, jestlize kéd K obsahuje p > 0 slov liché vahy a g slov sudé vahy,
ukaZeme, Z¢ p = q. Zvolme slovo v liché vahy. KaZzdému kédovému slovu w liché
vahy odpovida kédové slovo v + w sudé vahy (a pfitom z w == w’ plyne v + w
+ v + w’'), takZe plati p = ¢. Analogicky, kaZdému kédovému slovu u sudé vihy
odpovida kédové slovo v + u liché vahy, takZe q 2 p.

10.14. Ulohy

10.14.1. Kolik slov sudé vahy a kolik slov liché vihy ma bindrni kéd s gene-
rujici matici

11010
G=|01101
11111

=
~2

10.14.2. Ovéfte, Ze pro kaZdy binarni linearni kod a kaZzdé &isloi = 1,2,...,n
je pocet kédovych slov v s viastnosti v; = 1 bud nulovy, nebo polovina poctu viech
kédovyceh slov.

11. Kontrolni matice

Linearni kod miZeme zadat jeho kontrolni matici, jak jsme to vidéli u bindrnich
kédt (8.8). Jde o vyznamny popis jak pii objevovani, tak pfi opravovani chyb.
Kontrolni matice generuje tzv. dudlni kéd.

11.1. Definice. Kontrolni matice linedrniho kodu K je takova matice H z prvki
abecedy T, pro kterou plati: slovo v = v,v,...v, (v T"} je kodové, pravé kdyZ splituje
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podminku

vy 0
H v 2 = 0
v, 0
Struénéji:

veK, pravékdyz Hv' =o'.

h

(32)-kéd {rovina)

a1k
‘\\—vbd\““‘k
h) 0" b, 3
90°
_— h;
Q) kontrolni matice ma dva b) kontrotni matice ma jeden sloupec h

sloupce h,a h,

Obr. 18

11.2. Priklady

11.2.1. K6d celkové kontroly parity je popsan rovniciv, + vy + ... + 0, =0,
a tedy ma kontrolni matici

H=[11...1].

11.2.2. Urime kontrolni matici terndrniho kédu (v abecedé Z;) s generujici

matici
11111
G=(01111
11000
Je-li v = v,0,030,405 kodové slovo, potom kazdy tadek h h,hshyhs kontrolni matice

splituje hyvy + hyvy + havs + huvs + hsps = 0. Aplikujeme tuto podminku na
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fadky v matice G a dostaneme soustavu rovnic
hy + hy + hy + hy + hs =0,
hy + hy + hy + hs =0,
hy + h, =0.
Jeji feSeni tvoi pravé vSechna slova 00hjh,hs, kde hy = —h, — hs. Dimenze
prostoru feSeni je tedy 2 (protoZe dva parametry, napt. hs a hs, volime libovolng)
a kontrolni matice ma dva ¥adky. Volime h, = 1, h5 = 0 a potom h, = 0, hs = 1:

H— [0 021 0].
00201

To znamen4, Ze kéd je popsan rovnicemi

203+ v, =0,

203 +v5=0
neboli v; = v, = vs.

Pro systematické kédy méame jednodussi zptisob urdeni kontrolni matice.
Ten je zaloZen na tom, Ye miZeme najit generujici matici, kterd ma v levé Gésti
jednotkovou matici E, tedy matici tvaru G = [E | B], viz (10.7):

11.3. Véta. Linedrni kdd s generujici matici G = [E E B] mad kontrolni matici
H=[-B"|ET],
kde BT je transponovd matice B a E' je jednotkovd matice.

Dikaz. Bud K linedrni (n, k)-kéd s generujici matici G = [EE B]. Méme
ovefit, Ze K je linedrni prostor, shodny s prostorem K, viech feseni v rovnice HvT = oT.
Plati

T T pr E
HG™ = [-B" | E'] [Ef] -
= ~B"E + E'BT =
= —-B"+BT=0,
To znamend, Ze pro kazdy fddek v matice G plati Gv™ = o, Jinymi slovy, prostor K,
obsahuje celou bdzi prostoru K, takze K je podprostorem prostoru K.

Nyni stagi ovéfit, Ze prostory K a K, maji stejnou dimenzi. Matice G, a tedy

i matice B, m& k fadkd. Jednotkova matice E’ je ¥ddu n — k (protoZe z n sloupcii

matice H tvofi k sloupcti matici —BT), takZe matice H ma hodnost h(H) = n — k.
Odtud plyne, Ze prostor K, ma dimenzi n — h(H) = k, tak¥e K = K,

11.4. Piklady

11.4.1. Terndrni kod z piikl. 11.2.2 je systematicky, protoZe je popsan rovni-
cemi v; = vy = 5. MilZeme zvolit tuto generujici matici:

100{00
G={010{00
001111
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Potom kontrolni matice je

H - 00-1;10]_ (00210

“100~-1{01] |00201]"

11.4.2. Urdime kontrolni matici 5-znakového kodu (v abecedé Zs) s generujici

matici
321000

G = [1 1111 1]'
Snazime se najit generujici matici tvaru (E B). K tomu pouZijeme elementdrni
ipravy: prvni fadek dglime tfemi (tj. nasobime dvéma, protoZe v Zs plati 3.2 = 1)
a odedteme od druhého fadku:

c._[t42000]) [142000
1111117024ttt}

Potom druhy ¥adek délime dvéma (tj. ndsobime tfemi) a Styfndsobek odelteme

od prvého fadku:

G ~ 104222 .
012333]

Vidime, e dany kod je systematicky: ma generujici matici

10142221,
01{2333
a tedy kontrolni matici

—4 -21000 131000
H -2 -30100| 320100
“|-2~-30010| [320010

-2 -30001 320001

11.4.3. ,.Koktavy* kéd 7.2.2 neni systematicky. MaZeme viak piejit k ekvi-
valentnimu systematickému kédu K’ (10.10.1), ktery ma generujici matici

[100}010]
G, =|010{001{,
10011100
a tedy kontrolni matici
011}100]
H=[100:010
010,001

Pritom vznikl kéd K’ z koktavého kédu prehozenim druhého a patého sloupce.
Jestlize provedeme inverzni permutaci, tj. prehodime druhy a paty sloupec zpét,
dostaneme kontrolni matici koktavého kédu:
001100
H=|110000
000011
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Presvidéte se primo o tom, ¥e plati HvT = o7, pravé kdyZ v je slovo koktavého kédu.
p p p y

11.5. Dualni kéd, Na prostoru T" definujeme, jako obvykle, skaldrni soucin
predpisem

UV =u v, + 0, + ... + U,
pro libovolnd dvé slova 4 = u,...u, a v = v,...v,. Naptiklad v Z3 plati

11010+ 01011 =1 + 1 =0,
zatimco v Z3 plati

1101001011 =1 + 1 = 2.

Dudlni kéd linearniho kodu K € T" definujeme jako kéd K* < T" viech slov
u,u,...u, v T, kterd maji s kazdym slovem v K skalarni soucin roven nule.
Struénéji:

ueK*, pravikdy? usv =0 prokaidé vekK.

|

(3,2)-kéd K

(31)-kéd Kt

geometrické zndazornéni dudlniho okruhu

Obr. 19

11.6. P¥iklad. Dualni kéd opakovaciho kédu délky 5 je kdd vech slov
U U, UsU,us takovych, Ze

Uy + Uy + Uy +uy +us =0.
(Kazdé takové slovo ma skaldrni sougin se slovem 11111 roven 0, a tedy i jeho skalar-
ni soudin se slovy tttit je roven 0.) Vidime, Ze dualni ko6d opakovaciho kédu je kéd
celkové kontroly parity.
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11.7. Tvrzeni. Dualni kéd K* linearniho (n, k)-kédu K ma n — k informaZnich
znakd, a je tedy (n, n — k)-kédem. Generujici matice kédu K je kontrolni matici
kédu K* (a naopak).

Dikaz. Dualni kéd K+ je mnoZina viech slov x,x,. . .x,, ktera jsou FeSenimi
soustavy linearnich rovnic

0% F D%y + oo + 0%, =0 (002 .v,€K).
Jak znamo, je mnoZina viech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic linearnim
prostorem dimenze n — k, kde k je hodnost matice soustavy. V nasem piipadé je
hodnost matice rovna dimenzi prostoru K. To znamena, Ze K*jelinearni (n,n — k)-kéd.

Bud G generujici matice kédu K. Pro kazdé slovo wyw,...w, kédu K jsou
skalarni souginy s fadky matice G rovny 0, takZe plati

wy 0
G wa | _ 0
W, 0

To znamen4, ¢ kéd K je podprostorem prostoru Lvsech slov w, splitujicich Gw”™ =
— of. ProtoZe dimenze prostortt K* i Lje rovna n — k (kde k je hodnost matice G),
plati K* = L. Tyto tvahy plati i naopak, protoZe dudlnim kédem kodu K'jekéd K.

11.8. Piiklad. Hleddme dualni kéd binarniho kédu
K: 0000, 1011, 0111, 1100.
Jeho generujici matice je napf.
1011
G= [o 11 1]
a kontrolni matice je tedy (podle 11.3)
1110
H= [1 10 1]'
To znamend, e H je generujici matice dudlniho kédu:
K*: 0000, 1110, 1101, 0011 .

11.9. Poznimka. Pojem duélniho kédu tizee souvis{ s pojmem ortogonélniho
doplitku (reélného) vektorového prostoru. Je zde vyznamny rozdil: kédy K a K*
mohou mit netrivialni spoleéna kédové slova. Dokonce existuji samodudlini kédy,
tj. kody K takové, Ze K = K* (atedy generujici matice je zéroveil matici kontrolni).
Naptiklad ,,koktavy* kéd (7.2.2) je samodudlni. Jeho generujici matice

110000
G=({001100
000011

je zaroveti matici kontrolni: vznikne z kontrolni matice H v 11.4.3 ptehozenim fadku.

11.10. Uloha. Najdéte dualni kédy kodi z 10.11.
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12. Objevovani chyb

O objevovani t-ndsobnych chyb jsme mluvili v &L 4. U linedrnich kédd miZeme
podrobnéji probirat riizné typy chyb zavedenim chybového slova. Vysleme kédové
slovo v,v,...v, a pfijemem slovo wyw,...w,. Potom chybovym slovem nazyvime
slovo

eey...¢, = (Wwy...w,) — (v,0,...9,).

Tedy i naopak: chybové slovo eye,. . .e,, vytvofené Sumem, zkomoli slovo v,v,. . .v,
naslovo (ese;. ..e,) + (v,,...v,). Linedrni kéd K objevuje chybové slovo eqe, . . .e,,
jestliZe pro kaZdé kédové slovo vv,...v, plati: slovo (ese,...e,) + (v,0,...0,)
neni kédové. Specidlng, kéd objevuje -ndsobné chyby, pravé kdyz objevuje viechna
chybova slova Hammingovy vahy <t.

chyboeV)'/ vektor

/ e
v=0

vyslany vektor v prijmeme chybovy
) vektor
a) b)

pUsobeni chybového slova

Obr. 20

12.1. Priklad: Binirni kéd celkové kontroly parity délky 5. Tento kéd objevuje
jednoduché chyby, ale neobjevuje dvojndsobné chyby (viz 4.6). Objevuje viak
i v§echny chyby, které zkresli 3 znaky nebo 5 znaki. Jestlize ma totiZ chybové slovo
erese3eqes lichou paritu, potom je kéd objevi: pro kazdé kédové slovo v,0,v50,0s
(sudé parity) ma soudet (e,eseseqes) + (v,0,050,05) paritu lichou. Obecndji:

12.2. Pozorovani. Linedrni k6d objevuje pravé ta chybova slova, kterd nejsou
slovy kédovymi.

Pokud totiZ slovo eye,. . .e, neni kédové a slovo v,0,.. .0, je kédové, potom
slovo wyw,...w, = (ee,...e,) + (v,,...v,) neni kédové: kdyby bylo, plynulo
by z linearity kodu, Ze i slovo (wyw,...w,) — (v,0,...9,) = ee,...e, je kodové.
Naopak, pokud je chybové slovo ese,. . .e, kédové, pak p¥i vyslani nulového slova
000. . .0 pfijmemeslovo(ese;. . .e,) + (000...0) = e;e,. . .e,atuto chybu neobjevime.

12.3. Poznamka. Pro linearni kéd K plati: minimélni vzdalenost d (4.2) je rovna
minimélni véze (10.12) nenulového kédového slova. Strudngji:

d= min M-
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Jestlize totiz kédova slova w a w’ maji Hammingovu vzdélenost d, potom kodové
slovo w — w' ma Hammingovu vahu d. Naopak, jestlize kédove slovo v o ma
Hammingovu védhu d, potom Hammingova vzdalenost slov v a o je rovna d.

Odtud plyne, Ze linedrni kod objevuje t-ndsobné chyby, pravé kdyZz kazdé
nenulové kédové slovo ma Hammingovu vahu v&t3i neZ t, viz 4.5.

12.4. Syndrom. K objevovani chyb miZeme vyuzit kontrolni matici. Je-li H
kontrolni matice linedrniho kédu délky n, pak pro kaZzdé slovo v = v,0,...0,

definujeme slovo s = s, ... s,, pfedpisem

Uy Sy

v s
H 2 — 2

vn Sm

Slovo s se nazyva syndrom slova v. Je-li syndrom nenulovy,

s o0,
vime, ¢ doslo k chyb&. V pfipadé nulového syndromu pfedpokladdme, Ze nedoslo
k chybg (protoZe slovo vv;. . .7, je ké6dové).

Dilezitou vlastnosti syndromu je to, Ze pFijaté slovo md stejny syndrom jako
chybové slovo. Jestlize totiZ vySleme kodove slovo v a pfijmeme slovo w =v + e
(kde e je chybové slovo), plati
(12.4.1) HwT™ = He".

To plyne z faktu, Ye Hv™ = o', takZe

Hw' = H(vT + €*) = o" + He'.

12.5. Priklady

12.5.1. K6d celkové kontroly parity ma kontrolni matici H = [t11...1]
Syndromem slova v,v,.. .0, je tedy soudet vy + v; + ... + Uy

12.5.2. , Koktavy“ kéd méa kontrolni matici (11.4.3)

001100
H=]110000
000011

Syndrom slova v,v,0;0,05vs dostaneme soucinem s matici H:
_‘Ul vy + U4—
U2

v v, + v
H 31 1 2
U4

Vs 105 + Vg
Vet

To znamena, 7e syndrom je 5,5,83, kde s; = v3 + 04, S3 = Uy + 02253 = Us + vg.
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12.6. Tvrzeni. Linearni kéd objevuje t-nasobné chyby, pravé kdyz kazdych ¢
sloupctl jeho kontrolni matice je linearné nezavislych.

Diikaz. Zvolme kédové slovo v + o minimdlni vahy d. To znamena, Ze v =
= 0,0,...0,, kde v;, v;,, ..., v;, jsou nenulové slozky a v; = 0 pro i = iy, is,..., iz
Sloupce kontrolni matice H oznagme hy, h,, ..., h,. Podle (10.6) plati

ol = Hv' =uv, h, +v,h, +...+0v.h,.

1771 27712
Sloupce h; , ..., h;, jsou tedy linedrné z4vislé.

Vidime, Ze pro kazdé kodové slovo v % o vahy d mame d linedrng zavislych
sloupctt matice H. JestliZe tedy kazdych ¢ sloupctt je linedrné nezdvislych, plati
t < d, tak¥e k6éd objevuje t-ndsobné chyby (4.5.).

Naopak, jestlize kéd objevuje t-ndsobné chyby, ovéfime, Ze libovolné sloupce
h,, ..., h, jsou linedrné nezavislé. Pro kaZdou linearni kombinaci w;h; +

+ wih, + ..o+ w by, = o' mame ukazat, Ze koeficienty w;, ..., w; jsou samé

nuly. Definujeme slovo w,w,...w, tak, Ze polozime w; = O pro v§echnai = 1,...,n

kromé iy, i,, ..., i;. Podle 10.6 plati
Hw' = w, h; + ... + w. h, =o',

takZe w je kédové slovo. Jeho vaha je <1, ale podle 4.5 a 12.3 je vdha nenulového
kodového slova >t. To znamena, 7e w = o, a to jsme méli ukdzat.

12.7. P¥iklad. Linedrni kéd objevuje jednoduché chyby, pravé kdyz Zadny
sloupec kontrolni matice neni nulovy, tj. pravé kdyZ Zidné slovo 0...00100...0

vahy 1 neni kédové.

12.8. Uloha. Ovétte, Ze linearni kéd objevuje dvojndsobné chyby, pravé kdyz
Z4dny sloupec kontrolni matice neni skaldrnim nésobkem jiného sloupce.

13. Opravovani chyb

Podobné jako v pripadé objevovani chyb, miiZeme u linedrnich kédi presné
stanovit, jaké typy chyb (tj. chybova slova) dany kéd opravuje. Vlastné ne dany kod,
ale dané dekdédovani. Pripomefime, Ze dekddovani je predpis o, ktery kaZdému
(ptijatému) slovu ww, . . .w, ptitazuje kodové slovo d(wyw,...w,), viz &l 6. Jestlize
vysleme kédové slovo v = v,v,. . .v, a dojde k chybé vyjadiené slovem e = e;e,. . .¢,,
pak pfijmeme slovo e + v. Pokud

e+ v)=v,
dekddovali jsme spravng. To znamena, Ze linedrni kéd pFi dekédovdni 6 opravuje
pravé ta chybovd slova e, kterd spliuji
(*) O(e + v) = v (pro kazdé kédové slovo v) .

Pro kaZdy linedrni kéd uvedeme tzv. standardni dekédovani. Je to optimalni
postup z hlediska poctu opravovanych chybovych slov, ale je pomaly. Proto se
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u vyznamnych t¥id kodd, které pozname v dalSich kapitolach, pouZiva rychlejsi
dekodovani, i kdyZz ma slabsi vlastnost: opravi sice vSechny t-ndsobné chyby pro
t < dJ2, kde d je minimalni vzdilenost (viz 5.1), ale neopravuje chybova slova
nasobnosti =d/2, kterd je s to opravit standardni dekodovani. Jestlize tedy mame
k dispozici ,,dost” ¢asu, je standardni dekédovéni nejlepsi.

13.1. T¥idy slov podle kédu. Pouzivame linearni kéd K délky n v abecedé T.
Potom je K podgrupa aditivni grupy T", tj. soucet i rozdil dvou kodovych slov je
kédové slovo. U kaZzdého slova e = ejez...¢, V T mluvime o jeho tFidé podle
kédu K (srovnejte s 9.8): to je mnoZina

e+K={e+tv|veK}.

Naptiklad k6d K sam je tfidou:

K=0+K;
pro kazdé kédové slovo v oviem plativ + K = K, takieoa v maji stejnou tfidu.

Pro libovolna slova e a e’ v T" plati:

(i) JestliZe je e — e kddové slovo, jsou tiidy slov e a € stejné, tj. e + K =
=e + K;

(ii) JestliZe neni e — e kédové slovo, jsou tidy disjunkini, 4. Zddné slovo
nele(ive+ Kive + K.

(iii) Pocet slov kazdé t¥idy e + K je roven poctu kédovych slov. JestliZe je K
(n, k)-kédem v g-prokové abecedé, je polet viech tid roven q" "

Diikaz. (i) Oznaéme v, = e — €' Pro kaZdé slovo w = e + Vv tfidy e + K
jsou v a v, kédova slova, takie iv + v, je kodové slovo. Odtud plyne

w=e+tv=e +v,+vee +K.

Podobns se ovét, Ze kazdé slovo tiidy e’ + K lezi i ve tfidg e + K.

(i) Kdyby mely ttidy e + K a ¢’ + K spolen¢ slovo, bylo by toto slovo tvaru
e+ v=e + v, ,kdevav jsoukddovislova. Potome — e = v' — vjetakékodové
slovo, a to je spor.

(iii) Vyjmenujme vSechna k6édova slova: v, Vs, ..., v (jejich pocet je q*,
viz 10.2). Pak e + K je mnoZina viech slov e + vy, ..., @ + V. Ta jsou navzijem
riiznd, protoZe z rovnosti e +v; = e +V; odettenim slova e dostdvame v; = V;
(atedy i = j). Protomé tiidae + K pravé g* prvkd. Podle (i) a (ii) se Z4dné dvé rizné
t¥idy neptekryvaji. To znamena, Ze celkovy podet ¢" slov mnoZiny T" se rozdgluje
mezi stejné velké tiidy velikosti g, takZe poget tfid je ¢": g = q"~

kéd
gl (1T (0 [T
tida slova e !1»8 ‘m %+e
o g
Qbr. 21
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13.2. Priklad: Binarni (4,3)-kéd celkové kontroly parity. Cely kéd K sestava
z téchto slov:
= {0000, 1001, 0101, 0011, 1111, 1100, 0110, 1010} .
Pro kazdé kodové slovo e je oviem e + K = K. Zvolme nekdédové slovo, napt. 1000.
Plati
1000 + K = {1000, 0001, 1101, 1011, 0111, 0100, 1110, 0010} .
Vidime, ¥e 1000 + K je ttida viech slov liché parity. Celkovy pocet tfid je 2473 = 2,

13.3. Standardni dekédovani. Definujeme dekédovani linearniho kédu K < T™.
Z kazdé tiidy podle K vybereme jedno slovo, tzv. reprezentanta tridy, tak, aby jeho
vaha byla co nejmen3i. Pak kaZdé (pfijaté) slovo w v T" dekédujeme jako v = w — e,
kde (chybové) slovo e je reprezentantem tfidy slova w. Stru¢ngji:

5(w) = w —~ [reprezentant t¥idy w + K].

13.4. P¥iklad. Bindrni (4,3)-kéd celkové kontroly parity ma dvé tfidy: K,
viechna kédova slova, a K, viechna slova liché parity. Reprezentantem prvni tfidy
je nutn¢ 0000 (protoZe méd nejmensi vahu). Reprezentantem druhé t¥idy mizZe byt
libovolné slovo véhy 1. Zvolme napt. 0001. Pak standardni dekédovani neméni
slova v sudé parity, §(v) = v — 0000 = v, a slova lich¢é parity zmé&ni opravou posled-
niho znaku, §(v) = v — 0001. Napiiklad §(1011) = 1010.

V tomto piipadé standardni dekdédovini opravuje pravé tu chybu, kterad
neovlivai prvni tfi znaky.

reprezentanti

kod fololo] [T} LLEIN LELH L]
[0 0! 0, o 0o
. prijaté stovo

<[ [ NI ! Illl L]
[0 [0 HlH;HH] L]

¥
dekddované stovo

kddova slova

standardni dekddovani

Obr. 22
13.5. Standardni dekédovani miiZeme dobfe zndzornit graficky tzv. Slepiano-
vym standardnim rozmisténim. To je tabulka, jejiz ¥idky jsou t¥idy a na prvanim

mistd stoji reprezentant t¥idy. V prvnim ¥adku stoji samotny kéd, jehoZ reprezentan-
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tem je oviem nulové slovo (to ma minimalni vahu). Je to tedy fadek

ViVaVsy ... Ve,
kde v, = 000...0; g* je potet kédovych slov (n, k)-k6du v g-prvkové abeced.
Pro druhy fadek zvolime reprezentanta: je to libovolné slovo e co nejmensi vahy,
které neni slovem kédovym. Tak vznikne druhy fadek

et+v, etv, e+Vvy ... €+ Vu.
Pro tieti tadek zvolime reprezentanta e’: slovo co nejmensi vahy, které nestoji
v prvnich dvou ¥adcich, atd.

Vznikne tabulka o ¢"~* Fadcich, kterd obsahuje vibec viechna slova prostoru
T". Jestlize ptijmeme slovo wyw,...w,, vyhledame je v tabulkce a dekédujeme jako
to kédové slovo v,0,. . .v,, které stoji v tomtéZ sloupci. (To totiZ znamena, Ze slovo
w = wyw,...w, vzniklo ze slova v = v,05...0, pfiétenim reprezentata e tfidy
wt+K=e+ K Tedyv=w —e=3w))

13.6. Piiklad. Binarni (4, 3)-kéd celkové kontroly parity ma toto standardni
dek6dovani:
reprezentant
kod 0000 1001 0101 0011 1111 1100 0110 1010
0001 1000 0100 0010 1110 1101 0111 1011
Jestlize pt¥ijmeme slovo 1101, najdeme je v tabulce a dekédujeme jako to kddové
slovo, v jehoZ sloupci pfijaté slovo leZi:
5(1101) = 1100.
Jiné standardni dekédovani ziskdme jinym vyb&rem reprezentanta:
reprezentant
kod 0000 1001 0101 0011 1111 1100 0110 1010
1000 0001 1101 1011 0111 0100 1110 0010

Toto dekodovani opravi kaZdou chybu, ovliviiujici jen prvni znak.

13.7. P¥iklad: Ternarni kéd s generujici matici

010
[1 0 1:]'
Vytvafime tabulku tak, Ze v prvém fadku vyjmenujeme vSech 32 kédovych slov,
pak zvolime reprezentanta (minimélni vahy) druhé t¥idy, ktery neni kédovym slovem,
a nakonec reprezentanta (opét minimélni vahy) tieti tiidy, ktery nelezi v prvnich
dvou fadcich. Pocet radki je 3372 = 3.
reprezentant
kéd 000 010 101 020 202 111 222 121 212
100 110 201 120 002 211 022 221 012
200 210 001 220 102 011 122 021 112

Které chyby opravi tento kod? Ty, které odpovidaji chybovym vektoriim 100 a 200,
tedy viechny chyby, ovlivitujici jen prvni znak.
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Naptiklad vysleme slovo 121. JestliZe dojde k chybé na prvanim znaku, pfijmeme
bud 221, nebo 021 — to jsou slova, lezici ve sloupci kédového slova 121, takZe je
spravné dekédujeme. Ale pfi chybé na druhém znaku pfijmeme napf. 111 a to je
kédové slovo, takze dekddujeme nespravné.

13.8. Pozorovani. Standardni dekédovani opravuje pravé ta chybova slova,
ktera jsme zvolili jako reprezentanty tfid.

Skute¢né, pokud slovo e je reprezentantem své tfidy, pak plati podminka
(*): vektor e + v, kde v je kodové slovo, leZi ve tFide e + K, takZe

le+v)=e+v—e=v.
Naopak, jestliZe slovo e neni reprezentantem, tedy jiné slovo e’ reprezentuje tfidu
e + K = e + K, potom pii vyslani kédového slova v = o a pfijetislovae + v = e
dekodujeme

Se)=e—¢e'.
ProtoZe e — e’ = o, je toto dekddovani chybné.

13.9. Tvrzeni. KaZdé standardni dekdédovani 6 je optimalni v tom smyslu,
Ze Zadné jiné dekdédovani neopravuje vét§i mnoZinu chybovych slov nez 4.

Poznamka. Podrobnéji: Ovéfime, Ze pokud dekédovani 6* opravuje viechny
ty chyby, které opravuje (tj. viechny chyby, vytvafejici slova reprezentantd ttidy),
pak neopravuje Zadné dalsi chybové slovo.

Dukaz. Zvolme tedy chybové slovo e, které neni reprezentantem své t¥idy.
To znamena, Ze zvoleny reprezentant e’ tiidy e + K je riizny od e. Slovo v =
= e — e’ je kodové a nenulové. Jestlize vysleme slovo v a dojde k chybg, vytvatejici
slovo €', pfijmeme slovo v + e’ = e. Tuto chybu opravi dekddovani é, a tedy i de-
kodovani 6%, takze plati

5*(e) = v.
Naproti tomu, kdyZ vysleme kodové slovo o a dojde k chybg, vytvatejici slovo e,
pfijmeme slovo o 4 e = e a tuto chybu dekédovédni 6* neopravi: 5*(e) = o.

13.10. Uloha. JestliZe minimalni vzdalenost linedrniho kédu je d, ovéite, Ze
standardni dekédovani opravi t-nasobné chyby pro viechna ¢ < 1d. Navod: pokud
ma slovo e vihu ¢, pak ve tfid€ e + K vSechna ostatni slova maji vahu =1d, protoZe
vaha slova e — e'(eK) je =2d pro e’ e e + K.

13.11. Dekédovani pomoci syndromii. Standardni dekddovani je sice optiméalni,
ale zdlouhavé. Naptiklad u kédu 13.6 se od nas vyZaduje, abychom po ptijeti kazdého
slova prohlédli tabulku o 27 slovech. B&zné& uZivané bindrni kddy maji délku 64,
tak7e pfi standardnim dekédovani musime prohledat 2°* (>10'%) slov. Postup
dekdédovani miiZzeme nastésti podstatng urychlit (i kdyZ stdle ne dostatedné pro velké
kédy) pomoci kontrolni matice H daného kédu a syndroma (12.4).
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Viimndte si, Ze dvé slova e a e’ leZi ve stejné tiid¢, prave kdyZ maji stejné
syndromy. Stru¢né:

e+ K=¢ +K, pravikdyz He™ = H(e')".
Skutedng, rovnost e + K = e’ + K znamena pravé totéZ, co (e — ¢)ekK,viz 13.1.
A plati (e — ¢) e K, pravé kdyZ H(e — ¢')T = oT, tj. HeT = H(e')".

Misto celé dekédovaci tabulky tedy stadi zndt seznam reprezentantii tfid
a jejich syndromii:

reprezentant e, e, e, cen e,

syndrom s s, S3 cee S o

Jestlize p¥ijmeme vektor w, zjistime jeho syndrom. Je to n&které z danych slov s;
a my poloZime

dw)y=w —e;.
Naptiklad kéd 13.6 ma kontrolni matici

H=[102].
Dekédovaci tabulku zjednodusime takto:

reprezentant 000 100 200

syndrom 0 1 2.
Jestlize vysleme slovo 121 a p¥ijmeme slovo 221, vypodteme syndrom
2
Hw' =[102][2]|=1,
1

a dekodujeme tedy
8(221) = 221 — 100 = 121.

13.12. Poznamka. P¥i sestavovani standardniho dekdédovani se miZeme fidit
syndromy: jestliZe jsme nalezli reprezentanty ey, ..., €,, potom dalgim reprezen-
tantem je libovolné slovo e, ;, jehoZ syndrom je odligny od pfedchozich m syndro-
mi. Presn&ji fedeno, ne libovolné slovo, ale slovo co nejniz$i vahy s touto vlastnosti.

13.13. Priklad: Hammingdv (7, 4)-kéd. UkéZeme pfiklad kédu, ktery ma velmi
rvchlé standardni dekédovant. Je to binarni kéd, definovany kontrolni matici, jejiZ
sloupce jsou bindrni rozvoje &sel 1,2, ..., 7:

0001111

H=10110011

1010101
Tato matice ma hodnost 3, takZe podet informa&nich znaki je 7 — 3 = 4. Hledame
reprezentanty tiid. Prvnim z nich je slovo e, = 0000000 a to ma syndrom 000.
Dalii hleddme mezi slovy vahy 1. Slovo e, = 1000000 ma syndrom 001, a tedy nelezi
ve ttidé e, + K. Zvolime je tedy za reprezentanta. Déle slovo e, = 0100000 ma
syndrom 010, odlisny od pfedchozich syndromi, tak¥e toto slovo miZeme zvolit
za daliiho reprezentanta. Postupng zjistime, Ze slova e; s jedinou jednikou na i-tém
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misté maji navzdjem riizné syndromy: syndromem je i-ty sloupec matice H (tj. &islo i
v bindrnim rozvoji). ProtoZe t¥chto slov, véetn& e,, je osm a protoZe (7, 4)-k6d ma
podet t¥id 277 % = 8, naili jsme viechny reprezentanty:
reprezentant e, e, e, e; e, e; € e,
syndrom 000 001 010 011 100 101 110 111.
Dekédovani je jednoduché: pfijaté slovo w m4d syndrom s, ktery je rozvojem
nekterého Cisla i = 0,1,...,7. Potom opravime i-ty znak (tj. vytvo¥me slovo
w — e,). Naptiklad pro w = 1010111 mame

ot
0
0001111}]1 1
Hw'=(0110011(]0]=|1
10101011 0
1
1]

Opravime tedy 3esty znak (6 je bindrng 110): v = 1010101. Toto dekédovani Jje
spravné, pravé kdyZ nastala jednoduché chyba, viz 13.8.

13.14. Zavér. Linearni kédy maji standardni dekddovani, zaloZené na uréeni
reprezentanti viech tfid a jejich syndromi. Je to dekédovani optimélni (co do poétu
opravenych chyb), ale zdlouhavé: p¥i pfijeti kaZdého slova bychom méli projit
tabulku viech ¢"~* syndromi. Proto hledime kody s udinngj§im dekédovinim.
Pfikladem je Hammingtv (7, 4)-kéd. Dalii &lanek vénujeme Hammingovym kédiim
obecné.

14. Hammingovy kédy — perfektni kédy
pro jednoduché opravy

Hammingovy kédy tvofi vyznamnou t¥idu kédd, které opravuji jednoduché
chyby. Tyto kédy se neobyéejnd snadno dekéduji a jsou perfektni, tj. maji nejmensi
myslitelnou redundanci. Hammingtv bindrni k6d s m kontrolnimi znaky (m =
=2,3,4,...) md délku 2™ — 1, tak¥e dostivime binrni (3, 2)-kéd, (7, 4)-kéd,
(15, 11)-kéd atd. Informaéni pomgr (7.8) roste rychle k 1, napt. pro kéd délky
2° — 1 = 63 je informa¢ni pomér

63 -6

— >0,9.
63

Rozsitenim Hammingova kédu o jeden kontrolni znak dostaneme kéd délky
27, ktery opravuje jednoduché chyby a objevuje trojndsobné chyby. Myslenka, ktera
vede k Hammingovym kédiim, je vyjadiena v nésledujicim tvrzeni.

65



14.1. Tvrzeni. Binarni linearni kéd opravuje jednoduché chyby, pravé kdyZ
sloupce jeho kontrolni matice jsou nenulové a navzajem ruzné.

Dikaz. Vime, ¥e kéd K opravuje jednoduché chyby, pravé kdyZ jeho minimalni
vzdalenost je alespoti 3 (5.1), tj. pravé kdyZ kazdé kodové slovo v & o ma vahu
M > 3(12.3).

Jestlie ma kontrolni matice H nulovy sloupec (i-ty), plati He! = o", kde
e; = 00...010...0 je slovo s jedni¢kou na i-tém mist&. Potom je e; kédové slovo
vahy 1. Podobng, jestliZze ma matice H dva shodné sloupce (i-ty a j-ty), plati He}[j ==
= o", kde e;; ma dv¢ jednicky, na j-tém a j-tém mistd. Potom je e;; kodove slovo
vahy 2. Ani v jednom z téchto piipadit neopravuje kod K jednoduché chyby.

Predpokladejme naopak, Ze matice H ma sloupce nenulové a po dvou rizné.
Ovitime, Ze 74dné slovo vahy 1 nebo 2 neni kodové. Slovo vahy 1 je vidy tvaru e;.
ProtoZe He] (# oF) je i-ty sloupec matice H, neni e; kédovym slovem. Slovo vahy 2
je vidy tvaru e;;. ProtoZe je Hej; souttem i-t¢ho a j-tého sloupce, plati Hej; + o,
a tedy e;; neni kodoveé slovo.

14.2. Uloha. Obecn&ji ovéite, Ze g-znakovy linedrni kéd opravuje jednoduché
chyby, pravé kdyZ Zzadny sloupec kontrolni matice neni (skalérm’m) nasobkem jiného
sloupce.

14.3. Pozorovani. Pfedchozi tvrzeni dava ndvod, jak sestrojit binarni kéd, -
ktery opravuje jednoduché chyby a ma pii daném poctu m kontrolnich znakd co
nejmensi redundanci (tj. co nejvice informagnich znakd anebo, coZ je totéZ, co nejveétsi
délku): Za kontrolni matici volime takovou matici, kterd jako sloupce obsahuje
viechna nenulova slova délky m.

14.4. Definice. Binarni kod se nazyva Hammingiv, jestlize ma kontrolni matici,
jejiz sloupce jsou viechna nenulova slova dané délky a Z4dné z nich se neopakuje.

14.5. P¥iklady. Na uspofdddni sloupct kontrolni matice nezdleZi. PouZijeme
zde uspofddéni takové, aby sloupce byly bindrnimi rozvoji &isel 1, 2, 3,....(Jiné
diileZité uspofdddni pozndme v teorii cyklickych kodi.)

14.5.1. Pro m = 2 mame kontrolni matici
011
H = .
[1 0 l:l
Jde o (3, 2)-kéd, popsany rovnicemi v, + v3 =0 a vy +v3 =0, tedy opakovaci
kod délky 3. Ten oviem opravuje jednoduché chyby.

14.5.2. Necht m = 3. Jde o (7, 4)-kéd z prikl. 13.13: jeho kontrolni matice je

0
H=i{0
1
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Abychom nasli jeho generujici matici, pfemistime sloupce matice M tak, aby vysledna
matice byla tvaru [BT | E], kde E je jednotkova matice: prohodime prvni a posledni
sloupec, dile druhy a pfedposledni a nakonec &tvrty s patym. Vznikne matice

1101/100
H=|1110/010
1011{001

To je matice ekvivalentniho Hammingova koédu, ktery ma (podle 11.3) generujici
matici

G =

Generujici matici ptivodniho kédu ziskdme zpétnym prehozenim sloupcii:
1101001
G- 0101010
1110000¢°
1001100
Z hlediska kédovani informaénich znaki je vyhodné&jsi tvar matice G’, protoze
jde o systematicky Hammingtv kod. Z hlediska dekédovani je, jak uvidime, vyhod-
n¢jsi tvar matice G, presnéji, odpovidajici matice H (protoZe generujici matici viibec
nemusime znat).

14.5.3. Necht m = 4. Jde o (15, 11)-kéd s touto kontrolni matici:

000000011111111
H - 0001111000601 111
011001100110011
1010106101010101
14.6. Dekédovani. Bindrni Hammingiiv kod nejen opravuje jednoduché chyby,
ale opravuje je snadno. Ptedpoklidejme, Ze sloupce matice H jsou uspo¥adany tak,
Ze tvofi bindrni rozvoje Cisel 1,2,...,2™ — 1. Ptijmeme vektor w a zjistime jeho
syndrom s, kde sT = Hw”. Slovo s je binarnim zdpisem &isla i a my zménime i-ty
znak pfijatého slova (pokud s # o, v opaéném piipadé je w kédovym slovem).
Struénéji,
5(w)={w, pokud s=o, o
w — e;, pokud s je bindrnim rozvojem é&isla i,

kde e, je slovo s jednou jedni¢kou na i-tém misté.

14.7. Tvrzeni. Uvedené dekédoviani je spravné v pfipadé jednoduché chyby.
Podrobnéji: jestliZe se dané slovo w li§i od n&kterého kédového slova v nejvyse
v jednom znaku, plati §(w) = v.
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Dukaz. Pokud se slova v 2 w neli§i v Zadném znaku, plati s* = Hv" = o'
a spravné dekédujeme 6(w) = w = v. Pokud se lisi v jediném, i-tém znaku, plati
w=v+e, atedy s'T = Hw' = Hv" + Hel = He]. ProtoZe He] je i-ty sloupec
matice H a ten je rozvojem é&isla i, dekodovali jsme opét spravne.

14.8. Priklad. Pfi pouziti Hammingova (7, 4)-kédu dekdédujeme slovo 1110111,

Syndrom je
oE
1
1 1
H{0|=10],
1 0
1
1]

tedy bindrni z4pis &isla 4. Opravime &tvrty znak: 1111111,

14.9. Uloha. P¥i pouziti Hammingova (15, 11)-kédu dekédujte slovo
001001000000001 .

14.10. Perfektni kody. Hammingovy k6dy opravuji jednoduché chyby a maji
navic nejmensi myslitelnou redundanci. Napfiklad bindrni kéd K délky 7, opravujici
jednoduché chyby, musi mit standardni dekddovani s reprezentanty o, e, e, ..., @,
(viz 13.8). Jestlize nema Zzadné dal¥{ reprezentanty, je ovsem Hammingovym (7, 4)-
kédem. JestliZe ma vice reprezentantd t¥id, je (7, k)-kodem pro n&které k < 4,
a tedy ma zbyteéné velkou redundanci.

Obecngji, linedrni k6d opravujici t-ndsobné chyby musi mit za reprezentanty
t¥id viechna slova vahy < t. Ty kédy, které Zddné dalii reprezentanty nemaji,
se nazyvaji perfektni:

14.11. Definice. Linearni koéd je perfektni pro t-nisobné opravy, jestlize
mnoZina viech slov vahy < t tvofi systém reprezentantdl jeho tfid.

v 14.12. Poznamka. Opakovaci k6d délky 2t + 1 je perfektni pro t-ndsobné
opravy. To snadno ovéfite. Kromé Hammingovych kédd (¢ = 1) a opakovacich
k6di jiz existuje jen prekvapivé mdlo perfektnich koda. To presnd zformulujeme
v kapitole v&nované Golayové kodu.

14.13. Tvrzeni. Hammingovy binarni kédy jsou perfektni kédy pro jednoduché
opravy. Tato vlastnost je charakterizuje, tj. kazdy perfektni binarni kéd pro jednoduché
opravy je Hammingiv kéd.

Poznamka. Odtud plyne, e kazdy linedrni bindrni (2™ — 1, 2™ — m — 1)-kéd
minimalni vzdilenosti =3 je Hammingav kéd.
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Dikaz. Hammingiiv kéd K délky 2™ — 1 m4 m kontrolnich znaki, a tedy 2™
tfid (13.1). Jaké maji reprezentanty: t¥ida K ma reprezentanta e, = 00...0. Dalsi
tfidy maji reprezentanty vahy 1, protoZe reprezentant musi mit minimalni vihu
a vime, Ze kazda dvé slova e; a e;, kde i + j, leZi v rfiznych t¥idach. (Kdyby leZela
ve stejné t¥idg&, bylo by e; — e; kédové slovo vahy 2, a takové neexistuje.) Mame
tedy 2" reprezentantii e, e, ..., e,.._,. ProtoZe jejich poet je shodny s po&tem
tfid, jsou to jedini reprezentanti.

Naopak, jestlie K je bindrni kéd délky n, ktery je perfektni pro jednoduché
opravy, ukdZeme, Ze K je Hammingiiv kéd. Ozna¢me m pocet kontrolnich znak.
Potom md k6d K kontrolni matici H typu (m, n). Podle 14.1 jsou kazdé dva sloupce
matice H riizné a nenulové, takZe celkovy pocet sloupclt nemtiZe p¥ekrodit &slo
2" — 1, .

n<2"—-1.

Na druhé strang je pocet tfid kédu K (coz je &islo 2™, viz 13.1) roven poétu slov
vahy 0 nebo 1, a to je n + 1. Z toho plyne n = 2™ — 1, a matice H tedy obsahuje
jako sloupce v¥echna nenulov slova délky m. Proto je K Hammingtv kéd.

14.14. Roziifeny Hammingiv kéd. To je binarni kéd, vznikly rozsitenim
Hammingova kédu o znak celkové kontroly parity. Je to tedy @ 2m —m - 1)-kéd
viech slov v;0,...v,. takovych, Ze v,v,.. Uym_y je kédové slovo Hammingova
kédu a vy = v; + v, + ... + Vym_q.

Minimélni viha Hammingova kédu je 3 (ovéfte!), a tedy minimalni viha
rozSifeného Hammingova kédu je 4. Tento kéd opravuje jednoduché chyby a obje-
vuje trojndsobné chyby.

14.15. Ulohy

14.15.1. Napiste kontrolni matici roziiteného Hammingova (8, 4)-kédu. De-
kodujte slovo 10111101. Je jisté, Ze jste dekédovali spravng?

14.15.2. Ovefte, Ze rozsiteny Hammingiv (8, 4)-kéd je samodudlni (11.9),
tj. kontrolni matice je matici generujici. (Navod: protoZe dimenze obou kédi je 4,
staCi ovétit, Ze skaldrni soudin libovolnych dvou ¥adkd je roven 0.)

14.15.3. Napiste kontrolni matici roziifeného Hammingova (16, 11)-kédu.
Pro¢ neni tento kéd samodualni?

14.16. Viceznakové Hammingovy kédy. Uloha 14.2 dava névod, je definovat
Hammingtiv kéd v abecedd T. Je to kéd s kontrolni matici H takovou, Ze (i) Zidny
sloupec neni skalirnim nasobkem jiného sloupce, ale (i) ka?dé nenulové slovo
piislusné délky je skaldrnim ndsobkem sloupce matice H.

Matici H mtiZeme napf. sestavit ze viech slov dané délky, kterd maji prvni
nenulovy znak roven 1.
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14.17. P¥iklad: Ternirni Hammingovy kédy. Pro m = 2 mame kontrolni
matici

0111
H = [1 01 2]'
Jde tedy o (4, 2)-kéd. Pro m = 3 je kontrolni matice

ooo01111011111
H=]0110011102212
1010101220122

a vznika (13, 3)-kod.
14.18. Ulohy

14.18.1. P¥i pouZiti ternarniho Hammingova (4, 2)-kédu dekédujte slova
1220 a 1101.

14.18.2. Ovéite, 7e ternarni Hammingtv kéd s m kontrolnimi znaky ma délku

(" — 12,

14.18.3. Zobecndte na g-znakové kody. DokaZte, Ze jsou perfektni.

15. Golayuv kod — perfektni kod
pro trojnasobn¢ opravy

Mezi nejvyznamngjii binarni kédy patii Golayav (&ti golejiv) kod G, ktery
ma délku 23, z toho 12 informagnich a 11 kontrolnich znaki. Tento kéd je perfektni
pro opravy trojnasobnych chyb. Hluboky vysledek teorie kédovani je ten, Ze kromé
Hammingovych a opakovacich koda je Ga3 jediny perfektni binarni kéd.

K6d G, zavedeme pomoci generujici matice. Budeme také pracovat s rozsite-
nym Golayovym kédem G,,. UkaZeme jednoduchy postup dekddovani téchto
k6dd. Zminime se o ternirnim Golayové kédu Gyy a 0 perfektnosti g-znakovych
koda.

15.1. Definice kédd G,; a G,4. Golayovy kddy zavedeme jako systematické
binarni kédy délky 23 a 24. Levou polovinu generujici matice tedy tvofi matice
jednotkova. Prava polovina sestdva ze ¢tvercové matice B ¥adu 11, dopln&né o fadek
11...1 v pfipadé G,;:

I B
G.=|E |
2 [ in...u}
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a jesté o sloupec 11...10 v pfipadé G, :

Gy, = |E

1
1
1
|
f
i
1
]
%
|

Matice B vznikné cyklickymi posuvy svého prvého fadku, coZ je slovo
11011100010 .

(Toto slovo mé jednicku namist€ i = 0, 1, ..., 10, pravé kdyz je i étvercem modulo 11,
tj. pro 0%, 12,22, 32,4% = 5 a 5% = 3.) Zde je celd matice:

b, b, b, by b, bs bs b bs by, by,
1 1 0 | 1 1 0 0 0 1 0]
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
B=]1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0l.

Kéd G,, vznikne tak, Ze ke kédu G,; pfidame celkovou kontrolu parity. Cela
matice G,, (s vynechanim zapisu nul kvali piehlednosti) je uvedena na str. 71.

15.2. Vlastnosti koédu G,,

15.2.1. Podet informadnich znaki je 12, protoZe levou &ast matice G,, tvofi
jednotkova matice, takZe hodnost matice G, je 12.

15.2.2. Kéd G, je samodualni, tj. G3, = Ga4 (11.9). Abychom to ovéfili,
sta¢i uk4zat, e skalarni soudin dvou libovolnych Fadkt matice G,, je nulovy, tj.

rpxr; =0,
Potom totiZ linedrni prostor G,, je podprostorem dudlu Gy, a protoZe dimenze
duélu je 24 — 12 = 12 (stejné jako dimenze prostoru G,,), plyne odtud G3y = Gy,

Pokud i = j, viimneme si, Ze kaZdy Fddek r; matice G,, ma sudou vahu:
8proi=0,...,10a 12 pro i = 11. To znamena, Ze soudin r; * r; je roven soudtu 8
nebo 12 jednicek, a to je 0. Pro i + j ovéfime, Ze Fadky r; a r; maji sudy pocet spo-
le¢nych jedniek — potom r; *r; = 0. Pokud i = 11 nebo j = 11, je podet spoled-
nych jedniéek 6. V pfipadé i &+ 11 & j nemdme Zadnou spoleénou jedni¢ku v levé
&asti (tj. ve sloupcich gy, ..., @;) a v pravé &sti je jedna spoleCna jednicka v posled-
nim sloupci. Stadi tedy ukézat, Ze dva rtizné fadky matice B maji lichy poget spoleé-
nych jednicek:

15.2.3. Ka¥dé dva rtizné ¥adky matice B maji pravé 3 spole¢né jednicky. To
ovétite mechanicky: sta&i se omezit na ptipad prvého fadku a nékterého z 10 zbyva-
jicich fadkd.
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15.2.4. Kbd G,, neporusi tato permutace sloupcii:

g, by, a,; b, a aeb, ; pro i=12..10.
Presné&ji, pro kaZzdé kodové slovo

W = WoW,W,. .. W oW WoWiWs. . . WioWiy
je také nasledujici slovo kddovym slovem:

W* = WoWioWg. . . WOIW{WY WoWioWe. . . WoW Wy .
Jisté stadi, kdyZ toto tvrzeni ovéfime pro fadky matice G,,. Mechanicky se pfesvéd-
Lite o tom, Ze plati
101000111011 100006000000 =

=Py + T+ Feg+ r;+7g+ Fyo+ Ty

Je tedy rf kédové slovo. Dalii ¥adky r;, i & 11, vzniknou cyklickym posuvem levé
i pravé &asti fadku rj a odtud je zfejmé, Ze r} jsou kédova slova. Nakonec

rfy = 111...11000...001 = ry + ry + ... + Fg + Fyo .

*
ro

i

15.2.5. Minimdlni vzdéalenost je 8.

Zvolme nenulové kédové slovo w a ovéime, Ze |w| = 8, viz 12.3. ProtoZe je
kéd G,, samoduilni, je ||w] sudé &islo. Kdyby platilo |w| = 2, m&lo by slovo w
v levé &asti bud jedinou jednitku, ale potom w = r, a |w| = 8, nebo by zde m&lo
dvé jednitky (na mistech i a j). Potom w = r; + r;, ale z15.2.3 plyne [|r; + r;]| = 8.
Kdyby platilo |w|| = 4, potom by bud slovo w nebo slovo w* (viz 15.2.4) mélo
v levé &sti jen dvé jednitky, a protoZe |w| = |w*|, plynulo by odtud |w| = 8.

Zbyva vyloudit pfipad [|w| = 6. Jedina situace, kterou nevyfesi stejnd uvaha
jako v ptipadé vahy 4, je ta, Ze slovo w md 3 jedni¢ky vlevo a 3 vpravo, tedy w =
= r; + r; + r,. Rozborem mozZnosti, kolik jedni¢ek maji spole¢né slovar;ar; +r,
se (dosti pracng) ové¥i, Ze pro libovolnd i, j a k plati |r; + r; + r,| = 8.

15.3. Disledek. Golayav kod G, je (23, 12)-kéd, ktery je perfektni (14.11)
pro trojnasobné opravy.

Skute&ng, protoZe ma rozsifeny kod minimdlni vzdélenost 8, kéd G,; ma mini-
mélni vzdalenost =7, takZe opravuje trojnisobné chyby (5.1). Ve standardnim
dekédovani jsou tedy slova vahy < 3 reprezentanty t¥id (13.7). Podet t&chto slov je

B

Podet tiid (23, 12)-kédu je také 2'' (13.1). To znamena, Ze reprezentanty jsou pravé
viechna slova vahy <3.

15.4. Véta (Tietiividinenova a Van Lintova).
Jediné netrividlni perfektni bindrni kody jsou tyto:
a) Hammingovy kédy pro jednoduché chyby,
b) Golayiw kéd pro trojndsobné chyby a kddy s nim ekvivalentni,
c) opakovaci kédy délky 2t + 1 (pro t-ndsobné chyby), kde t = 1,2,3,....
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Krasny kombinatoricky dikaz této véty ptesahuje bohuZel ramec nasi knihy.
Ctenaf jej miZe najit v knize [11].

Obdobny vysledek plati pro ternarni kédy: Existuje perfektni Golayiv terndrni
(11, 6)-kéd opravujici trojnasobné chyby. Jeho generujici matice je tvaru

1
Gy = E ?__ﬂ_?__ ’
| 11111

kde E je jednotkova matice ¥adu 6 a B je matice vznikl4 cyklickymi posuvy slova
01221. Kromsé tohoto kédu (a kodit ekvivalentnich) jsou jediné perfektni netrividlni
ternarni kédy opakovaci kédy a Hammingovy kédy.

V ptipadé abecedy o vice neZ tfech znacich je situace jesté jednodussi: jediné
perfektni netrividlni kédy jsou Hammingovy a opakovaci kody.

15.5. Dekédovani Golayova kédu. UkaZeme jednoduchou dekdédovaci metodu
pii pouZiti roziifeného Golayova kédu G,,. Nasim cilem je pfi ptijeti vektoru w
spravné uréit vyslany vektor v za predpokladu, Ze doslo nejvyse ke tiem chybam.
Presn&ji, kdykoli ke slovu w existuje kédové slovo v o vzdalenosti <3 (tj.
|w — v| = 3), mime toto slovo v najit.

ProtoZe je kéd G, 4 samodudlni (viz 15.2.2), je jeho kontrolni matici matice G,,.
Oznaéme B matici B s pfidanym poslednim fidkem a poslednim sloupcem tvaru
11...110. Tedy

Gz4=[EE§].

15.5.1. Prvni krok dekédovani: vypocet syndromu s. Plati

sT = Hw™ = (s8;...811)" -
Chybovy vektor e = v — w spliiuje ovSem vztah (12.4.1),

sT = HeT = (epe;...€1;)" + erabo + ersby + ... + e23byy
(kde b; jsou sloupce pravé &asti matice G,,, V levé asti je jednotkova matice).
Plati tedy

11
(15.5.1)  (eoey..-e11)" + .Zoelzﬁbi = (5051---511)" -

15.5.2. Druhy krok dekédovani: vypocet pomocného slova t. Definujeme slovo
= tyty...t;; piedpisem
t=sB.

Potom pro ¥adky ¢y, €4, ..., €1 matice B plati:
11

(1552) 312613...923 + Zeici = tOtl"'tll .
i=o0

Diikaz. Nejprve ovétime, Ze B™B je jednotkova matice. ProtoZe je kod G,
samodudlni, je matice G,, generujici i kontrolni matici, takZe sou¢in G,;G3, je
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nulovou matici. Plati tedy
.~ [E ~r

Odtud BB™ = —E =E, a tedy i B'B = E. Plati
¢ = B's” = B7G,,e7 = BI[E | B] " = [BT |E] €T,

a to je pravé dokazovana rovnost.

15.5.3. Tieti krok dekédovani: uréeni chybového slova e. Prozkoumdnim
vahy 26 slov: s, t,s + bT at + ¢; pro i = 0, 1,..., 11 jsme schopni uréit slovo e,
o kterém dokéZeme, Ze je rovno skutetnému chybovému slovu € = w — v. Pfed-
pokladame ovsem stéle, Ze doslo k trojndsobné chybg, tj. e < 3. Dekédovani je
zaloZeno na tom, Ze bud v pravé nebo v levé poloving slova w doslo k nejvyse jedné
chybg (jinak [e| = 2 + 2).

a) Kdykoli plati |s| < 3, poloZme

e=s l 0 = 545{5,...51051,000...00.

Tento predpis je spravny, pokud v pravé poloving slova nedoslo k Zidné chybe:
potom &, =0 pro i = 12,...,23 a podle (15.5.1) plati é,é,...61; = 5o8;.. .51,
takiceé=s|o =e.

Behem rozboru daldich ptipadi ukaZeme, 7e pokud v pravé poloviné slova
doglo k chybg, je |s| > 3.

b) Kdykoli plati |s + b]|| < 2 (pro n&které i = 0, ..., 11), poloZme

e=(s+ bj)|d,
kde d, je slovo délky 12 s jedinou jedni¢kou na i-tém misté. Tento pfedpis je spravny,
pokud v pravé poloving slova doglo k jediné chybg, tj. é;,4; = 1 pro pravé jedno
i =0,1,...,11. Potom pravou polovinu slova e tvofi slovo d;. Pro levou polovinu
plati (15.5.1), épé;...615 = (5051...511) + b, takie & = (s + b]) | d; = e. Navic
méme v p¥ipadé jedné chyby v pravé poloving nerovnost ||s]| > 3. (To plyne z faktu,
Ze kazdy sloupec b; matice B ma vdhu 7 nebo 11, takZe slovo s + bT m4 vihu alespoii
7~ |sf a plati 7 - [s] < s + BT | 4 = [&] = 3)

Behem rozboru daliich p¥ipadi ukaZeme, Ze pokud v pravé poloviné slova
doslo k 2 nebo 3 chybam (tj. pokud v levé poloving doslo k nejvyse jedné chybg),
je ||s + b]| > 2 pro viechna i.

c) Kdykoli plati ||t] < 3, polozme

e=o0|t=000...00 t5t,...1;.

Tento piedpis je spravny, pokud v levé poloving slova nedoslo k chybé — viz (15.5.2).
Navic v p¥ipadé jedné chyby v pravé poloving plati podle (15.5.1) s = b], a tedy
Is] = 7. V piipadé dvou chyb v pravé poloving plati s = b + b] (k * j), a tedy
Is| = 3(snadno se presvéddite, Ze soucet dvou sloupcii matice B m4 vahu alespoii 6 —
viz podobny rozbor v (15.2.2)). Dale pro kazdé i je ||s + b]| = ||by + b] + bi[| 2
> 4, o tom se Ize také mechanicky presvédcit.
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Pokud v levé poloviné slova doglo k chybé, plati |t] > 3. Dikaz je analogicky
ditkazu nerovnosti ||s| > 3 pro pfipad pravé poloviny.

d) Kdykoli plati [t + ¢;]| <2 (pro n&které i = 0, ..., 11), poloZme

e=4d;|(t+c).
Tento predpis je spravny, pokud v levé poloving slova doslo k jediné chybg, tj.
e, = 1 pro pravé jedno i = 0,..., 11 — viz (15.5.2). Navic v ptipadé jedné chyby
v pravé poloving plati podle (15.5.1)s = d; + bj, a tedy Is] =27 — 1 = 6.V ptipad®
dvou chyb v pravé poloving plati s = d; + bY + bY (k +j), a tedy [s] = 3
a s+ bf| = [|bi + bj + by| — 12 3.

Pokud v levé poloving slova doglo k vice neZ jedné chybg, plati [t + ef > 2.
Diikaz je analogicky diikazu nerovnosti ||s + bj| > 2 pro pfipad pravé poloviny.

15.5.4. P¥iklad. Dekddujeme slovo
000000000000000111000101 ,
tedy slovo w takové, Ze w; = 1 pravé pro i = 15, 16, 17, 21 a 23. Plati
s = (by + by + bs + by + b,;)" = 111100100110,
t=co+ ¢+ +C+ €+ €+ €= 000111000101 .
Mechanicky zjistime, Ze ||s + bj|| > 2 pro vSechna i. Plati viak
t + ¢, = 110000000000 ,
a to je slovo vahy 2, takZze
e=d,|(t+cp) = 100000000000 | 110000000000 .

Pokud doslo k trojndsobné chybg, jsou chybnd mista wo, Wi, @ Wy @ vyslan byl
vektor

v = w + e = 100000000000 | 110111000101 .
Viimnéte si, Ze vysledek je prvnim fadkem r, matice Gy, takZe jde o kédové slovo.

Protoze se lisi od slova w ve tfech znacich, dekédovali jsme spravné.

15.5.5. Uloha. Dekédujte slovo 111000000000 l 000000000000 .

16. Konstrukce kodt

V tomto &lanku stru&né probereme konstrukce, upravujici dany linedrni kod.
Takové konstrukce jsou dileZité zejména tehdy, kdyZ n&které parametry kédu jsou
pfedem urdeny a my musime upravit znamy ,,dobry kéd tak, aby danym para-
metrim vyhovoval. (Napfiklad miZe z technickych divodf byt stanovena délka
kédového slova nebo informa&ni pomér.) Uvadime i anglicky nazev konstrukei.
Omezujeme se pro piehlednost na binarni linedrni kody.
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16.1. Rozsifeni kédu [extension]. K danému kédu ptidime znak celkové
kontroly parity. To znamen4, Ze z (n, k)-kédu K vytvitime (n + 1, k)-kéd K vsech
slov

V0. . U,0, 4
takovych, Ze plati

110;...0,€K a v, =0 +0,+ ... +u,.

Pokud ma kéd K kontrolni matici H, ma rozifeny kéd K* kontrolni maticj

i
|
H* = H
i
i
1

Vsechny piivodni kontrolni rovnice toti, zistavaji, oviem bez proménné v,,,,
a navic mdme rovnici v; + v, + ... + v, 4+ v,,, = 0.

16.1.1. Pfiklad. Roz3iteny Hammingtv (8, 4)-kéd (14.13) mé kontrolni matici
0001111}0

pe_|0110011 0
10101010
1111111 1

16.1.2. Pozorovani. JestliZe ma bindrni kéd K minimalni vzdalenost d, ma
rozsifeny k6éd minimalni vzdilenost

d + 1, pokud je d liché &islo ,

d, pokud je d sudé &islo .

Dikaz. Bud v,v,...v, nenulové kédové slovo minimalni vahy d (viz 12.3).
Je-li d sudé &islo, je v,v, . . . v,0 slovo rozgiteného kédu., Je-li d liché &islo, je vyv,. . .1,1
slovo rozsifeného kédu. V obou p¥ipadech jde o nenulova slova s nejmen3i vahou.

16.2. ZiZeni kédu [puncturing]. Jde o vypudténi nékteré soutadnice ze viech
kédovych slov. Pro kazdy (n, k)-kéd K a kazdé i = 1, ..., n mame tedy ztizeny kod
v8ech slov v10,.. .0, 1,4 4. ..9, vzniklych ze slov kédu K. To je bud (n —1, k)-kéd
nebo (n — 1, k — 1)-k6d. Jeho minim4lni vzdalenost je bud d (tj. minim4lni vzdale-
nost piivodniho kédu K) nebo d — 1.

Naptiklad ziZenim rozsifeného Hammingova (8, 4)-k6du K* vznikne Hammin-
gtv (7,4)-kéd K (i = 8). Daliim ziZenim (i = 7) vznikne linedrni (6,3)kod R
s touto kontrolni matici:

000111
H=|011001].
101010
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16.3. ZvétSeni kédu [augmentation]. Obecné je to postup pfidani novych slov
ke kédovym sloviim. Konkrétngji se zvétsenim kédu K rozumi obohaceni o slovo
1=111...1, a tedy i slova v + 1, kde ve K. (Viimngte si, Ze v + 1 je ,,opaéné*
slovo ke slovu v: mé jedniéky pravé tam, kde mé slovo v nuly.)

16.3.1. Priklad. Zvétsenim (3, 2)-kodu s generujici matici

101
G=L1J

vznikne tento kod:

000 111

101 010

(16.3.1) 110 001
011 100

16.3.2. Uloha. Je-li K binarni (n, k)-kéd takovy, e 1 neni kédové slovo,
oviite, Ye zvétseny kéd je (n, k + 1)-kédem s minimalni vzdalenosti

min (d, n — d*Y),
kde d* je minimalni vzdalenost dudlniho kédu (11.5).

16.4. ZmenSeni kédu [expurgation]. Je to obecné postup odstranéni nékterych
kédovych slov. Konkrétn&ji se zmenSenim kodu K rozumi odstranéni vSech slov
liché vahy. Tim vznikne ,,poloviéni* k6d (viz 10.13), pokud kéd K vibec slova liché
vahy obsahuje.

Napiiklad zmensenim k6du (16.3.1) vznikne kéd s generujici matici G.

Zmensenim Hammingova (7, 4)-kédu vznikne (7,3)-kéd viech slov sudé
vahy. Jeho generujici matici & obdrime napt. z matice G v 14.5.2 tak, Ze posledni
tadek pf¥itteme k ¥adku druhému i tfetimu a pak jej vynechame:

1101001
G=11100110
0111100

Hamminglyv (74}kéd

rozsireni zvétsen(

Zz(Zzeni zmensenf

rozsifeny (7,3)-kéd dudlni
Hamminglv (8,4}-kéd k Hammingovu kodu

Upravy Hammingova (7,4)-kédu

Obr. 23
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16.5. Ulohy

16.5.1. Ov&ite, 7e zmen3eny Hammingtiv (7, 3)-kéd je dudlni k Hammingovu
(7, 4)-kédu.

16.5.2. Jaky kod vznikne zvét§enim kédu s generujici matici G? Jaky kéd
vznikne roz§ifenim tohoto kodu?

16.6. Direktni soucin [direct product]. Direktn{ sou¢in dvou kédd K (délky n)
a K’ (délky n') je kéd K ® K’ délky nn’. Pro snadny popis budeme slova délky nn’
psat do matic: prvnich n znaki tvofi prvni ¥adek, druhych n druhy fadek, atd.

Kéd K ® K’ sestava ze vSech matic typu (n’, n), které v kazdém Fadku maji
slovo kédu K a v kazdém sloupci maji slovo kédu K’. Napftiklad, pro kazda dve
slova ve K a we K miiZeme sestavit slovo v ® w kédu K ® K’ takto: matice
v ® w mé i-ty fddek roven v, pokud w; = 1, a roven o, pokud w; = 0. (Ov&tte,
Ze potom j-ty sloupec matice je roven w, pokud v; = 1, a je roven o, pokud v; = 0.)

16.6.1. Priklad. K je kod celkové kontroly parity délky 3 a K’ je opakovaci
kod délky 3. Pak K ® K’ je tento kéd:

000 110 011 101
000/, 1104, 011y, 101
000 110 011 101

16.6.2. Pozorovani. Direktni soutin K ® K’ je (nn’, kk')-kod (kde k a k' je
pocet informacnich znakt k6di K a K'). To nejlépe ovéfime u systematickych kéda
(7.4), kde kédova slova direktniho soudinu majf tuto strukturu:

k
P N
K informaéni kontrola
znaky fadku
kontrola kontrola
sloupcti kontrol

kédové slovo v K ® K’
Jestlize kédy K a K’ nejsou systematické, pouZijeme 10.9.

16.6.3. Priklad. Direktni soucin kédi celkové kontroly parity je kéd dvou-
rozmérné kontroly parity (5.2.3). Naptiklad z (4, 3)-kédd a (8, 7)-kédu vznikne
(32, 21)-kéd.

16.6.4. Tvrzeni. Minimalni vzdalenost kédu K ® K’ je soudinem minimalnich
vzdalenosti kédi K a K'.
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Dikaz. Zvolme slovo v € K minimélni vahy d > 0 a slovo w € K’ minimélni
vahy d’ > 0. Nagim ukolem je ovefit, %e¢ minimalni vaha kédu K ® K’ je
dd’ (12.3). Slovo v ® w ma vahu dd’, takZe minimilni vdha kédu K ® K’ neni
vEtsi ne¥ dd’. Ale mensi také neni: zvolme libovolnou nenulovou matici (a;;) v kédu
K ® K'. Existuje tedy nenulovy prvek matice. Pokud je v i-tém ¥adku, je i-ty fadek
nenulové slovo kédu K, tak¥e méa védhu alespoil d. Zvolme tedy indexy ji,jas .- Ja
takové, Ze plati a;;, = 1 pro m = 1,2,...,d. Pak j,ty sloupec matice (ai)) je
nenulové kédové slovo v K, a tedy méa vahu alespoti d'. To znamend, Ze vaha celé
matice je alespoit dd’.

16.7. Direktni soutet [direct sum]. Direktni soucet kodi K a K’ je kéd K | K’
viech slov

v|w=100;...0,WW2... Wn (veK a weK').
Je zfejmé, Ze vznikne (n + n', k + k')-kéd s minimélni vzdalenosti min {d, d'},
kde d a d’ ozna&uji minimalni vzddlenosti k6dd K a K’

Dilezit&jsi konstrukce je modifikovany direkini soucet: je to kod K @ K’
viech slov

v|(v+ w) =00, 0uts. .t
kde veK, weK’' a uju,...u,=v+w. Toje(n+n', k+ k')-ké6d s minimalni
vzdélenosti
(16.7.1)  min {2d, d}.
Skutetng, jestlizZe ma nenulové slovo v |(v + w) minimilni vihu d,, pak bud
w + o a odtud jist& plyne v = o, takZe

do = [o|w| = |w] =",
anebo w = o a pak

do = |lv|v] =2d.

16.7.1. Priklady. a) Je-li K opakovaci kéd délky 4 a K’ je ,koktavy* kéd
(7.2.2) délky 4, pak K | K’ je tento kéd:
00000000 00001100 00000011 00001111
11111111 11110011 11111100 11110000 .
b) Dilezity piiklad (jak uvidime v teorii Reedovych-Mullerovych kédi)
je K @ K, kde K je kod celkové kontroly parity a K’ je opakovaci kod, oba délky 4.
Je to kéd viech slov v | v a v| ¥, kde v je slovo sudé parity a v je ,,opaéné* slovo
v=v+ 1
v I v: 00000000 11001100 10101010 10011001 01100110
01010101 00110011 11111111,
v i v: 00001111 11000011 10100101 10010110 01101001
01011010 00111100 11110000 .
Vznika (8, 4)kéd minimdlni vzdalenosti 4. A to je rozifeny Hamminglv kéd:
zisenim kédu vznikne totiZ kéd délky 7 a minimalni vzddlenosti 3 a ten je perfektni
pro jednoduché chyby, takZe je Hammingovym kédem (14.13).
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IV. REEDOVY-MULLEROVY KODY—
_KODY SE SNADNYM DEKODOVANIM

Reedovy-Mullerovy (&ti ridovy-malerovy) kédy jsou nejstarsi znamou tiidou
kodti opravujicich volitelny podet chyb. Byly objeveny v roce 1954 a jejich vyznam
spotiva ve velmi jednoduché dekédovaci metodg, kterd se také snadno implementuje.
Ve srovnini s BCH kody, kterym vénujeme kap. VII., maji slab§i parametry. Presto
jsou prakticky vyznamné. Napiiklad kéd R(I,S) pouZil kosmicky korab Mariner 9
pii vysilani fotografii z Marsu.

Definice Reedovych-Mullerovych kodi je zaloZena na boolovskych funkcich.
Ty probereme nejdfive a potom ukdZeme zdkladni vlastnosti Reedovych-Mullero-
vych kédh: podet informaénich znakd, minimalni vzdilenost a postupné vytvafeni

vvvvvv

17. Boolovské funkce

Boolovské funkce jsou funkce, nabyvajici jen hodnot 0 a 1 pfi proménnych,
které jsou také jen 0 nebo 1. Podrobnéji, boolovskd funkce m proménnych je ptedpis f,
ktery kazdé m-tici x,, X, ..., X,, nul a jednidek p¥ifazuje hodnotu f(x;, X3, ..., Xp) =
= 0 nebo 1; f je tedy zobrazeni z mnoziny Z do mnoZiny Z,. Tato zobrazeni zapisu-
jeme bud pomoci pravdivostni tabulky jako slova délky 2™, nebo jako boolovské
polynomy.

17.1. Pravdivestni tabulka. Pravdivostni tabulka je tabulka, ve které vypiseme
viechny moZné kombinace hodnot x4, x5, ..., X,, a u kaZzdé kombinace uvedeme
hodnotu funkce f. Zipis kombinaci promé&nnych provadime systematicky tak,
¥e sloupce tvo¥i &isla 0, 1,...,2™ — 1 v bindrnim zapisu (odshora). Pfiklad boolov-
ské funkce f dvou proménnych:

x, 0101
x 0011
f 1101

Priklad boolovské funkce g ti proménnych:
x, 01010101
x, 00110011
x; 00001111
g 11011101,
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Tak jako v tichto dvou ptikladech, budeme libovolnou boolovskou funkci
f(%15 X2, -+, X,) chépat jako binarni slovo délky 27, fof1- - -fam—1, kde pro kazdé
gsloj=0,1,...,2" =1 je
(17.1.1)  f; = (1 iz cosjm) > pokudj ma binarnf rozvoj Jjmim—-1---J1 -
Naptiklad f, = f(0,0, ..., 0), f; = f(1,0,0, ..., 0), f5 = f(,1,0,..., 0), atd. Vsim-
nite si, e ve vzorci (17.1.1) bereme binarni rozvoj &isla j pozpatku!

Mezi boolovské funkce patfi oviem i konstantni funkce o = 000...0
a 1 = 111...1. Dale ka*di z m proménnych x; je sama boolovskou funkci,
f(xg, X3y ..o Xm) = X;. Napf. prom = 2je

x;, =0101 a x;= 001t .

17.1.1. Uloha. Ovéfte, ¢ promdnna x;, zapsand (jako boolovskd funkce)
ve tvaru binarniho slova, je pravidelnym stfidinim skupin 2i=1 pul a 2¢7 ! jedniCek,
kde prvni znak je 0.

17.2. Logické operace. Na boolovskych funkcich m prom&nnych zavadime
obvyklé logické operace:

nazev oznadeni = 1, pravé kdyz
fag fq f=1lag=1;
fvelg f+g f =1 nebo g = 1, ale ne oboje ;
f nebo g f+g+fa f=1nebo g=1nebo f=g=1;
negace f f f=0.
Napiiklad pro f = 1101 a g = 0011 plati:
fg = 0001,
f+g=1110,
f+ g+ fg=1111,
7= 0010.

Mezi logickymi operacemi plati jednoduché vztahy, napf.
(17.2.1) f=f+1
a
(17.2.2) ff=1r.
Boolovské funkce lze povaZovat za prvky linearniho prostoru Z3, kde n = 2",
a logicky soudet se shoduje se s¢itdnim v tomto prostoru:

(17.2.3) f+ g =h, pravé kdyZ fi+tag=h (=0..,2"~— 1).
Navic mame jeité operaci logického soudinu, ktery spliiuje
(17.2.4) fg=h, pravékdyZ fig;= hy (j=0,..,2"=1).
To plyne ze vztahu (17.1.1):
h; = h(fh "'5jm) = f(jb "',jm) g(ju '-'7jm) = fjgj .



17.2.1. Pozorovéni. Jestli¥e méa boolovska funkce t¥ proménnych f(xy, X2, X3)
bindrni zapis fofi ... f7, potom prvni polovina tohoto slova (tj. slovo fofif2f3)
je bindrnim zépisem boolovské funkce dvou promé&nnych f (%4, X2, 0) a druba polo-
vina (tj. slovo f,fsfsf) je zapisem funkee f(x;, xa, 1). Naptiklad pro funkci

J(x1s X2, X3) = X3 + X3

= 00110011 + 00001111
= 0011 ] 1100
plati
f(xq, x5, 0) = x, = 0011

f(xl, X2, 1) = X, + 1 = 1100 .
(To plyne z pozorovani pravdivostni tabulky v 17.1: prvni Styti symboly odpovidaji
hodnoté x5 = 0 a drubé &ty¥i hodnotd x; = 1.)

Obecné, boolovska funkee f(x;, Xz, ..., Xp) = fof1 -+ fam—1 ddvd dvé boolov-
ské funkce m — 1 proménnych:

f(xls X500 Xm—1s 0) = fofy - Sam-1-1
(prvni polovina slova) a

f(xu X350 Xm—1> 1) = fom-1fom-141 oo famoq
(druha polovina). Vyplyva to ze vztahu (17.1.1): pokud &islo j = 0,1,...,2" — 1
lezi v prvai poloving, ti. j < 3(2™ — 1), plati j, = 0 a f; = f(js. 2, veor Jm=15 0).
Pokud le¥i ve druhé poloving, plati j, = 1 a f; = f(j1, jas -+o» Jm—1> 1)-

17.3. Boolovské polynomy. Jiny zptisob, jak reprezentujeme boolovskou funkci,
je pomoci souétlt a soudint funkei x; a 1. Napfiklad reprezentujme funkci f = 1101.
Abychom si to usnadnili, pfejdeme k negaci f = 0010. Ta je rovna 1, pravé kdyZ
x; = 0a x, = 1, takZe

F=%x =1+ %) x5 = X3 + %1% .
Odtud plyne

f=14+F=1+x,+ x3%,.
Tomuto tvaru ¥ikame boolovsky polynom (dvou proménnych). V boolovském poly-
nomu se oviem nevyskytuji mocnitelé vys3i neZ 1, protoZe podle (17.2.2) je x} = x;
(a tedy x} = x;). KaZdy boolovsky polynom m proménnych je tedy soudtem Clent

xbxl L xim,
kde mocnitelé iy, ..., i,, jsou bud nula (u t&h proménnych, které se ve vyrazu
nevyskytuji), nebo jedna. Naptiklad pro m = 3 mame

x}xgxg = xl H

X?Xéx; = X3X3

x0x9xy =1,
atd.

83



Polynomy miiZeme obecné zapsat ve tvaru
2m—1
(*) Sl X250 Xp) = % i X{'X3 .. xim
i=0
kde koeficient ¢; je bud nula nebo 1 a ¢islo i ma binArni rOzvoj ip. . -iaiy (ktery
¢tenim pozpatku urcuje mocnitele). Naptiklad polynom f = x; + x;x; je tvaru
f=4qo + q1%1 + q2%1 + G3%1%2»
kde go=q; =02 g =¢:= L.
Pro funkce tfi proménnych ma vztah () tvar
S Xz, X3) = o T g1X1 + 2%z + 43%1%2 + qux3 + q5X1%3 +
+ geXaX3 + g7X1%X2X3
a napt. funkce f = 00001111, neboli f = x5, ma jediny nenulovy koeficient g,.
Obecny postup jak z daného binarniho slova délky 2™ vytvofit polynom m
proménnych vyplyvd z 17.2.1a z nasledujiciho tvrzeni.

17.3.1. Tvrzeni. Pro kaZdou boolovskou funkci m + 1 proménnych
f(xla x23 LRRE] xm’ xm+ 1)
plati

f=f(x1 X250 Xms 0) +
+ [f(xl’ X2y 0005 Xms 0) + f(xb X35 00y Xms 1)] Xm+1»

Dikaz. Stadi ovéfit, 7e ob& strany se sobé rovnaji jak pro X,+, = 0, tak pro
Xp+1 = 1. To je snadné.

17.3.2. Priklad. Boolovskou funkci f = 0111 (dvou proménnych) pfevedeme
na boolovsky polynom: podle 17.2.1 a 17.3.1 je

f =01+ (01 + 11)x, = O1 + Olx; .
Oviem stejnym postupem vidime, 7Ze 01 =0 + (O +Dx;=x a 10=1+
+ (1 +0)x; =1+ xy, takie

F=x+ 1+ %)% =% + X2+ X1%;
Podobné pro f = 11000111 plati

f = 1100 + 1011x; = x; + X; + X3 + X(X3 + X1X3X3 -

17.4. Minoziny M(i). Pro kaZdé &islo i =0, 1,...,2™ — 1 oznalujeme M(i)
mnoZinu t&ch &isel j < i, kterd ve svém binarnim rozvoji méd jedni¢ky jen tam, kde je
ma &slo i. V bindrnim zapisu tedy

M(iy- . iziy) = {im- - J2J1 | z je =1 plyne i, = 1 pro k = 1,2,...,m}.
Napftiklad

M(0) = {0}, M(1) = {0, 1}, M(2) = {0,2}, M(3)={0,1,2, 3}.
Vsimnéte si, Ze plati

M(2) = {0,2} .
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17.5. Véta. KaZdd boolovskd funkce f = fof,...fom_y je polynomem

2m—1

(17.5.1) f= Y g, xi'x%...xi»
i=0
(kde &islo i md bindrni rozvoj i,,. . .1,) s koeficienty

(1752) 4= ¥ 7.

JjeM(i)
Diikaz. Postupujeme matematickou indukci. Pro m = 1 mame ov&fit, Ze plati

f(x1) = g0l + @1%; = fo + (fo + f1) %1 -
To snadno ovéfite dosazenim x; = 0 a x, = 1.
V indukénim kroku je dana funkce f(xi,..., Xpn+,). PouZijeme induk&ni

predpoklad na funkci f(xy, ..., X,,, 0), kterd mad m promé&nnych:
2m—1

flxp s Xm 0) = Y g} xit . xir,
i=0

kde koeficienty g; jsou podle (17.5.2) a (17.1.1) dany vztahem

q: = Z f(jls'“>jm’0) = Z fj = qi'

jeM(i) jeM(i)

(Vyuzivanim faktu, Ze pokud m-ciferny binarni rozvoj &isla j je j,...j;, potom
jeho (m + 1)-ciferny rozvoj je 0j,...j;.) Analogicky pro funkci f(xy, ..., Xm, 1)
plati

2m—1
fOp oo X ) = Y g7 xP..oxm,
i=0
kde
q,l’ = Z f(jl’ "'9jm9 1) = Z fj+2’"
JjeM(i) jeM(i)
(protoZe &islo j + 2™ ma binarni rozvoj 1j,. . .jy)-
Nyni vyuZijeme 17.3.1: plati tedy
2m—1 2
SRy ooy X Xy 1) = 2 G5 X3 X +
i=1

Viechna &isla 1, ..., 2" "1 — 1 se d&li na &isla
a) i £ 2™ — 1 s binarnim rozvojem 0i,, ... i;. Koeficient polynomu f u ¢lenu

X xim =l ximxmet e g
b) i = 2™ kde i £ 2™ — 1, s binarnim rozvojem 1i,...i;. Koeficient poly-
nomu f u &enu xi* ... xx! . je q; + q}. Prvky mnoZiny M(i + 2™) jsou jednak

gisla j < 2™ — 1, ktera lezi v M(i), a jednak &isla j + 2™ pro j e M(i), takZe
Giyo2m = z fi= ij"‘ ij+zm=ql'+q'i’-
jeM(i+2m) JjeM(i) JeM(i)
Pro kazdé k = 1,...,2™+*! — 1 je tedy koeficient u &lenu x4t ... xk=*t roven g,.

m_

1
” i i
(g: + a8) X3 - X X 1 -
1

i=

17.6. Piiklad. Pro boolovskou funkei f = 1101 mame

go=fo=1,
gy =fo+ 1 =0,
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g =fotfa=1,

Gs=fotfi+tfatfi=1,
takZe

Fleg xp) =1+ x3 + X1%2.
To se shoduje se 17.3.

17.7. Ulohy

17.7.1. Napiste boolovskou funkci 11011101 jako polynom.

17.7.2. Vyjadfete boolovsky polynom 1 4+ x5 + x1%5 + X;X,X;3 jako binéarni
slovo.

17.8. Poznamka. Boolovské polynomy o jediném s&itanci, tj. funkce
1,

X15 X35 eees Xom

xx; pro i,j= i,....,m,

xlxz .. x'n
tvofi bazi linearniho prostoru Zj pro n = 2" Podle véty 17.5 je totiZ kaZdé slovo
v Z3 souctem n&kterych z téchto funkei. Linearni nezévislost plyne z faktu, Ze po-
et téchto funkci je roven dimenzi celého prostoru: jejich pocet je totiz

m m
1+m+( >+...+( ),
2 m

a to je &slo n = 2™ (podle binomické véty, aplikované na (1 + ™.

18. Vlastnosti Reedovych-Mullerovych kédi

18.1. Chceme definovat specidlni bindrni kédy délky n = 27 Koédova slova
tedy miZeme povaZovat za boolovské polynomy m proménnych (17.5). Definujeme
stupest boolovského polynomu f jako nejvétsi potet proménnych, které se vyskytuji
v nékterém séitanci tohoto polynomu. Piesnéji, stupeit polynomu

f=Yaquxixi ... xim
je maximdlni vdha slova iyis...in takového, 7e¢ ¢; = 1. Napfiklad polynom
1 + x; + x5 ma stupeii 1 a polynom x;x,x3 mé stupeti 3. Musime jesté definovat
stupefi nulového polynomu: to je — 1.

18.2. Definice. Reedovym-Mullerovym kédem stupné r a délky 2™ se nazyva
mnoZina R(r, m) viech boolovskych polynomi m prom&nnych stupné nejvyse r.
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18.3. P¥iklad: Viechny Reedovy-Mullerovy kédy délky 4
0 0000 R(-1,2)

1 1111 R(0, 2)

X1

X2

x1+x2

1 + X
1+x2
1+ x, + x,

iRm0 0O
[ B o O o T TS
O O = O
[l o= T e B

R(1,2)

XX,
I+ xyx,

Xy + X%,

Xy + X1X;

Xy + X3 + XyX,
I+ %y + x3x;
1+ x5 + x4,

T4+ %y + x5 + XX,

_ OO OO
O = O = O = =0
O Ok =mO O
O = kOO O

R(2,2)

Vidime, ¥¢ R(—1,2) = (0} a R(0,2) je opakovaci kéd. Déle R(1,2) je
(4, 3)kéd, ktery je tedy kédem celkové kontroly parity. Nakonec R(2,2) = Z3.

18.4. Generujici matice. Kd6d R(r, m) je oviem linearni, protoZe soucet dvou
polynomt stupnd =r je také polynom stupné =r. Radky generujici matice tvoti
viechny soudiny 1, Xy, X;,X;,5 -0y X, X, «-o X;, PIOS 7 (to plyne ze 17.8).

Napiiklad kéd R(2, 3) (boolovskych polynomi stupng <2) mé tuto generujici
matici:

11111111 1
o1o0to0t101] x
00110011] x,
G={00001111| x;
00010001} xx,
00000101] xx;
0000001 1]  x,x,

Vsimnéte si, Ze prvni Styti fadky této matice tvo¥i generujici matici kédu R(1, 3),
a prvni fadek je generujici matice opakovaciho kodu R(0, 3).

18.5. Kédovani. Pti kodovani v R(r, m) jsou informaénimi znaky hodnoty
g: (=0, 1) pro viechna &isla i = 0, 1, ..., 2" — 1, jejichZ bindrni rozvoj ma nejvyse m
jednigek. Pak vysleme polynom (x) (viz 17.3), kde klademe q; = 0 jakmile md i v bi-
narnim rozvoji vahu =m.
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Poget informacnich znaki kédu R(r, m) je &islo

= (™ + my . my . + m
—\0 1 2 r)’
To plyne z faktu, Z¢ pocet viech souéind x; x;, ... X, (pro iy, i3, ..., i; navzajem

riiznd) je (r:) pros = 0,1, ..., r. Odtud plyne:

R(m,m) =25 pro n=2"= Y (';l> :
i=0
R(m — 1,m) je (2" 2™ — 1)-kéd, tj. kod celkové kontroly parity (4.6) ;
R(m —2,m) je (2"2"—m~— 1)-k6d, tj. rozsifeny Hammingdv kod (14.14);
R(1, m) je (2™, m + 1)-kod, dudlni k R(m —2,m);
R(0, m) je (2™, 1)-kéd, tj. opakovaci kod ;
R(—1, m) = {0} .
Viimnéte si, ¥e kédy R(m, m) a R(—1, m) jsou navzdjem dudlni (11.5), a také kody
R(m — 1, m) a R(0, m), stejn& jako R(m — 2, m) a R(1, m). To dokaZeme obecng.

18.6. Tvrzeni. Dualnim kédem k Reedovu-Mullerovu kédu R(r, m) je Reediv-
Mullerav kéd R(m — r — 1, m).

Dikaz. 1. Pro kazdé dvé boolovské funkce f € R(r, myage R(m — r — 1, m)
dokéZeme, Ze plati

fxg=0.
Podle definice skalarniho soudinu a vztahu (17.2.4) plat

f=*g ='20figi :"Zo(fg)i .

Mame tedy ovéfit, Ze slovo fg ma sudou vahu (takZe posledni soucet je roven 0).
ProtoZe je f boolovsky polynom stupné =r a g je boolovsky polynom stupné
<m — r — 1, je soudin fg boolovsky polynom stupné <m — 1. Ten je soultem
n&kterych funkei x;,x;, ... X;, (s<m-— 1) a sta®i dokdzat, Ze kaZda z té&chto funkci
je slovem sudé vahy. Podle (17.1.1) je j-t& pismeno tohoto slova rovno j; ji, -+ Ji,»
a to je 1, pravé kdyZ &islo j md v binarnim rozvoji jedni¢ky na mistech iy, i, ..., is
Polet viech takovych &sel j je oviem 2"7°: v bindrnim rozvoji mame s povinnych
jedniéek a zbylych m — s mist volime libovoln&. ProtoZe s £ m — 1, je 2"7* sudé
Lislo.

I1. Vidime, e kéd R(r — m — 1, m) je &asti dudlniho kodu R(r, m)*". Abychom
dokazali rovnost, stadi ov&fit, Ze oba tyto prostory maji stejnou dimenzi (tj. podet
informa&nich znaki). Dimenze prostoru R(r — m — 1, m) je podle 18.5 rovna

EO-E0)-L0)
i=0 i o \m — i e \J

. T m m . s e ;
Zde jsme vyuZili zndmy vzorec < i) = (m > a presli ke séitacimu indexu j =

— 1
= m — i. Dimenze prostoru Zj je
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n=2" =i§0 (T) =i§=':0 (’?) +j§r:+1(';’) ’

a to je soudet dimenzi prostord R(r, m) a R(r — m — 1, m). Odtud plyne
dim R(r, m}* = n — dim R(r, m) = dim R(r — m — 1, m).

18.7. Priklad. K6d R(1, 3) je samodudlni (protoZe 3 — 1 — 1 = 1). M4 tuto
generujici matici:

11111111 1
c_lototrotol X
00110011 X3
00001111 X3

3
1
rozsitenym Hammingovym kédem (14.14).

Podet informacnich znaki je (é) + ( ) = 4. Jde o binarni (8, 4)-kod, ktery je

18.8. Uloha. Napiste generujici matici kédat R(0, 3), R(2,3) a R(3, 3). Urtete
duéini kddy.

18.9. Vita o vytvafeni. Reedovy-Mullerovy kédy mifeme postupné vytvdret
modifikovanymi soucty (16.7):
R(r,m + 1) = R(r,m) ® R(r ~ 1, m) (m >r>0).

Dukaz. PouZijeme tvrzeni 17.3.1. Pro ka7dé slovo f v kédu‘R(r, m + 1)
plati: polynom
g(x1s oees X)) = fx1, ..., X, 0)
je stupné <r, a tedy je kédovym slovem v R(r, m), a polynom
B(xqy ooy Xp) = X1y ooes Xy 0) + f(X, ooy Xy 1)
je stupng <r — 1 (ov&ite matematickou indukci!), a tedy je kédovym slovem
v R(r — 1, m). Podle 17.3.1 je
f =g + h Xm+1 s
a to znamend, Ze pro slova f (délky 2"**) a g a h (délky 2") plati
f=gl(g+h.
Pro pismeno f; v levé poloviné slova f (ti. j £ 2™ — 1) mame totiZ bindrni rozvoj
Oj,, ... j2J1, 2 tedy, podle (17.1.1),
fj =f(j1>j29 "'9jm’ 0) = gj .
Pro f; v pravé polovin€ mime j = 2™ + i a plati
fj =f(i1’ i25 “ey im! 1) =
= (i, igy oo im) + G(iys iayoesim) =
= h; + g;.
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Naopak, kazdé slovo f = g | (g + h), kde g je stupn€ <rah stupnd <r — 1,
dava polynom

f=2g+hx,y
stupné < r.

18.10. Dasledek. Minimélni vzdalenost kédu R(r, m) je d = 27",

To je snadné cviteni matematické indukce za pouZiti vztahu (16.7.1). Napfiklad
kod R(1, 5) je tedy (32, 6)-kéd s minimélni vzdalenosti 16. Je to kéd s nizkym in-
formaénim pomérem:

’f <02,

n
ale se schopnosti oprav 7-nisobnych chyb. Tento kod vyuZil kosmicky kordb
Mariner 9 p¥i vysilani fotografif z Marsu v roce 1972. Kazdy bod fotografie byl
ohodnocen 2 = 64 stupni svétlosti a t&chto 6 informadnich znakt bylo zakédovano
do slova délky 32, vyslaného na Zem.

18.11. ZiZeny Reedtv-Mulleriv kod. Oznatme R(r, m)* kod, ktery vznikne
z ké6du R(r, m) vynechdnim prvniho pismena kazdého slova. To je zGZeny Reedtv-
Mullertiv kéd (16.2). Naptiklad generujici matice kédu R(1, 3)* je podle 18.7 tato:
111111
010101
110011
001111
Vynechame-li z této matice #adek 1111111, vznikne matice, jejiZ sloupce jsou navza-
jem rtiznd slova délky 3 s poCtem 23 — 1, tedy vznikne kontrolni matice Hammingova
kodu. Vidime, 7e k6d R(1, 3)* je zvétSenim ( 16.3) kédu, dudlniho k Hammingovu
(7, 4)-k6du.

1

1

* =
G 0
0

18.12. Uloha. Duélni k6d Hammingova kédu délky 2™ — 1 se nazyva simple-
xovy kéd délky 2" — 1. Ovéite, ¥e zvitienim tohoto kodu vznikne koéd R(1, m)*.
Navod: viz 14.13. o

18.13. Z4vér. Reedav-Mulleriv kéd R(r,m) (kde —1=r=m a m =

= 1,2,3,...)je binarni kéd délky 2™ Poget jeho informagnich znakije k = Y, (’:1) .
i=0

Jeho minimalni vzdalenost je d = 2™", takZe ko6d objevuje viechny chyby ndsobnosti

<2m~* a opravuje viechny chyby nasobnosti <2 7~1. Koédovani jsme popsali

v 18.5 a dekédovani probereme v nasledujicim ¢lanku.

Zi¥enim vznikne kéd R(r, m)* délky 2" — 1 se stejnym poltem informa&nich
snakil a s minimalni vzdalenosti 2"~ " — 1. Tento kéd ma lepsi informac¢ni pomér
neZ R(r, m) a je cyklicky (viz dalsi tast); v dodatku A2 uvidime parametry viech
zazenych Reedovych-Mullerovych kodu délek <127.

90



19. Dekédovéani Reedovych-Mullerovych kédi

Reedovy-Mullerovy kédy jsou dilezité zejména pro svou jednoduchou a snadno
implementovanou metodu dekédovani. Je zaloZena na vétsinové logice: pro hledanou
hodnotu najdeme soustavu rovnic a rozhodneme se bud pro 0, nebo pro 1 tak, aby
vét§ina téchto rovnic platila.

Uvedeme nejprve dekédovani kédit R(0, m) a R(1, m). Jsou to dva piipady
dtleZité samy o sobg& a ilustruji obecny postup. Ctenaf oviem miZe piejit pfimo
k dekédovani kéda R(r, m).

19.1. Opakovaci kédy R(0, m). Dekédovani providime ,,hlasovanim®. Pfijali
jsme slovo W = wowy...w,_, n = 2™, a hleddme prvni sloZku v, vyslaného vekto-
ru v tak, Ze poloZime

Uo = Wo >
Vg = Wy,
vo = W"_l .

JestliZe plati vétsina téchto rovnic pro v, = 0, rozhodneme, Ze skutetné v, = 0; po-
dobnd je v, = 1, jestlize tak rozhodla v&tsina rovnic. V nerozhodném piipad€ bud
nechame v, nedefinovino, anebo (coZ je obvyklejsi, ale neméni pocet opravenych
chyb) poloZime v, = w,. Nakonec poloZime v = vo¥,. . .0;.

Pokud nastalo méng neZ n/2 chyb, je vétsina z uvedenych rovnic platna a vysla-
né slovo je skuteéné v. To jsme chtli docilit: minimalni vzdilenost k6du je n a my
opravime nf2 — 1 chyb.

19.2. Kédy prvniho ¥adu R(1, m). Ty maji minimdlni vzdilenost d = m-L
Pro ka¥dy hledany koeficient vyslaného slova v najdeme 2™~ ! rovnic a rozhodneme se
pro tu hodnotu, pro kterou hlasuje vétsina,

Kazdé kédové slovo v je polynomem nejvyse prvniho stupné, tj.

Vv=ygol 4+ qgix;y + g% + g4x3 + qgXg + ... + gom-1%y,.
To znameni, ¥e viechny koeficienty q;, kde i neni Q0 nebo mocnina dvojky, jsou
nulové. Budeme urlovat postupng koeficienty qi, gy, ..., gam-g (pomoci sloZek
ptijatého slova w). Koeficient g, si nechdme nakonec.

Pro koeficient g, chceme sestavit 27~ ! rovnic. Protoze M(1) = {0, 1}, je
jedna rovnice podle (17.5.2)

ql = WO + Wl .
(Podrobngji: plati rovnice q; = v, + v;, a tedy, pokud nenastala chyba na misté v,
nebo v, irovnice q; = wo + w,.) Dalii rovnici najdeme tak, Ze si v§imneme, Ze plati

qs = 0 ’
protoZe na§ polynom je prvniho stupng, a neobsahuje tedy ¢len x,x,. Podle (17.5.2)
to znamend, Ze

0=Wo+“}1+W2+W3=q1+W2+W'3,

91



a dalif rovnice je tedy

g, = Wy + W3
Podobnég

gs=0=wo + Wy +wg+ Wws =4+ Ws+Ws,
a tedy

gy = Wq + Ws.
Zjistujeme, Ze pro kazdé sudé &islo s = 0, ..., 2m — 1 plati

qy = Ws T Weyq .
Podet viech sudych &fsel s < 2™ — 1 je 2"7', takZe jsme naili 2m=1 rovnic. ProtoZe
pravé strany dvou riiznych rovnic neobsahuji spoleéné s¢itance, Zidna chyba nezkazi
vic neZ jednu rovnici. O hodnoté koeficientu g, rozhodneme hlasovanim a v ne-
rozhodném pi¥ipadé (ktery neni dulezity) se fidime prvni rovnici. Pokud nastalo méné
nez (1/2) 2"~ * chyb, uréili jsme koeficient g, spravné.

Podobng postupujeme u viech koeficienti ¢, kdei=2'(t=0,1,...m — 1),
a tedy M, = {0, i}. Jedna rovnice je podle (17.5.2)

q; = wo + W;.
Dalii rovnici ziskame tak, Ze si uvédomime, Ze koeficient u Clenu x,x, je nulovy
pro ka¥dé u =+ t. To znamena, Ze pro dislo s = 2* plati

giss = 0.
(Binarni rozvoj &isla i + s = 2° + 2* ma jen dvé jedniky: na mistech t a u.) Plat{
tedy

= Wo + W; + Wg + Wiss

a odtud

q; = Ws + Wits-
Stejnou Uvahu muiZeme provest pro kazdé &islo s % O takové, Ze nemd jedniCku
na misté ¢ v binarnim rozvoji: protoZe koeficient g, , patfi ke Clenu stupng alespoii 2,
je girs =0, a tedy ¢g; = ws + Wiy (posledni rovnici presné odvodime v 19.3.1).
Jak zapsat takova &isla s? Vsimnéte si, Ze &islo 2™ — 1 m4a binarni rozvoj 11...11,
a tedy &islo 2™ — 1 — i m4 vSude jednicky kroms mista ¢t. UvaZujeme tedy vSechna
gsla s z mnoziny M(2" — i — 1) = M(n — i — 1). Dostivime rovnice
(19.2.1)  gq; = w, + Wiy, (pro seM(n —i—1)).
O hodnoté koeficientu ¢q; rozhodne vét§ina rovnic, v nerozhodném p¥ipadé prvni
rovnice.

Kdyz jsme urdili viechny koeficienty gi, g2, ..., q2m-1, odedteme pfislusné
slovo od slova w:

W o=w— (g%, + d2X2 + .- + Qam-1Xm) -
Tim ziskame polynom w’ stupné 0 (pokud nedoglo k chybg), tedy slovo opakovaciho
k6du. To zase dekédujeme hlasovanim, abychom ur€ili go:

— o o — ’
o =Wo =W, = ... = Wy_y .
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Na zavér poloZime
vV = qu + q1Xq + ... + gom-1Xy, .

19.2.1. Priklad. PouZivime kéd R(1, 3) a chceme dekédovat slovo w =
= 00010101. Plati
V=oqol + qi1x; + g% + qux;.
K urdenf koeficientu g, mame rovnice
g =wo+w;, (s=0)
=w,+ws (s=2)
=ws+ws (s=4)
= W6 + W7 (S = 6) .
V naSem pfipad€ jsou viechny hodnoty kromé prvé rovny 1, a tedy
g, =1.
Podobné pro g, mime M(8 — 2 — 1) = M(5) = {0,1, 4,5}, a tedy
q2=W0+W2 (S=0)
= Wl + W3 (S = 1)
=wy+ws (s=4)
=ws+w, (s=25).
V nasemn piipad¢ jsou viechny hodnoty kromé druhé rovny 0, a tedy
q2 == 0 .
Dile pro q, je M(3) = {0, 1,2, 3} a plati
qs = Wo + Wy (S=0)
=wy+ws (s=1)
=w, +ws (s=2)
wy+w, (s=3)
a vétsina urcuje

ga=0.
Zbyva urcit koeficient g,. Od pfijatého slova odetteme g %3 (protoZe g, = q, = 0).
Plati x, = 01010101 (viz 17.1.1), a tedy

w =w — g,x; = 00010101 — 01010101 = 01000000 .
Odtud hlasovanim dostidvame

qo=0.
Vysledny vektor je

= q.x; = 01010101,

Jestlize nedodlo k vice neZ jedné chybg, vime, Ze p¥i pfijeti slova w = 00010101
bylo vyslano slovo v = 01010101.

19.3. Obecné kédy R(r, m). Kazdé kédové slovo v je boolovskym polynomem

n—1
— i i2..d1
V=Yg X xgxi .
i=o
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ProtoZe je v polynomem stupné =7, plati oviem
g; = 0, kdykoli lil >,
kde Hammingovou vahou [|if| &sla i = 0,...,2" — 1 rozumime Hammingovu vahu
jeho bindrnfho rozvoje in...izi1- Dekodovani budeme provadét tak, Ze nejdfive
urdime ty koeficienty g;, pro kter¢ |i| = r. Potom tyto Sleny miizeme od polynomu v
odegist a vytvofit polynom
n—1 . n .
V=v—Y g x5 X5xd.
HES
Proto¥e je v’ polynomem stupné =7 — 1, a tedy kédovym slovem kodu R(r -1, m),
aplikujeme dale stejny postup (se zm&nou r—>r — 1 a vi—v'). Postup dek6dovani
bude tedy objasnén, jakmile uvedeme, jak uré&it koeficienty s vahou indexu rovnou 7.
Ké6d R(r, m) ma minimélni véahu 2m=r_ Nagim cilem je sestavit 2"~ rovnic
pro kazdy koeficient g;, kde [i] = r, tak, aby jedna chyba nezkazila vic neZ jednu rov-
nici. Potom miiZeme urdit g; z téchto rovnic ,,hlasovanim*: jestliZe doslo k méné neZ
(1/2) 2™~ chybam, vétiina rovnic ziistava v platnosti a urSuje spravnou hodnotu g;.
Nejprve uvedeme presné znéni rovnic a potom podrobné popiSeme dekddovact
algoritmus, ktery z nich vychazi.

19.3.1. Tvrzeni. Je-li v kodové slovo kédu R(r,m) a i=0,...,2" — 1 je
¢slo Hammingovy vahy r, potom pro koeficient g; polynomu v plati tyto rovnice:

(19.3.1) ;= ), v+, pro viechna seM(n —i—1).
JeM(i)

Dikaz. Postupujeme matematickou indukci podle Hammingovy vahy gisla s.
Pokud |[s| =0, tj. s =0, jde o rovnici (17.5.2). V induk&nim kroku vezmeme
senulové &islo s € M(n — i — 1) Hammingovy vahy h + L. Podle (17.5.2) plati

qi+s = Z vj.

jeM(i+s)
Cislo n — 1 = 2™ — 1 m4 binarni rozvoj 11...11, takZe &islon — i — 1 ma bindrni
rozvoj, ktery je ,,negaci Cisla i nuly jsou tam, kde ma &islo i jedniZky, a naopak.
Pro kazdé &islo s =0,1,...,2" — 1 tedy podminka

seM(n —i—1)
znamen4, Ze v binarnich rozvojich nemaji &isla i a s Zadné spolecné jednicky. Pokud
s+ 0, je tedy [|i + s| > r. Odtud plyne

Givs = 0,
protoZe polynom v je stupné <r. Dale kazdé ¢islo j € M(i + s) je tvaru j = j+ s,
kde

j'eM(@) a s eM(s).

Cislo s’ ziskame z &isla j tak, Ze viechny jedni¢ky v bindrnim rozvoji, které se shodujt
s jednitkami &isla i, zm&nime v nuly; podobng j'. Plati tedy

qi+s = 0= Z z vj’+s’ ‘
s'eM(s) j'eM(i)
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rowr

Misto j* miZeme ovSem psat v tomto vzorci j. Kazdé &islo s’ e M(s) kromg& samotné-
ho s ma oviem vihu <h a podle induké&niho pfedpokladu tedy plati q; = Y U
pro s’ + s, takZe JeM)
0= > vius+ @i+ i + ... + q;,
JeM(i)
kde pocet scitanctl g, je roven poStu &isel s"€ M(s), s’ % s. MnoZina M(s), vEetné s,
mé 2"*! prvki: vime, %e &slo s ma h + 1 jedniek v bindrnim rozvoji a na téchto
h + 1 mistech mtZeme volit O nebo 1 (a na zbylych mistech jsou oviem nuly).
Pocet s¢itanct g, je tedy 2"** — 1 (liché &islo), a proto¥e s&itame v Z,, plyne odtud
0= ) v+ q;.
JjeM(i)
To jsme méli dokézat.

19.3.2. Poznamka. Podet rovnic (19.3.1) je d = 2"7" a 74dn4 chyba neovlivai
vice neZ jednu rovnici.

Skutetng, véha &islaije radislon — i — 1 (které m4 v binarnim rozvoji nuly
tam, kde ma &islo i jednitky, a naopak) ma tedy vahu m — r. To znamen4, %e podet
gisel s v M(2™ — i — 1) je 2™ ": &islo s vznikne tak, e na m — r mistech, kde jsou
jedniCky Cisla n — i — 1, volime 0 nebo 1, a na ostatnich mistech jsou nuly.

Dile, pro dvé rizn Cisla s a 5" v M(n — i — 1) jsou s¢itance rovnic (19.3.1)
navzijem rizné, tj. plati

j+s=*j +5s proviechna j,j e M(i).

JestliZe totiZ v bindrnim rozvoji &sla j 4 s anulujeme viechna mista, na kterych ma
Cislo i jednicku, vznikne &islo s. Kdyby platilo j + s = j' + §', odvodili bychom tedy
s =5

Na zéklad¢ t&chto rovnic mZeme snadno navrhnout dekédovaci algoritmus.

19.3.3. Proni krok dékédovdni: uréeni koeficientts s indexem vahy r.
Pouzivime kéd R(r, m), takie d = 2™~" (viz 18.10) a ptijali jsme slovo w =
= WoWy... W,y (n = 2™). Nasim cilem je ur&it kédové slovo ve tvaru
n—1

v= Y gxm..x2xit,
i=0

Hellsr
V prvém kroku uréime ty koeficienty g;, pro které [|i|| = r. Jestlize vétsina z d vyraza
D Wiss Pro seM(n —i— 1)
€M)

je rovna 1, poloZime g; = 1; je-li v&tsina rovna 0, poloZime g; = 0. V nerozhodném

pfipadé poloZime ¢q; = ) w; a ohldsime, Ze podet chyb je alespori dj2.
jeM(i)

19.3.4. Dalsi kroky dekédovdni: uréeni koeficientii s indexy vahy
r—-1,r-2,...,0.
K ureni koeficientl g, kde [|i| = r — 1, pouZijeme koeficienty q;, které jsme
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uréili, a poloZime

w=w-— Y g;xim . xPx].

il =r
(Polynom, ktery ode&itime, oviem vyjadtime ve tvaru slova.) Nyni aplikujeme pted-
chozi postup na slovo w'. Jestlize vét§ina z 2"~ ¢~ 1) = 24 vyrazii
Y Wiy, pro seM(n —i—1)

JeM(i)
je rovna 1, poloZime g; = 1; je-li v&tSina rovna 0, poloZime ¢q; = 0. V nerozhodném
pfipad¢ se fidime rovnici pro s = 0 a ohldsime, Ze po&et chyb je alespoii d/2.

Tak uréime postupné vSechny koeficienty g; a tim vektor v.

19.3.5. Tvrzeni. Jestlize doglo pti prijeti slova w k chyb& ndsobnosti <d/2,
tj. jestlize existuje kédové slovo v e R(r, m) takové, Ze |w — v| < 1/22™7", vede
predchozi postup ke spravnému uréeni kédového slova v.

Poznamka. Z dikazu tvrzeni bude zfejmé, Ze také hlaSeni o po&tu chyb =d/2
jsou spravna.

Dikaz. Ozna¢me g, nalezené koeficienty a g; skute¢né koeficienty polynomu v.
Pokud |i| = r, plati d rovnic (19.3.1), a protoZe jedna chyba neovlivni vice nez
jednu rovnici (viz 19.3.2), plati vice neZ d/2 (tj. v&t3ina) z rovnic

g;= Y W;ss pro seM(m—i-—1).

jeM(i)
Z t&chto rovnic jsme hlasovdnim uréili 4;, takZe q; = 4.

Oznatme v’ = v — Y q; x* ... xpr, kde s¢itame ptes &isla i vihy r. Potom
slova v’ a w' maji stejny vzajemny vztah jako slova v a w, pokud sniZime » na r — 1.
MiZzeme tedy pouZit stejnou dvahu k ditkazu platnosti g; = §; pro vahu i rovnou
r—1(ar—2,..,0). Zde mame k dispozici dokonce 2d rovnic (a vice), takie
podet chyb mensi neZ d/2 ovlivni jen menginu z nich.

19.3.6. P¥iklad. P¥i pouZiti kédu R(2, 3) dekédujeme slovo w = 11111010.
Kazdé kédové slovo je tvaru

v = gol + (91%1 + q2%3 + qa%3) + (g3%1%2 + dsX1X3 + deX2X3) -
Prvni krok: urleni koeficienttl g5, g5 a g.

Pro g¢; mame M(3) = {0, 1,2,3} a M(8 — 3 — 1) = {0, 4}, takZe

g3 =Wo +w, +w, +ws (s=0)

=Wy + Wws+wg+w; (s=4).

Obé hodnoty jsou 0, a tedy g5 = 0. Podobng urime g5 = 1 a g4 = 0. Podle 17.1.1
plati x; = 01010101 a x; = 00001111, takZe poloZime

w =w — gsx;x; = 11111010 — 00000101 = 11111111 .

Druhy krok: uréeni koeficientll g, g, a q4.
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Pro g, mame M(1) = {0, }JaMB -1 - 1) = {0, 2,4, 6}, takZe
g1 =wo + wy (s =0)
=w;+w; (s=2)
=wy+ws (s=4)
=Ws +w; (s=6).
Vsechny &ty¥i vyrazy jsou 0, a tedy g, = 0. Podobn& uréime 9, =0a q, =0.
PoloZime
w =w —o0= 11111111 ,
a tedy

vV =1x1x3 + 1= 11111010,
V tomto pfipadé w = v. (To viak mnoho neznamend, protoZe kéd R(2, 3) md mini-
malni vzdalenost jen 1.)

19.4. Uloha. Pti pouziti kédu R(2, 4) dekédujte slovo 1111111011111 111,
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V. CYKLICKE KODY

Sila algebraického popisu se v teorii kédovani plné projevuje u t¥idy cyklickych
kédii. Jejich definice je (vzhledem k dalekosahlym diisledkim) piekvapivé jednodu-
cha: linedrni kéd je cyklicky, jestliZze s kazdym slovem vyv,...v,-, obsahuje i jeho
cyklicky posun v,_,9¢0;...0,—,. Indexy zde pifeme od 0 (misto od 1) z divoda,
které budou za chvili ziejmé.

Kdédova slova miiZeme zapisovat jako polynomy, protoze kaZdy polynom
vy + v;x + ... + v,_,x""! je jen zapisem slova vy, . ..v,_,. Napiiklad misto slova
2010100 (v ternarnim kédu) pi¥eme polynom 2 + x? + x*. Cyklickym posuvem
vznikne slovo 0201010, tedy polynom

2x + x° + x5 = x(2 + x* + x*).
To je x-nasobek ptivodniho polynomu. Dal$im cyklickym posunem vznikne slovo
0020101, tedy polynom

2x? + x* + x8 = %22 + x* + x*),
atd. Ukazuje se, Ze cyklické kody maji tu vlastnost, Ze pro kazdé kddové slovo,
zapsané jako polynom v(x), jsou i viechny nasobky p(x) v(x) kédova slova. A odtud
plyne, jak dokaZeme, 7e dokonce existuje jediné kodové slovo, tzv. generujici poly-
nom, které vytvaii cely kod: kédova slova jsou pravé viechny nisobky generujiciciho
polynomu.

To, Ze od slov (fcknéme délky 7) ptechazime k polynomim (stupné <6)
Znamenad, Ze pouZivime pfepis

VoU10203040506 <> Vg + 0% 4+ 0,x2 + 0;x3 + v,x* + v5x° + vx5 .
Proto indexy od 0 do 6. Tento piepis neméni operaci s&itani: v linearnim prostoru T~
s¢itame stejng, jak jsme zvykli séitat polynomy stupné <6. Ale navic zde mame
operaci nasobeni polynomd, takZe algebraickd struktura se velmi obohatila: misto
pouhého ndsobeni vektoru skaldrem zde miZeme nasobit dva vektory (ve smyslu
obvyklého soudinu dvou polynomu). Je tu oviem hagek. Co kdyZ soudin dvou poly-
noml ma stupeii vys§§i neZ 6? V pfedchozim pfikladu jsme cyklicky posunuli vektor
2010100 dvakrat a dostali jsme vektor 0020101, tj. polynom x*(2 + x* + x*). Dal¥
posun dava vektor

1002010 «» 1 + 2x3 + x°,
a ten uZ bohuZel neni soudinem x*(2 + x? + x*) prosté proto, e tento soudin
obsahuje &len x7. Oviem pfi cyklickém posunu se koeficient u x’ ,,octne* na nultém
mist& vektoru: misto polynomu x*(2 + x? + x*) = 2x* + x* + x” mame polynom
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1 + 2x% + x°. Jak je to moZné? Prost¥ tak, e plati

xT=1.
Je to podobny postup, jako pti vytvafeni t&lesa Z, (viz 9.8): na prvky 0, 1,...,6
se miZeme divat jako na obydejna &isla (a tak je sCitime i nisobime), aZ na to, Ze
pokladame

7=0,
a odtud odvodime vSechny dalsi rovnosti (8 = 1, 9 = 2, atd.).

Cyklické kody délky n tedy budeme popisovat jako polynomy stupng <n, které
sCitame, jak je u polynomt obvyklé, a také obvyklym zptisobem nisobime, aZ na to,
Ze poklidime x™ = 1 (a tedy x"*! = x, x"*2 = x?, atd.). Tento algebraicky aparat
popiSeme v ¢l. 20. Pomoci n&j zavedeme generujici a kontrolni polynom cyklického
kédu a ukdZeme, jak se cyklické kédy vytvafeji.

20. Okruhy polynomu

V tomto €linku nejprve pfipomeneme zakladni fakta o polynomech a potom
definujeme faktorové okruhy T/q(x), kde T je téleso a g(x) je polynom nad nim.
Pokud volime q(x) = x" — 1, vznikne okruh polynomi, ve kterém plati x" = 1,
tedy okruh, ve kterém budeme pracovat s cyklickymi kédy délky n. Vyznam fakto-
rovych okruhi se také ukdZe v kap. VI, vénované konstrukci kone&nych téles.

20.1. Polynomy. Slova aga,...a, nad t&lesem T milZeme formalng zapsat
ve tvaru

Ay + ax + ... + ax",
ktery se nazyvd polynom proménné x nad t&lesem T. To znamena, Ze a;, tzv. koeficient
u i-té mocniny, je prvek télesa T. PFi tomto zépisu vynechavame ty &leny a,x’, pro
které a; = 0. Specialng, nulovy polynom 0 je zapisem nulového slova 000...0.
Diusledkem vynechdni nulovych &lend je to, Ze vlastng neznime délku slova (kterou
miizeme ménit dopliiovanim nul).

Stuperi polynomu a(x) = aq + a;x + ... + a,x" je nejvétsi &islo k = st a(x)
takové, Ze a, + O; stupefi nulového polynomu poklidiame roven —1.

20.2. Priklady

20.2.1. Polynomy nad télesem Z, = {0, 1} maji jen koeficienty 0 nebo 1.
Naptiklad a(x) = 1 + x + x* + x* je polynom tfetiho stupn€ a b(x) = 1 + x* je
polynom ¢&tvrtého stupng. Viimné&te si, Ze oba definuji tytéZ funkce na Z,: pro x = 0
majf oba polynomy hodnotu 1, pro x = 1 hodnotu 0.

20.2.2. Polynomy nad télesem Z; maji koeficienty 0,1 nebo 2. Piedchozi
polynomy a(x) a b(x) definuji nad Z, rtzné funkce: a(1) = 1 a b(1) = 2. Polynom
¢(x) = 1 + 2x + x* druhého stupn& definuje tuté’ funkci jako polynom a(x).
Polynom d(x) = 2 je stupng 0 a polynom e(x) = 0 je stupng —1.
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20.3. Polynomy a funkce. Kazdy polynom a(x) definuje funkci z telesa T
do sebe: pro kaZdy prvek ¢ t&lesa vypocteme hodnotu a(t) =aqag+ a;t + ...+ a,t"
Nesmite viak ztotoZfiovat polynomy a funkce! Napfiklad jsme vidéli, Ze dva riizné
polynomy 1 + x + x> + x3a 1 + x*(tj. slova 11110 a 10001) definuji nad t€lesem Z,
tutés funkci. V tom je situace odlisnd od pfipadu realnych polynomit (T = téleso
realnych &isel), kde kazdy polynom je urcen jak svymi koeficienty, tak svymi funk&ni-
mi hodnotami, a proto se polynomy povaZuji za funkce.

KoFenem polynomu a(x) nad télesem T nazyvame kaZdy prvek t takovy,
7e a(t) = 0.

20.4. S&tani a nasobeni. S&itani polynomi provadime podle mocnin. To
znamena, Ye soulet polynomit a(x) = ap + a;x + ... + a,x" a b(x) = by +
+ byx + ... + b,x" je polynom ¢(x) = a(x) + b(x) s koeficienty

¢, =a; +b; (vtilese T).

Viimnéte si jesté jednou rozdilu mezi polynomy a funkcemi. Pro funkce a(x) a b(x)
je jasné, co znamen4 soudet a(x) + b(x): p¥i kaZdém dosazeni za x hodnoty secteme.
Zvolime-li a(x) =1 + x + x> + x* a b(x) = 1 + x* (nad Z,), vznikne nulovd
funkee a(x) + b(x), protoZe a(0) + b(0) =1+ 1 =0a a(1) + b(1) =0+ 0= 0.
Piesto je a(x) + b(x) = x + x? polynom stupng 2, a nikoli nulovy polynom.

Ndsobeni polynoms ma také svilj obvykly vyznam: soucin e(x) = a(x) b(x)
mé koeficient u i-t€ mocniny

¢; = agh; + ab;_y + ... + aby (vitlese T).

Napftiklad nad t€lesem Z, plati

(1+x+x2+ %)+ (1+x+x*)=x>+x>+x*

G+x+x>+x)0+x+x)=1+x+x°+x".
Nad t&lesem Z; plati
(1+x+x2+x3)+(1+x+x4)=2+2x+x2+x3+x4

(1+x+x2+x3)(1+x+x4)=1+2x+2x2+2x3+2x4+x5+x6+
+x7.

20.5. Ulohy

20.5.1. Ov&ite, e mnoZina viech polynomu nad t&lesem T tvoti okruh. Ten se
oznaduje T[x]. '

20.5.2. Ovéite, e pro libovolné dva nenulové polynomy a(x) a b(x) plati:
st a(x) b(x) = st a(x) + st b(x). Odvodte, Ze pokud a(x)b(x) = 0, potom bud
a(x) = 0, nebo b(x) = 0. Névod: Bud n = sta(x) a m = st b(x), pak Cpim =
= agb,im + -+ + Gnimbo, ale Eleny a;b; jsou nulové pro i>n (a; = 0) nebo
j > m(b; =0), takZe ¢,y = dpbp.
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20.5.3. Ovéite, e kaZdym nenulovym polynomem a(x) Jze kratit, tj. z rovnice
a(x) b(x) = a(x) ¢(x) plyne b(x) = c(x). Navod: a(x)[b(x) — c(x)] je nulovy
polynom.

20.6. Déleni. Délenim polynomu a(x) polynomem b(x) nad t&lesem T rozumi-
me urdeni podilu q(x) a zbytku r(x). To jsou polynomy nad télesem T definované
touto podminkou:

(20.6.1) a(x) = g(x) b(x) + r(x) a str(x) < stb(x).

Pro kazdy polynom a(x) a kaZdy nenulovy polynom b(x) maZeme d&lit takto.
Pokud st a(x) < st b(x), jsme hotovi:

g(x) =0 a r(x)=a(x).

Pokud st a(x) = st b(x), najdeme nejvyssi nenulovy koeficient a, polynomu a(x)
a nejvyssi nenulovy koeficient b,, polynomu b(x). Jejich podil, ktery oznagime

c'l_'m = anbn—ll ?
je koeficientem mocniny x"~" podilu q(x). PoloZme

d(x) = a(x) — c,—mx" "™ b(x) .

Potom stupeii polynomu d(x) je jist€ niZ${ neZ stuperi polynomu a(x). Jestlie nyni
st d(x) < st b(x), jsme hotovi:

g(x) = cpupx”™ a r(x) = a(x).

V opalném ptipadé postupujeme stejnym zphsobem: délime nejvy3si nenulovy
koeficient polynomu d@(x) prvkem b,, atd.

20.7, Pfiklad. Délime
(P +x+1): (x+1)
nad télesem Z,:
(P+x+D:(x+1)=x*+x
- (x® + x?)
x4 x 41
- (x* + x)
- 1.
Jetedy g(x) = x* + x a r(x) = 1.
Provedeme podil nad télesem Z,:
(B+x+1):(x+1)=x>+2x+2
— (x* + x?)
2+ x+ 1
— (2x* + 2x)
2x + 1
- (2x +2)
2.
Zde plati g(x) = x* + 2x + 2 a r(x) = 2.
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20.8. Uloha. Tento podil provedte nad t&lesem Zs. Ovéfte dosazenim do
(20.6.1).

20.9. Okruh polynomé modulo g(x). Pro kazdy polynom gq(x) stupné n = 1
nad télesem T definujeme okruh

T/q(x)
tzv. okruh polynomi modulo q(x). Prvky okruhu T/q(x) jsou viechny polynomy nad T
stupné nejvyde n — 1. Jejich proménnou oznadujeme (kvili odliseni) jinak nez x —
napt. z. Operaci s¢itani v okruhu T/g(x) je obvyklé s¢itini polynomi:

a(z) + b(z) ]
je polynom stupné <n, pokud je a(z) i b(z) polynom stupné <n. Nasobeni ® defi-
nujeme v okruhu T/g(x) tak, Ze obvykly soudin délime polynomem g(z) a v§imame
si jen zbytku:

a(z) ® b(z) je zbytek po déleni polynomu a(z) b(z) polynomem q(z) .
(Déleni je oviem opakovanym odegitinim: od soucinu a(z) b(z) odetitime nasobky
polynomu ¢(z) tak dlouho, aZ vznikne polynom stupné <n, a to je a(z) ® b(z)).
Nésobeni v T/g(x) je tedy uréeno vztahem
(20.9.1) ¢(z) = 0.

20.10. Priklady

20.10.1. Okruh Z,/(x? + 1). Jeho prvky jsou polynomy stupné <1 a ty jsou
&tyki: 0,1, z a z + 1. Stitani je obvyklé s¢iténi polynomi (nad télesem Z,):

+ | 0 1 z z+1
0 0 1 z z+1
1 1 0 z+1 =z
4 z z+1 0 1

z+1,2z+1 =z 1 o .

Nasobeni je urdeno odegitanim polynomu z? + 1 (tj. vztahem z* + 1 = 0):
z®z=2z2-(22+1) =1,
z®(z+1)=(22+z)—(22+1)=z+1,
z+D)@(z+1)=(z2+1)—(>+1)=0.

Zde je cela tabulka:

® ‘0 1 z z+1
0 ’0 0 0 0
1 0 1 z z+1
z 0 =z 1 z+1
z+1|0z+1z+1 0

20.10.2. Okruh Z,/(x? + x + 1). Tento okruh ma stejné prvky a stejné s¢itdni
jako predchozi okruh, ale ma jiné ndsobeni:

102



zQz=2z2—(22+z+ 1) =z +1

z®z+)=(2+2)—(2+z+1)=1

E+D)RE+)=EF+)-(+z+1)=1z.
Zde je cel4 tabulka:

® IO 1 z 14z
0 0 O 0 0
1 0 1 z 14z
z 0 z 14z 1
1+z{01+2z 1 z

20.10.3. R/(x? + 1), kde R je t&leso redlnych &isel. Prvky jsou realné polyno-
my stupné <1, jejich prom&nna se viak tradi¢né oznaluje i (ne z):

a+bi (a,beR).
S¢itani je oviem ddno pfedpisem
(20.10.1) (a + bi) + (¢’ + Vi) =(a + a') + (b + b')i.
Nasobenf je uréeno odeditanim polynomu i + 1, takZe napf.
(20.102) i®i=i*—-(*+1)= —1.
V okruhu R/(x* + 1) tedy plati i* = —1. Tim je ndsobeni uréeno:

(a + bi) @ (a’ + b'i) = aa’ + ab’i + ba'i + bb'(—1) =

= (aa’ — bb") + (ab’ + a'b)i.

Zavér:

R/(x* + 1) je t&leso komplexnich &isel.
Konetné ,,spravnad“ definice! Komplexni isla se obvykle zavadéji tak, Ze se prohlasi,
Ze bychom radi odmociiovali &islo —1, a tak polozZime i = \/ —1. To je trochu
prilis magické na to, aby to byla matematicka definice. Ve snaze o upfesnéni se nékdy
komplexni &isla zavadg&ji zcela formalné: jako mnoZina viech dvojic realnych Cisel
(a, b) nebo a + bi, na které zavedeme s€itani (20.10.1) a ndsobeni (20.10.2). To je
trochu pf#ili§ formalni na to, aby se objasnilo, o co jde. Komplexni &isla v§ak miiZzeme
zavést jako rozs§ifeni realnych &isel o symbol i, spliiujici i + 1 = 0, tedy jako okruh
R/(x* + 1).

20.11. Uloha. Napiste tabulku s¢itdni a nédsobeni v okruhu Zs/(x* + 1)
a Z,[(x* + 1). Které z uvedenych piikladt okruhli T/g(x) jsou t&lesa?

20.12. Poznamka. Jiny zplisob zavedeni okruht T/q(x) je pomoci faktorovych
okruh, viz 9.8. Polynom g(x) je prvkem okruhu T[x] vech polynomi nad t8lesem T
(20.5.1). Pro kazdy polynom a(x) je t¥ida [a(x)] mnoZinou polynomi tvaru a(x) +
+ #(x) g(x). Tyto polynomy maji oviem stejny zbytek po d&leni polynomem g(x)
jako polynom a(x). Ozna&me tento zbytek r(x), potom tedy plati

[a(x)] = [r(2)].
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Kazdou t¥idu polynomi modulo g(x) lze tedy psat ve tvaru [r(x)], kde r(x) je poly-
nom stupné <n (protoZe jde o zbytek po déleni polynomem g(x) stupn& n). Nadto
#4dné dva polynomy r(x) # r'(x) stupng <n nelezi ve stejné tfidé. (Polynom ¢(x)
nemize dglit rozdil r(x) — r'(x), protoZe ten je stupn& <n.) Jestlize misto oznadeni
[r(x)] pouzijeme oznateni r(z), dostavame okruh T/q(x) jako faktorovy okruh T[x]
modulo g(x): s¢itini v obou okruzich je oby&ejné s&itini polynoml a p¥i nisobeni
miZeme piejit ke zbytku po déleni polynomem g(x).

20.13. Okruh T™. Na mnozin& viech slov délky n v télese T miZeme zavést
strukturu s¢itani a nasobeni tak, Ze slova
Aoy« Gpoy
zapiSeme jako polynomy
Ao + ayz + ... + a,_q2"
které jsou prvky okruhu polynomt
T/(x" — 1).
To znamend, Ze s&itani dvou slov ma stejny vyznam jako v linedrnim prostoru T":
polynomy se s&itaji stejn& jako slova, tvofend jejich koeficienty. Nasobeni je ureno
vztahem
"=1,
presn&ji, soudin slov ayay...a,—; a bob;...b,-, dostaneme jako zbytek po déleni
(ag + ayz + ... + ayy 2" ) (b + byz + ... + by_1z" V) :i(z" = 1).
Pokud prvni polynom je stupné 0, tedy a,00.". .0, jde o ndsobeni skaldrem a,, které
zname z linearniho prostoru T". Tento okruh oznaCujeme
™™ = T|(x" - 1).
Je obohacenim algebraické struktury linearniho prostoru T".

20.14. Uloha. Popiite soudin v okruhu 2§ a Z{?.

21. Cyklické kédy a generujici polynomy

Cyklické kédy v abecedd T jsou linedrni kody (v prostoru T"), uzaviené na
cyklicky posun. Budeme s nimi pracovat jako s mnoZinami polynomi (v okruhu T®).
Potom dokaZeme, e existuje tzv. generujici polynom, jehoZ ndsobky tvoti dany kod.
Generujici polynom tedy popisuje kéd stejné dobie jako generujici matice, a pfitom
je to popis stru&n&jsi a umoziujici snadné kédovani informa&nich znaki.

21.1. Cyklické kédy. P¥ipomeiime, Ze linedrni k6d K £ T" se nazyva cyklicky,
jestlize pro kazdé kédové slovo vgvy...0,-4 je také v, Doty...V,-, koédovym

slovem.
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Ko6dova slova budeme zapisovat ve tvaru polynomit stupné <n, takZe misto
Doy . ..U,_, budeme psat

v(z) = vy + 0,2 + ... + v,_,z" 1.
Potom kéd K miZeme povaZovat za podmnoZinu okruhu T® (viz 20.13). ProtoZe
plati z” = 1, cyklicky posuv odpovidd nasobeni prvkem z:

z0(z) = 0oz + 0,22 + ...+ 0, 52" + 0, 2" =

= Uy + 0z + 0322 + ... 4 v,_,2"" L.

To znamend, Ze pro cyklicky kéd K plati: je-li v(z) kédové slovo, je také z (z)
kodové slovo, a tedy i z? v(z), z° v(z), ... jsou kédova slova. Obecnéiji:

21.2. Pozoroviani. KaZdy cyklicky kéd K je idedlem okruhu T™, co¥ znamen4,
Ze pro libovolny polynom v(z) v K jsou i viechny nasobky q(z) v(z), kde g(z) e T™,
polynomy v kédu K.

Skuteéné, soudin

a(z) v(z) = go v(z) + g1z v(z) + ... + g,_ 2"} v(z)
¢ linedrni kombinaci polynomid o(z), z v(z), ..., z" ! v(z), které jsou kédovymi
slovy. ProtoZe je kéd K linedrni, je linedrni kombinace kédovych slov také kédovym
slovem.

21.3. Piiklad: Kéd celkové kontroly parity délky 4. To je cyklicky kéd, ktery se-
stava z téchto polynomii:

0,1 +z, 1422, 1423 z42%, z42%, 224 23,

1+ z+ 22 + 23,
To jsou totiZ viechny polynomy se sudym poétem s&itanci. Kazdy soudin polyno-
mu ¢(z) s n&terym kédovym slovem ma oviem opét sudy podet s&itanct, a je tedy
kédovym slovem.

Vsimnéte si, Ze nenulovy kédovy polynom nejniZsiho stupné je polynom 1 + z.
Ostatni kédové polynomy jsou pravé viechny nasobky polynomu 1 + z v okruhu
z®:

0 =0.(1+2) z +22=12(1+2z)
IL+z =1.(1+2) z +2°=(z+4zY)(1 + z2)
L+22=(01+2)(1 +2) 22 + 2% =21 + z)
L+ 22 =1+ z+22)(1 + 2) l+z+22422=(1+2%)(1 +2).

UkéZeme, Ze toto plati obecng.
Pfipominame, Ze trividlni linedrni kéd v T" ma dimenzi O nebo n, ostatni linear-
ni kédy jsou netrividlni.

21.4. Véta. KaZdy netrividlni cyklicky (n, k)-kéd K obsahuje polynom 9(2)
stupné n — k. Ten md tyto vlastnosti:
(i) Kdd K sestdvd ze viech ndsobkdi polynomu g(z) v T™, 1j.
K ={4(z) 9(z) | a(z) e T™} ;
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(ii) Polynomy g(z), z g(2), ..., 2~ * g(2) tvoii bdzi kédu K;
(iii) Polynom g(x) déli polynom x" — 1 beze zbytku.

21.4.1. Poznimka. Polynom stupné n — k je v kédu K v podstaté jediny:
ostatni polynomy, kromé skaldrnich nasobki k g(z), k € T, maji vysi stupefi — to
plyne z (ii). Vimnéte si, Ze v podmince (iii) se vyskytuje prom&nnd x, tedy podminka
se tyka okruhu polynomi T[x]. Pfedchozi podminky se tykaji okruhu T® (ve kterém
z" — 1 = 0, takZe podminka (iii) zde nema smysl).

Dukaz. Zvolme nenulovy polynom g(z) v K co nejniz§iho stupné s. Pro kazdé
kédové slovo v(z) ovéfime, Ze existuje polynom ¢(x) stupn <n — s, pro ktery
v okruhu T{x] plati '

(21.4.1) o(x) = q(x) g(x) .
JestliZe totiz polynom o(x) d&lime polynomem g(x), dostaneme

o(x) = q(x) g(x) + r(x) a str(x)<s.

Tato rovnost plati i po dosazeni proménné z za x, takZe

u(z) = q(z) g(z) + r(z).

ProtoZe v(z) i q(z) g(z) jsou kédova slova (viz 21.2), je i r(z) = v(z) - q(z) 9(z)
kédové slovo. ProtoZe st r(z) < s, ale s byl nejniZii stupefi nenulového kédového
polynomu, vidime, e r(z) = 0. Pro polynom r(x) v okruhu T[x] plati: polynom r(z)
je nulovy prvek okruhu T®™ = T/(x" — 1}, pravé kdyZ je polynom x" — 1 délitelem
polynomu r(x). Plati ale st r(x) < s < n, tak¥e r(x) = 0. Tim jsme ov&fili (21.4.1).
Polynom g(x) mA stupeii nejvjse n — s — 1 (protoZe stg(x) + s = st q(x) +
+ st g(x) = stv(x) < n).

Ovétime (i). Pravé jsme dokdzali, Z¢ kod K je podmnoZinou mnoZiny
{4(2) 9(z) | a(z) e T™}. Podle 21.2 je i nadmnoZinou této mnoZiny.

Ovetime (ii). Kazdé kédové slovo je tvaru g(z) g(z), kde stq(z) s m — s — 1,
takze je linedrni kombinaci kédovych slov

9(2), 2 g(2), ..., 2" =71 g(2) .

DokaZeme, e tato slova jsou linedrn& nezavisla, tj. Ze v kazdé nulové linedrni
kombinaci

0 =qo9(z) + 412 9(2) + ... + @u_s—12""*"1 g(2) = q(2) 9(2)
je polynom g(z) nulovy. ProtoZe plati q(z) g(z) = 0 v okruhu T®, je polynom
g(x) g(x) délitelny polynomem x" — 1. Plati viak st g(x) g(x) < stq(z) + stg(z) =
=n—s—1+s=n-1, takle je soutin ¢(x)g(x) nulovy polynom v T[x].
ProtoZe polynom g(x) je nenulovy, plyne odtud, %e g(x) je nulovy polynom, viz
20.5.2.

Vidime, ¢ dimenze k kédu K je rovna poétu n — s vektorli dané baze:

k=n-s a s=n-—k.

Tim jsme ov&tili i to, Ze zvoleny polynom g(z) je stupnd n — k.
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Ovétime (iii). Délenim polynomu x" — 1 polynomem g(x) dostaneme tvar
x" — 1 = g(x) g(x) + r(x), kde st r(x) < s. Stejné jako nahofe je r(z) = (z" — 1) —
— 4(2) 9(z) = —4q(z) g(z) kédové slovo, a proto je r(x) nulovy polynom.

21.5. Definice. Generujici polynom cyklického (n, k)-kédu je polynom stupné
n — k v tomto kédu (tj. polynom g(z) v predchozi VEtE).

21.6. Pozorovani. Generujici matice cyklického kédu vznikne cyklickymi po-
suvy koeficientt gog; . . .gs—x cyklického polynomu (aZ do vyZerpéni nul napravo):

k-1
190 91 92 95 --- Gusx O 0 0 ...0
0 909192 -+ Gnk=19n— O 0 ... 0
G=1|0 0 go 9y -+ Gn-tk-2 In-k-1 G- 0 ... 0
0 0 0 g0 91 dz 9s In—k

To plyne z podminky (ii) pfedchozi v&ty: prvni fidek matice G je zapisem polyno-
mu g(z), druhy tadek je zapisem polynomu z g(z), atd., aZ posledni odpovida poly-
nomu z¥7* g(z).

21.7. Ptiklady

21.7.1. Kéd celkové kontroly parity (21.3) ma generujici polynom 1 + z,
a tedy generujici matici
[1100]
G=(0110].
0011

21.7.2. Kéd s generujici matici
(111 1]
0101
mé tato kodova slova: 0000, 1111, 0101 a 1010. Vidime, Ze je cyklicky. Polynom
stupng 4 — 2 = 2 je 1010, tj. 1 + z% Ten dava jinou generujici matici

, _J1o10
G‘[0101]'

21.7.3. Hammingtv (7, 4)-kéd. Kéd z piikl. 14.5.2 neni cyklicky. Napfiklad
cyklickym posunem kédového slova 1101001 (prvniho fadku matice G) dostaneme
slovo 1110100, které neni kédové (protoZe jeho syndrom je 101). ProtoZe viak
sloupce kontrolni matice Hammingova kédu miZeme psat v libovolném pofadi,
ukaZeme nyni, jak je uspofadat tak, aby vznikl cyklicky kéd. Tyto sloupce tvofi

G =
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viechna slova délky 3 krom& 000. Misto slov budeme psat polynomy stupné =2,
feknéme v proménné t. Chceme tedy najit potadi, v jakém zapsat viechny nenulové
polynomy a + bt + ct* jako sloupce
c
b
a
matice H tak, aby vznikl cyklicky kéd. K tomu pouZijeme okruh Z,/q(x) (viz 20.9),
kde g(x) je polynom tfetiho stupné, takZe prvky okruhu jsou prav& nage polynomy
stupné <2. Vhodna volba, jak se ukazuje, je polynom
gx)=x>+x+1.
To znamena, ¥e proménna t spliiuje
*+t4+1=0.
Pro¢ je tato volba vhodna? ProtoZe mocninami ¢ vyjadfime nyni vSechny nase
polynomy. Plati totiZ £ = t + 1, a tedy t* = t2 + t atd. Zde jsou viechny mocniny:

=1,

=1,

2 =1,

t=1r+1,

=1 4+1,

=12+t +1,

=1 +1.

Kontrolni matici H nyni uspotradame podle téchto mocnin:

0010111

H=[1t2?*]=]0101110
1001011

Kéd s touto kontrolni matici sestava ze vsech polynomi
o(z) = 0o + 01z + ... + 062°,
pro které plati
v Do
Hio, | =[11te ... 5] v | =100+ vst + 0,87 + e+ 0% =0,

I_ve ' Vg

struéngji:

o(fy =0 vokruhu Z,/(x* + x + 1).
A tento kéd je oviem cyklicky. Pokud je totiZ v(z) kédové slovo, je i z v(z) kodové
slovo, protoZe ¢ v(t) = t . 0 = 0. Pfitom matice H ma jako sloupce viechna nenulova
slova délky 3, tak¥e jde o Hammingav (7, 4)-kéd.

Generujici polynom je (jediny) kédovy polynom stupné 7 — 4 = 3. Protoze
proménna ¢ spliiuje £ + ¢ + 1 = 0, vidime, Ze

gz2)=2>+z+ 1
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je generujici polynom. Generujici matice je tedy
1101000
G- 0110100
001101090
0001101

21.8. Ulohy
21.8.1. Najdéte generujici polynom opakovaciho kédu.

21.8.2. Najd&te generujici polynom ternarniho k6du s generujici matici

120021
G=|101010
122100

21.9. Kédovani informaénich znakii. Generujici matice

g(z)

C = z.g(z)

Zk— 1 g(z)
dava pavod, jak kédovat informadni znaky uou . . .4, ¢: plati
(uotty .. .up—1) G = (o + uyz + ... + w1257 g(2) .
To znamen, Ze z informatnich znakd vytvofime polynom stupné <k a tim nasobime
polynom ¢(z).

21.10. Piklady

21.10.1. K6d celkové kontroly parity délky 4 ma generujici polynom 1 + z
(viz 21.3). Informa¢ni znaky uouu; kddujeme takto:

(uo + ugz + uy2%) (L + 2) = uo + (4o + ) z + (uy + 42) 2t + uy23.
Naptiklad slovo 110 dava polynom 1 + z2, tj. slovo 1010.

21.10.2. Generujici polynom Hammingova (7, 4)-kédu je z* + z + 1 (21.7.3).
Informaéni znaky 1001 zakédujeme takto:

(+2) (B +z+1)=1+2z+2*+2°,
takze vysleme slovo 1100101.

21.11. Systematické kédovani. Cyklicky kod, jako kazdy linearni kéd, je
ekvivalentni se systematickym kédem (10.9). V ptipadé cyklickych kédi je to snadné:
kadé slovo &teme pozpatku. (Jinymi slovy, polynomy zapisujeme od nejvyssi mocniny
k nejniZ3i.) Pro tento k6d mame systematické kédovani, zaloZené na déleni generu-
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jicim polynomem. Z informa&nich znakil ugly . . .U vytvoiime polynom
u(z) = upz" t + uy 2"+ L+ U1 2" 7"
a ten d&lime polynomem g(z):
u(z) = q(2) g(2) + r(z), kde str(z) <n-—k.
Ode&tenim zbytku r(z) vznikne tedy kédové slovo
4(2) o(2) = u(2) — ().
Oznatme —r(z) = 12" 1 + 1 2+ Tagz T pak vysleme kédo-
vé slovo

Uglhyg- . Up—1Tg - T

21.12. Priklad. P¥i systematickém kédovani Hammingova (7, 4)-kédu zaké-
dujeme informaéni znaky 1001 tak, Ze polynom u(z) = 28 + z* délime generujicim
polynomem g(z) = z*> + z + 1:

(26 +2%):(2+z+1)=2"+z

— (2% + z* + 2%

Z4
—(z* + 2% + 2)
z2 4+ z.
Vysleme kodové slovo

u(z)—r(z)=(z6+z3)—(zz+z)=26+z3+zz+z,

tj. 1001110 (pfi zapisu od nejvyssi mocniny k nejnizsi).

21.13. Poznamka. Dile¥itym rysem bindrnich cyklickych kédt je snadna
realizace k6dovéani informaénich znakd. Nasobeni i déleni danym binarnim polyno-
mem se toti¥ snadno vytvaii &islicovymi obvody. Naptiklad pfi systematickém
kédovani Hammingova (7, 4)-k6du délime polynomem z3 + z + 1. To miZeme
realizovat &islicovym obvodem s dvéma binarnimi s¢itackami a tfemi posuvnymi
registry:

U3 Uy Uy Ug + q,9,9, 9

Obr. 24

Vstupuji koeficienty polynomu u(z) a vystupuji koeficienty podilu ¢(z) = goz* +
+ q,z% + g3z + q3. Po vystoupeni posledniho z nich v registrech zlistavaji koefi-
cienty zbytku r(z) = roz® 4+ riz + 12
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22. Kontrolni polynomy

Tak jako roli generujici matice pfevzal generujici polynom g(x), také kontrolni
matici cyklického kédu miZeme nahradit jedinym polynomem. Je to tzv. kontrolni
polynom

h(x) = (x" — 1) 1 g(x) .

Tato definice mé& smysl, protoZe polynom g(x) déli polynom x" — 1 beze zbytku
(21.4). UkaZeme, Ze kontrolni matici miZeme sestavit podle tohoto polynomu. Ten
je dale generujicim polynomem dualniho kédu, Steného pozpatku. Stupném kon-
trolniho polynomu je pocet informacnich znakd.

22.1. Piiklad. Kod celkové kontroly parity délky 4 ma generujici polynom
1 + z (21.3), a tedy kontrolni polynom je
hx)=(*-1):x+)=x>+x>+x+1.
Viimnéte si, Ze plati (1 + z) h(z) = z* — 1 = 0, takZe pro kaZd¢ slovo (z) sudé
parity plati v(z) h(z) = 0, protoZe v(z) je nésobkem polynomu 1 + z. Naopak,
kdykoli plati v(z) h(z) = 0, ma slovo v(z) sudou paritu.

22.2. Tvrzeni. Cyklicky kéd s kontrolnim polynomem h(x) sestava pravé
z téch polynomii v(z) v okruhu T™, pro které plati

v(z)h(z) =0 v T™.

Dukaz. ProtoZe g(x) h(x) = x" — 1, plati

gDh(z)=2"-1=0 v T®.
Kazdé kédové slovo o(z) je tvaru v(z) = g(z) g(z), viz 21.4. Proto

o(z) h(z) = q(z) g(z) i(z) = 0 v T®.

Naopak, jestlize polynom v(z) v T™ spltiuje rovnost v(z) h(z) = 0, dokdZeme,
%e je nasobkem polynomu g(z), a tedy kédovym slovem. D&lime polynom o(x)
polynomem g(x):

o(x) = q(x) g(x) + r(x), str(x)<n—k.
Pak plati

0 = u(z) h(z) = q(2) 9(2) h(z) + r(z) b(z) = r{z) h(z) -
To znamend, Ze souéin r(x) h(x) je dé¢litelny polynomem x" — 1. ProtoZe
st 7(x) h(x) < st g(x) h(x) = n, je polynom r(x) h(x) nulovy, a tedy je r(x) nulovy
polynom. Odtud v(z) = q(z) g(z).

22.3. Pozorovani. Kontrolni matici cyklického (n, k)-kédu ziskdme cyklic-
kymi posuvy koeficientd polynomu h(x) = ho + hy;x + ... + hx*, &teného od nej-
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vy$§i mocniny:

n—k+1
00 ...0 0 hy By ...hshyhy kol
00 ...0 he g hy—y ... hy hy ho O
H= O 0 o hk hk—l hk~2 hk—3 .« e hl hoO 0

hehey ... hshy, By hy O ... O
Skutedng, uvedend matice ma n — k fadkd, které jsou linedrné nezdvislé
(protoze h; + 0). Stadi tedy ov&fit, Ze kaZdé kédové slovo, tj. kazdy polynom v(z)
takovy, Ze v(z) h(z) = 0, spliiuje Hv" = oT. Prvni znak soucinu Hv' je
Vpekth + Onoghg + oo+ By y + hoty_q .
To je nula, protoZe je to koeficient polynomu v(z) h(z) u mocniny z"~ 1, Podobnd je
druhy znak koeficientem polynomu v(z) h(z) u mocniny z"~2, atd.

22.4. Priklady

22.4.1. Kéd celkové kontroly parity délky 4 méd kontrolni polynom h(x) =
= x3 + x* + x + 1, a tedy kontrolni matici

H=[t1111].

22.4.2. Hammingiwv (7, 4)-kéd m4 kontrolni polynom
(x"=1):(+x+)=x*+x>+x+1.
Jeho koeficienty (&tené pozpétku) davaji tuto kontrolni matici:
0010111
H=|0101110
1011100
To je skutetnd kontrolni matice: vznikne z matice H v 21.7.3 pfictenim prvniho
fadku ke tfetimu.

22.5. Poznamka. Ka?dy cyklicky kéd rozklada polynom x* — 1 v soufin
g(x) h(x). Naopak, kaZdy takovy soudin definuje cyklicky kéd (viech néasobki
polynomu g(z)). Naptiklad popideme viechny bindrni cyklické kédy délky 5. Plati

¥ -1=x+)E*+x>+x*+x+1).
Polynom x* + x*> + x? + x + 1 uZ dile nemtZeme rozloZit, tj. neni soulinem
p(x) g(x) polynomi: stupng <4. (To plyne z faktu, Ze 0 ani 1 neni kofenem polynomu
x* + x3 + x* + x + 1, tak’e ani polynomy p(x) a g(x) nemohou mit kofen.
Jediny polynom stupné 2 and Z,, ktery nema kofeny, je x* + x + 1 a ani ten ned&li
polynom x* + x* + x* + x + 1.) Odtud plyne, Ze existuji pravé dva netrividlni
cyklické binarni kédy délky 5:
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opakovaci kéd: g(x) = x + 1 a h(x) =x* + x* + x> + x + 1,
kéd celkové kontroly parity: g(x) = x* + x* + x> + x +1 a
{x) =x + 1.

Naproti tomu v télese Z; plati
¥ —-1=(x-1)7>,

takZe zde mame &tyfi cyklické kody:
gx) =x—1 a h(x)=(x—1)*, (5 4)kéd kontroly parity
g(x) = (x =1 a h(x)=(x-1>, (53)kéd
g(x) = (x = 1)* a h(x)=(x-17>, (52)kod
g(x)=(x—1)* a h(x)=x—1, opakovacikéd.

22.6. Uloha. Najdste viechny ternarni cyklické kody délky 5 a viechny binarni
cyklické kody délky 6.

22.7. Dudlni kéd. Dudlni kéd (11.5) cyklického kodu je zfejmé také cyklicky.
Je-li h(x) kontrolni polynom cyklického kédu K, pak je h(z) generujici polynom
kodu K+, &teného pozpatku (tj. od nejvyssi mocniny k nejnizsi).

Skuteéné, dualni kéd K* daného (n, k)-kédu K je cyklicky (n, n — k)-kéd.
To znamena, 7e jeho generujicim polynomem je libovolny kédovy polynom stupné
n—(n—k)=k a to je stupeii polynomu h(z). Stafi tedy ovéfit, Ze slovo
hy_y By—s ... hyho, Vytvotené z koeficientlt polynomu h(z), leZi v dudlnim kédu K.
Skalarni soudin tohoto slova s libovolnym kédovym slovem vov,...v,-, kodu K
je roven voh,_; + v h,_ s + ... + D,~1hg, a to je koeficient u mocniny z""1 poly-
nomu v(z) h(z). ProtoZe plati o(z) h(z) = 0, je tento koeficient nulovy.

22.8. Priklad. Hamming@v (7, 4)-k6d ma kontrolni polynom h(x) = x* +
+ x% 4+ x + 1. Cteme-li pozpatku, dostaneme generujici matici dudiniho kédu
1110100
0111010j.
0011101

L4

P¥i ,,pHmém* &teni to je pravé matice H v 22.4.2.

22.9. Uloha. Urdete dualni k6d k cyklickému kédu délky 5 nad Zs s generuji-
cim polynomem x3 + 2x? + 3x + 2.
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VI. KONECNA TELESA A POLYNOMY

Tato kapitola je Cisté algebraickd: ukdZeme, jakd je struktura koneénych téles
a jak se pracuje s polynomy a jejich kofeny. Ctendf miZe tuto kapitolu vynechat,
ale budeme se na ni odvoldvat viude tam, kde jsou cyklické kddy uréeny kofeny
polynomiti. Na tom je napf. zaloZena definice BCH kodi, nejdaleZit&jsi tridy cyklic-
kych koda.

Vysvétlime, jaké vlastnosti maji kofeny polynomil a jak se pomoci polynoma
rozsifuje dané téleso. Odvodime, Ze pro kaZdé prvodislo p existuji t&lesa (tzv.
cyklické kody ma zakladn{ vyznam otdzka, ve kterém télese je moZno rozloZit
polynom x" — 1 na linedrni soudinitele — tuto otizku podrobné zodpovime.

23. Kofeny polynomi a ireducibilita

Tak jako v ptipadé realnych polynomfi, ma polynom f(x) nad kone&nym t&le-
sem kofen a, pravé kdyZ je délitelny kofenovym &initelem x — q. DilleZity je pojem
ireducibilniho (tj. nerozloZitelného) polynomu, tedy polynomu, ktery neni soudinem
Zadnych dvou polynomt niz§tho stupné. Jde o obdobu pojmu prvocisla: kaidy
polynom je soudinem ireducibilnich polynomi. Vyznamnou vlastnosti ireducibilnich
polynomi je to, Ze jejich faktorové okruhy (20.9) jsou t&lesa.

23.1. Kofen polynomu. Kotenem polynomu f(x) nad télesem T se nazyva
takovy prvek a € T, pro ktery plati f(a) = 0.

Naptiklad polynom x? + 1 m4 v télese Z, kofen 1. V t&lese Z; Z4dny koten
nema.

23.2. Tvrzeni. Polynom f(x) ma kofen a, pravé kdyZ je délitelny polynomem
x — a (tzv. kofenovym Cinitelem).

Dukaz. Provedeme déleni polynomu f(x) polynomem x — a a dostaneme
tvar

f(x) =g(x)(x —a) +r,
kde r je stupné <0 (tedy konstanta).

Je-li a kofen polynomu f(x), dosadime do rovmice a zjistime, Ze 0 =
= g(a).0 + r, takZe r = 0 a f(x) = q(x) (x — a).

Naopak, je-li = 0, plati f(a) = g(a).0 = 0.
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23.3. Disledek. Polynom f(x) s navzajem rlznymi kofeny a,, a,, ..., a; je
délitelny polynomem (x — a,) (x — a,) ... (x — ay).

To plyne z pfedchozi véty matematickou indukei: podil f(x)/(x — a)...
...(x — a;_,) m4 koten a,, a je tedy délitelny polynomem x — a,.

23.4. Disledek. Polynom stupné n = 0 m4 nejvy$e n kotfeni.
Skuteén&, polynom s kofeny ay, ..., a, je délitelny polynomem
(x = a))(x — a;)...(x — a), a tedy je bud stupn& n = k, nebo n = —1.

23.5. Piiklad. RozloZme polynom x> 4 1 nad télesem Z, v souéin co nejjedno-
dussich polynomt.

ProtoZe je 1 kofen, je polynom x> + 1 délitelny kofenovym &initelem x + 1:

P+l=x+D*+x+1).
Polynom x2 + x + 1 uZ dil rozloZit nemGZeme: nema kofeny, a tedy nenf soudinem
linearnich polynomi.

23.6. Ulohy
23.6.1. RozloZte polynom x* + 1 nad télesy Z5 a Zs.

23.6.2. Kofen a polynomu f(x) je n-ndsobny, jestlize je polynom (x — a)"
délitelem polynomu f(x), ale polynom (x — a)"*! neni jeho dglitelem. Urdete viechny
kofeny, v&etn& ndsobnosti, polynomu x*> + x nad t&lesem Z, a nad télesem Z;.

23.6.3. Formdlni derivace polynomu f(x) = Zf,, je polynom f'(x) =

= Z nfx"" !, kden=14+1+...+1sn smtanm. Dokaite, Je plati obvykly
n=0
vzorec pro derivaci soudinu: [f(x) g(x)]’ = f'(x) g(x) + f(x) g'(x).
Ovétte, Ze kofen a polynomu f(x) je jednoduchy, kdykoli f’(a) # 0. Navod:
Pokud f(x) = (x — a)? g(x), je derivace polynomu f(x) dé&litelnd polynomem x — a.

23.7. Definice. Polynom f(x) je ireducibilni nad t&lesem T, jestliZe neni sou-
ginem f(x) = a(x) b(x), kde a(x) a b(x) jsou polynomy nad T nizsiho stupnd nez
st f(x).

Naptiklad kazdy linearni polynom je ireducibilni. Polynom x? + 1 je rozlo-
Zitelny nad telesem Z,: plati x*> + 1 = (x + 1) (x + 1). Nad telesem Z; je viak
ireducibilni. To plyne z faktu, Ze nad timto télesem nema kofeny:

23.8. Tvrzeni. Ireducibilni polynom stupné >1 nema Z4dné kofeny. Naopak,
polynom stupné& 2 nebo 3, ktery nema kofeny, je ireducibilni.
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Dtikaz. Jestlize m4 ireducibilni polynom f(x) koten a, plati f(x) = g(x)(x — a)
(viz 23.2), kde st g(x) = stf(x) — 1. Z definice ireducibility plyne, Ze st f(x) =
=st(x —a)=1

JestliZe polynom f(x) stupn& 2 nebo 3 nemd kofeny, je ireducibilni. To plyne
z faktu, %e ka?dy polynom stupné 1 ma koten, a pokud f(x) = a(x) b(x), kde oba
polynomy a(x) i b(x) maji stupefi mensi neZ st f (x), potom jeden z t¥chto polynomi
je stupné 1.

23.9. Priklady

23.9.1. Polynom (x? + x + 1)? neni ireducibilni, protoZe je soucinem dvou
(stejnych) polynomil stupné 2. Pfitom nad télesem Z, nem4 tento polynom kofeny.

vvvvv

Pro polynomy stupng =4 tedy nestalf zjisfovat kofeny k urdeni ireducibility.

23.9.2. Je polynom x* + x* + 1 ireducibilni nad Z,? Snadno zjistime, Ze
nema koteny, tak¥e neni délitelny linedrnim polynomem. Jediny rozklad, ktery
ptichazi v uvahu, je tedy a(x) b(x), kde a(x) i b(x) jsou polynomy stupn& 2. Navic
tyto polynomy nemohou mit nad Z, kofen. Takovy polynom existuje jen jeden:
x4+ x+ 1 Pro a(x)=b(x) =x*+x + 1 je viak a(x)b(x) = x* + x> + L.
Dokazali jsme tedy, Ze polynom x* + x> + 1 je ireducibilni nad Z,.

23.10. Ulohy
23.10.1. Je polynom x* + x* + 1 ireducibilni nad télesem Z3?

23.10.2. Ovéite, e polynom x> + 1 je ireducibilni nad télesem R redlnych
gisel. Jak vypadaji viechny ireducibilni polynomy stupné 2 nad R? A nad télesem
komplexnich &isel?

23.10.3. Ovéfte, Ze Z4dny realny polynom stupn& =3 nenf ireducibilni (nad R).
Névod: s kazdym komplexnim kotenem a je i komplexni sdruZené &islo @ kofenem
a polynom (x — a) (x — a) je realny.

23.10.4. DokaZte, Je kazdy polynom (nad libovolnym t&lesem) je soudinem
ireducibilnich polynomii. Uvédomte si, co to znamena pro redlné polynomy. Navod:
matematicka indukce podle st f(x). Bud je polynom f(x) ireducibilni, nebo f (x) =
= a(x) b(x) a na polynomy a(x) a b(x) pouZijeme indukéni krok.

23.10.5. Normovany polynom je polynom, jehoZ koeficient u nejvyssi mocniny
je 1. (Nad t&lesem Z, je kazdy nenulovy polynom normovany, ale nad télesem Z,
jiZ ne.) Ovéite, Ze kaZdy nenulovy polynom f (x) je tvaru f(x) = k f(x), kde k + 0
je konstanta a f (x) je normovany polynom. Ovéite, 7e kaZdy normovany polynom
je sou&inem ireducibilnich normovanych polynomu.
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23.11. Véta. Pro ka*dy ireducibilni polynom q(x) nad télesem T je okruh
polynomii T|q(x) (20.9) télesem.

Dikaz. Prvky okruhu T/g(x) jsou polynomy a(z) stupné k < st g(x). Nasim
tkolem je dokézat, Ze pokud k + —1 (t]. pokud a(z) neni 0), m4 prvek a(z) inverzni
prvek v T/q(x). Postupujeme matematickou indukci podle k.

Pokud k = 0, je a(z) = a, (# 0) a inverznim prvkem je konstantni po-
Iynom ajt.

Pro k + 1 piedpokladime, Ze vSechny nenulové polynomy stupné < k maji
inverzni prvky. Dglime polynom g(x) polynomem a(x) a dostaneme podil s(x)
a zbytek r(x):

(23.11.1) q(x) = s(x) a(x) + r(x), str(x) < k.

ProtoZe polynom g¢(x) je ireducibilni, nemtZe platit a(x) = s(x) a(x). (Vime, ze
stupefi polynomu a(x) je mensi ne? polynomu q(x), ale v&i ne? 0, tak¥e plati
st s(x) < st g(x).) To znamena, e r(x) je nenulovy polynom. Jeho stupefi je mensi
neZ st g(x), takZe i r(z) je nenulovy prvek v okruhu T/q(x). Podle induk&niho pted-
pokladu existuje polynom p(z), inverzni k tomuto prvku:

P2)r(z) =1 v Tig(x).

V promé&nné x to znamena, Ze zbytek po d&leni polynomu p(x) r(x) polynomem q(x)
je 1. Ozna&me £(x) podil tohoto d&leni, pak

p(x) r(x) = t(x) q(x) + 1.

Vynédsobme rovnici (23.11.1) &lenem p(x):

P(x) q(x) = p(x) s(x) a(x) + (x) g(x) + 1.
Dosadime promé&nnou z, pro kterou plati q(z) = 0:

0 = p(z) s(z) a(z) + 1.

To znamend, Ze prvek —p(z) s(z) v okruhu T/q(x) je inverzni k prvku a(z), protoze
-p(2) 5(z) a(z) = 1.

ProtoZe ma kaZdy nenulovy prvek okruhu T/q(x) inverzni prvek, je tento okruh

télesem.

23.12. Piiklady

23.12.1. Polynom x? + 1 je ireducibilni nad t&lesem R redlnych &fsel. Proto je
okruh R/(x* + 1) (komplexnich &isel) t&lesem.

23.12.2. Polynom x? + x + 1 je ireducibilni nad t&lesem Z,, protoZe nemé
kofeny. Proto je okruh Z,/(x* + x + 1) télesem. Skutend, v tabulce ndsobeni
20.10.2 v kaZdém nenulovém tadku najdete jednicku, takZe kaZdy nenulovy prvek
md inverzni prvek.

23.12.3. Polynom x? + 1 je rozloZitelny nad tlesem Z,: plati x2+1 =
= (x + 1)% Proto neprekvapuje, e okruh Z,/(x* + 1) neni t&lesem. Skuteng,
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v ¥adku prvku z + 1 v tabulce ndsobeni 20.10.1 neni jednitka, takZe tento prvek
nema inverzni prvek.

23.13. Poznimka. T&leso T/g(x), kde g(x) je ireducibilni polynom, se nazyva
algebraické rozsifeni télesa T. Téleso redlnych &isel mé jen jediné algebraické rozsi-
feni — téleso komplexnich &isel. Naproti tomu konetna télesa maji libovolng velka
algebraicka rozsifeni, jak uvidime pozdéji.

Obecndji se rozsifenim télesa Trozumi téleso T*, které ptivodni téleso obsahuje
(T = T*) a viechny algebraické operace télesa T davaji stejné vysledky, i kdyZ je
provadime v t&lese T*. Napfiklad teleso T/q(x) obsahuje prvky te T (povaZované
za konstantni polynomy) a soudet ¢ + ¢’ ma pro ¢, t' € T stejny vyznam v t&lesech T
i T)q(x). TotéZ plati pro rozdil, soucin a podil.

Ka?dy polynom nad télesem T je ovsem i polynomem nad rozsifenym té-
lesem T*.

23.14. Ulohy. Pro libovolny ireducibilni polynom g(x) stupné m nad télesem T
dokazte, Ze plati:

23.14.1. Prvek z t&lesa T/q(x) neni kofenem Zadného nenulového polynomu
f(x) nad T stupné <m. Navod: f(z) je prvek t&lesa T/q(x)-

23.14.2. Polynom f(x) nad T mé kofen z v télese T/q(x), pravé kdyZ je nisob-
kem polynomu g(x). Névod: na zbytek po deleni f (x) : g(x) poutzijte pfedchozi
cvieni.

23.14.3. Jestlize polynom g(x) d&li soudin polynomil f(x) g(x), potom déli
bud polynom f(x), nebo polynom g(x). Navod: v télese T/q(x) plati f(z) g(z) = 0,
a tedy f(z) = 0 nebo g(z) = 0.

23.14.4. Bud §(x) ireducibilni polynom, ktery neni skalarnim nasobkem poly-
nomu ¢(x), ti. (x) # t g(x) pro t € T. KaZdy polynom £(x), délitelny polynomy q(x)
a §(x), je délitelny i jejich soucinem g(x) §(x). Navod: v telese T/q(x) je f(z) = 0,
ptitom f(x) = h(x) 4(x), a protoZe 4(z) + 0 (podle 23.14.2), je h(z) = 0. Podle
23.14.2 je h(x) = k(x) g(x).

23.14.5. Zobecnéte predchozi cviteni na libovolné ireducibilni polynomy
q(x), ... qi(x): pokud Zadny neni skaldrnim nasobkem jiného, pak kaZdy polynom,
délitelny témito polynomy, je dglitelny i jejich soudinem. Néavod: matematicka in-
dukce a 23.14.3.

23.14.6. Dokazte vétu o rozkladu: kazdy polynom f (x) nad télesem T je tvaru
F(x) = 14,(x) 42(x) - qulx), kde teTa g,(x) jsou normované ireducibilai polyno-
my, uréené aZ na pofadi jednozna&né. Navod: existence plyne z 23.10.4 a 23.10.5,
jednoznaénost z 23.14.5.
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23.15. Definice. Téleso

Z,/q(x),
kde p je prvotislo a g(x) je ireducibilni polynom stupné n nad Z,,, se nazyva Galoisovo
(¢ti galodzovo) a oznaduje se

GF(p").

23.16. Pfiklady

23.16.1. GF(4) je t&leso Z,[(x* + x + 1). Vime totiZ, Ze polynom x2 + x + 1
(ktery nemd nad Z, kofeny) je ireducibilni. Tabulka s&iténi a nasobeni telesa GF. (4)
je uvedena v 20.10.

23.16.2. GF(16) je t&leso Z,[(x* + x* + 1).

23.16.3. GF(9) je t&leso Zs/(x* + 1) a také tSleso Z,/(x + x + 2). Pozdgji
uvidime, Ze jde jen o dv& riizné reprezentace stejného t&lesa.

23.17. Uloha. Ovéite, e pokud polynom q(x) neni ireducibilni nad t&lesem T,
neni T/q(x) t&leso. Navod: v kazdém t&lese z ab = 0 plyne @ = 0 nebo b — 0,

23.18. Poznimka. KaZdé t&leso Z,, kde p je prvocislo, je Galoisovo t&leso:
Z, = Z,/(x — 1). Dalii Galoisova t&lesa jsou uvedena v dodatku Al.

Pozdéji ukaZzeme, Ze

a) pro kazdou mocninu prvogisla p" existuje t&leso GF(p"), tj. existuje ireduci-
bilni polynom g(x) stupn& n nad t&lesem Z, (v ostrém kontrastu s t&lesem
realnych &isel, viz 23.10.3!),

b) na vybéru polynomu g(x) nezalei,

¢) jina koneéna t&lesa nez Galoisova t&lesa neexistuji.

24. R4d a primitivni prvky

Prvek a + 0 ma v t&lese Fdd r, jestliZe je r nejmensi &islo 1, 2, 3, ... takové,
Ze a" = 1. (Zde " = aa...a je soudin s r &initeli, definujeme také a® — 1.) Pokud
takové ¢&islo r neexistuje, je ¥ad prvku a roven oo. Napfiklad v t&lese redlnych &isel
maji vSechna Cisla fad oo krom& 1 (r = 1), —1 (r = 2) a 0 (tad neni definovan).

V konedném télese se ¥ad oo nevyskytuje:

24.1. Tvrzeni. Kazdy prvek a + 0 kone&ného télesa ma kone¢ny fad r. Prvky
1, a,a%...,a""! jsou navzijem rizné a plati:
a® =1, pravé kdyZ je n nasobkem &isla r (n=1,2,3, e

Poznamka. Plati tedy a" = o™ (n > m), pravé kdyz &islo r déli rozdil n — m.
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Diikaz. Prvky a" kde n je libovolné ptirozené &islo, nemohou byt v koneném
télese navzajem rizné. Zvolme nejmensi Cislo r = 1,2, 3, ... takové, Ze a*’
(pro n&které n). Tuto rovnici délime prvkem a" a dostaneme a" = 1. Je tedy r fadem
prvku a a prvky 1, @, a?, ..., a’ " ! jsou navzijem rizné.

Pro kazdy nasobek n = kr &isla r plati a” = (a")* = 1* = 1. Naopak, pokud
a" = 1, ovétime, Ze &islo n je nasobkem &isla r. Provedeme celociselné déleni n:r
a dostaneme podil q a zbytek r, tak, Ze plati

=a"

n=gqr+ry a ro<r.
Mime dokézat, e ro, = 0, a to plyne z faktu, Ze r, je mendi neZ ¥ad r a pfitom
ro .
a’ =1
l=a"=a%a® = (ad)a° = 14" =a".

Nakonec, z rovnice a” = a™ plyne a" ™™ = 1, takZe &islo r dgli rozdil n — m.

24.2. Piiklad. V t&lese Z5 maji prvky tyto fady:
prvek 0 1 2 3 4
iad - 1 4 4 2.

24.3. Poznamka. Ukol rozloZit polynom x" — 1 (dileZity pro cyklické kédy)
je snadny v kazdém tglese, které obsahuje prvek a fadu n. Plati totiz

*—1=x=1)(x-a)(x—a?)..(x—a"").

Skutedng, mocniny a' jsou navzajem rzné kofeny polynomu x" — 1 (protoZe
(@) — 1 =(a")' =1 =1—1=0), a tedy polynom na pravé stran¢ d&li polynom
x" — 1(23.3). ProtoZe oba polynomy jsou stupné n a u mocniny x" majf koeficient 1,
plati uvedena rovnost.

24.4. Definice. Prvek g t&lesa T je primitivni, jestlize kazdy nenulovy prvek v T
je jeho mocninou (a’ pro i = 1,2,3,...).

24.5. Priklady

24.5.1. Cislo 2 je primitivni prvek t&lesa Z3: plati 2 = 2! a 1 = 2% Rad
isla 2 je 2.

24.5.2. Cislo 2 je primitivni i v télese Zs: plati2 = 21,3 = 2,4 = 2%al = 24,
Rad ¢&isla 2 je 4.

24.5.3. Prvek z je primitivni v télese GF(4) = Z,[(x* + x + 1). Plati z* =
=1+ zaz®=1. Radprvku z je 3.

24.6. Ulohy

24.6.1. Ov&ite, e v n-prvkovém télese je prvek primitivni, pravé kdyZ je fadu
n — 1. Navod: viz 24.1.
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24.6.2. Najd&te primitivni prvek télesa Z, a uréete fady vsech prvkid tohoto
télesa.

24.7. Véta. Kadé konecné téleso md primitivni proek.

Dikaz. Zvolme prvek a co nejvyssiho fadu r. Nasim tkolem je ovétit, 7e r =
=n — 1, kde n je poet prvki t&lesa (viz 24.6.1). ProtoZe prvky 1, a, ..., a"~! jsou
navzijem rizné, plati r < n — 1 (= podet viech nenulovych prvki). Na druhé
stran€, nerovnost r = n — 1 dok4Zeme tak, %e ovéfime, Ze kazdy nenulovy prvek
Jje kofenem polynomu x" — 1 (viz 23.4). Skutetng, pro libovolny nenulovy prvek b
ukdZeme, Ze jeho ¥4d s je délitelem &isla r, takZe b™ = 1 (viz 24.1). Sta&i oviem ukizat,
Ze kazdy ¢len prvodiselného rozkladu é&isla s je dilitelem &isla 7. Bud tedy p prvodislo
a zapiSme Cisla s a r ve tvaru

s=p's a r=p,
kde s” a ' jsou ¢isla nesoudélna s prvoéislem p (a kde j miize mit hodnotu 0). Nasim
ikolem je ovéfit, 7e i < j. K tomu sta&i najit prvek ¢ fadu p'r’: z volby &isla r plyne
P'r' £ r = p'¥, take i < j. Takovym prvkem je napt.

¢ = a”’p*.

Plati totiz

e = @ BT = (@) (b = 1,

Dile z rovnice ¢™ = 1 odvodime, Ze &islo m je dglitelné &isly p'ar — potom je m
delitelné i souCinem t&chto (nesoud&lnych) &isel, takZe p'r’ je ¥ad prvku c. Plati

1= (cm)r’ — ap-’mr' bs’mr' = (ar)m bs’mr' = bs'mr’ ,
takZe &islo s'mr’ je (podle 24.1) délitelné &islem s = p's’. Odtud plyne, e &islo m
je délitelné &islem p’. Nakonec,

1= (Cm)p‘ = gP'mp! ps'mpt o pImp! (b')"' = g?imp! ,
take &islo p/mp’ je délitelné &islem r = p’r’. Odtud plyne, Ze &islo m je délitelné
Cislem 7.

24.8. Disledek (Fermatova véta). V n-prvkovém télese T je kazdy prvek kofe-
nem polynomu x" — x. Plati tedy
(248.1) x"—x =][(x - a)
acT

(248.2) x"' -1 = IT x-a).

acT—{0}

Skute¢ng, bud b primitivni prvek t&lesa. Viechny nenulové prvky jsou
b,b%....,b"" !, a protoze b""! = 1, jsou vsechny tyto prvky kofeny polynomu
x""! — 1. Vztah (24.8.2) plyne z 23.3 a vyndsobenim obou stran &lenem x dostane-
me (24.8.1).
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24.9. Disledek. V n-prvkovém télese existuje prvek fadu m, pravé kdyZ je m
délitelem &isla n — 1.

Primitivni prvek b je totiZ fadu n — 1, takZe pokud n — 1 = mk, je mocnina b*
tadu m (plati ()" = b"* = 1). Naopak, jestliZe ma dany prvek ¥ad m, vyjadiime
jej ve tvaru b*. Plati (b¥)" = 1, takZe soudin km d&li &islo n — 1, a proto i m d&li
Gislo n — 1.

24.10. Pfiklad. V télese Z; plati

Nox=x(x-1)(x-2(x-3)(x~-4.
Primitivni prvky jsou &isla 2 a 3, ty jsou fadu 4. Cislo 4 = 2% je tadu 2. Cislo 1 je
fadu 1. R4d &sla 0 neni definovan.

24.11. Tabulky Galoisovych téles. Vyhodny zpisob urceni Galoisova télesa
GF(p") = Z,/q(x) je ten, Ze zvolime primitivni prvek a a vyjad¥ime viechny nenulové
prvky (tj. nenulové polynomy promé&nné z stupné <n) ve tvaru a‘. Potom je soucet
v GF(p") obygejny soudet polynomi a soutin je din vztahem a‘a’ = a'*J. Takovym
zpiisobem jsou zadéna ,,mald* Galoisova t&lesa v dodatku Al.

Naptiklad téleso

GF(9) = ZyJ(x* + 1)
mé primitivni prvek 1 + z. (Prvek z nenf primitivni: z* = 1.) Plati

Q+2)=1+2 Q+2z=2+2z

(1+z2)P=2z Q+2z)f =z
1+2P=1+2z Q+2)=2+z
(1+2)*=2 l+z®=1.

Nyni miiZeme snadno nasobit v t&lese GF(9), napf.
(2+22)(1+22)=(1 + )" =1.

25. Charakteristika télesa

Charakteristika t&lesa T je prvo&islo p takové, Ze téleso T je roz§ifenim télesa Z,.
Potom i polynomy nad Z, se stavaji polynomy nad tslesem T. Tyto polynomy maji
dille¥itou vlastnost: s kadym kofenem a jsou i a?, a’?, a® ... kofeny. Viechna tato
fakta sm&fuji k popisu koneénych téles a k rozkladu polynomu x" — 1.

25.1. Charakteristika télesa. Charakteristikou télesa T se nazyvid nejmensi
gislo p takové, Ze soudet 1 + 1+ ... + 1 (sp sé¢itanci) je roven 0. Pokud takové
&islo neexistuje, ma téleso charakteristiku co.

Téleso Z, ma charakteristiku 2 a stejnou charakteristiku maji jeho rozifeni
GF(2") = Z,/q(x). Obecné&ji, Galoisovo téleso GF(p") ma charakteristiku p. Téleso
realnych &sel ma oviem charakteristiku co.
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25.2. Tvrzeni. Charakteristika kazdého kone&ného t&lesa je prvocislo.

Dukaz. Oznadme a, = 1 + 1 + ... + 1 (n s¢itanc). Tyto prvky nemohou
byt v konetném t&lese navzajem riizné pro n = 1, 2,3, ... . Zvolme nejmensi &islo p
takové, %e a,,, = a, (pro n&které n). Plati

a, = ayyp,— 6, =0,
a tedy p je charakteristika télesa T.

Abychom ovétili, Ze p je prvolislo, ukdZeme, Ze kdykoli p = uv a u < p,
plati p = v (a u = 1). Skutetng,

0=a,=a,+a,+...+a, (vstitanct),
a protoZe z u < p plyne a, + 0, miZeme tuto rovnost délit prvkem a, a dostaneme
O0=1+1+..+41=aq, Potomv = p.

25.3. Poznamka. Ka¥dé t&leso T charakteristiky p je rozSifenim télesa Z,.
Prvky

0,1,2=14+1,3=14+1+1,..,p—1=14+1+4+..4+1
t&lesa T jsou totiZ navzajem riizné, ale (p — 1) + 1 = 0. Odtud plyne, Ze s¢itani
téchto prvkl v t&lese T je stejné jako v télese Z,: plati i + j = i + j — p, protozZe
p = 0. Podobné je tomu s dal§imi operacemi: ode€itidnim, nidsobenim a délenim.

Naopak ovsem kaZdé rozifeni télesa Z, je charakteristiky p.

25.4, Ulohy. Bud T t&leso charakteristiky p.

25.4.1. Pro kazdy prvek a v Z, (tj. kazdé celé &islo telesa T) plati a? = a
(viz 24.8). Oveite, Ze naopak z rovnosti a” = a plyne, Ze a je celé gislo. Navod:23.4,

25.4.2. Odvodte, 7e tad Zadného prvku neni délitelny &islem p. Navod: 24.1.

25.5. Véta. V télese charakteristiky p plati
(a + by = a? + b?
pro libovolné proky a a b,

Dukaz. Jde o snadnou aplikaci binomické véty, kterou oviem musime napfed
dokazat. Zavedeme obvyklym zplsobem faktoridly:

00=1 a kl=kik—-1)((k=-2)....2.1.
Plati oviem p! = 0 (protoZe p = 0), ale k! + 0 pro viechna k < p. MiZeme tedy
definovat kombinadéni &isla

n n!
= = —, 1 £k<n<
(J (1 — k)L k! d

L n n
ada1e<0> = <n> =1(n=0,1,...,p).
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Snadno ovéfite, Ze plati

n n n+1
() (20) - (%)
Binomick4 véta fika, Ze

- (n
(@+by=3(7)ab*
k=o\k
pron =0, 1,2,.... DokdZeme ji matematickou indukci. Pro n = 0 jsou obé& strany
rovny 1. Indukéni krok ov&fime Gpravou a zménou indexu (k zmé&nime na k — 1):

(a+by*'=(a+bya+(a+b)b=

- zn: (") akFipnE 4 Z": (") BT o

K=o \k K=o \k

n+1 n . n (n‘> _
— a bn-—k+1 + akbn k+1

k§1 (k - 1) k;o k

n+1 . h n kpn-k+1 n\ yn+1 _

Jor s Bl ) + ()] (0) o -
c (" + 1) BTk L prtt =

n+1 n -+ 1) .
— a bn+1-—k .

("

Pokud n = p, plati (

il
—
EE

|
:
+
™

) = 0 pro viechna k kromé 0 a p, takZe

(a + by =a”+ D"
25.6. Ulohy. Ovéite, Ze v télese charakteristiky p plati:

25.6.1. (a, + a, + ... + a,f = af + a5 + ... + a]. Ndvod: matematickou
indukci podle n.

25.6.2. (a + by"" = a”" + bP". Navod: matematickou indukei podle m.

25.63. (x + a)’ = x” + a? (ve smyslu ndsobeni polynomi). Navod: dikaz
je zcela analogicky diikazu rovnosti (a + b)? = a® + bP. Uvédomte si viak, Ze
nestadi dosadit x = b a pouZit pfedchozi véty.

25.64. (ap + a;x + apx* + ... + a X' = ab + alx? + afx’" + ... + afx?
(ve smyslu nasobeni polynomi). Navod: matematickou indukei podle k.

25.7. Disledek. Bud T téleso charakteristiky p. JestliZe polynom f(x) nad
t&lesem Z, mé kofen a v tlese T, potom jsou i a?, a®?, a®? ... kofeny polynomu f(x).
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Skute¢ng, pro koeficienty f; polynomu f(x) plati f? = f, (25.4.1), takze
f(a?) = f§ + fla® + f2a® + ... + ffa*? =

= (fo + f1a + f,a*> + ... + fia")? =
=0,

25.8. Rozklad polynomu x" — 1

V teorii cyklickych kédt potfebujeme rozloZit polynom x® — 1 v soudin
linedrnich polynomi. JestliZze kédovou abecedou je Z,, kde p je prvogislo, stadi najit
prvek fadu n v n€kterém roziifeni télesa Z, — viz 24.3. To znamend, %e hledime
mocnitele m tak, aby v télese GF| (p"') existoval prvek ¥adu n. To neni moZné, pokud
Jje p délitelem &isla n, viz 25.4.2. Budeme tedy pracovat jen s &isly n, nedélitelnymi
Cislem p.

Obecnéji miZeme predpokladat, Ze kédova abeceda je GF(q), tedy Ze jde
o g-znakovy kéd, kde g je mocnina prvodisla. Pro &islo n, které je nesoudélné s g,
hleddme mocninu g™ takovou, Ze t€leso GF(g™) obsahuje prvek ¥4du n. UkaZeme,
Ze takovd mocnina vZdy existuje a je ji moZno ur¢it pomoci Eulerovy funkce.

25.8.1. Eulerova funkce ¢(n). Pro kaZdé &slo n = 1,2, 3, ... definujeme

@(n) = pocet &isel 1,2, ..., n — 1, nesouddlnych s &islem n .
Napfiklad ¢(3) = 2, protoZe 1 i 2 jsou &isla nesoudélnd s &islem 3. Obecnéiji:

¢(p) = p — 1 pro kazdé prvodislo p
(protoZe vsechna uvaZovana &isla jsou nesoud&lna s &islem p). Jest& obecnéji:
(258.1) o(p") = p* — p*"! pro kazdé prvotislo p a kazdé k =1,2,3,....
(Jedind &islai < p*, soudéInd s &islem p, jsou &isla i = pj,kdej = 1,2,..., p*" — 1,
a jejich potet je p*~*.) Dale uvedme, Ze pro dv& riizna prvoiisla p a g plati
(25.82) o(pg) =(p — 1) (g — 1).
(Jedina soudélna &isla s pg jsou piproi=1,...,q —laigproi=1,....p — 1,
takZe podet nesoud&lnych &isel je pg — (¢ — 1) — (p~ 1) = 1 = (p — 1) (g — 1).)
Odtud plyne tato tabulka:

n 123 456 7 8 9 10 11
on) 01 2 2 42 6 46 4 10

25.8.2. Fermatova-Eulerova véta. Pro kafdd dvé nesoudélnd &isla q a n plati
¢°™ =1 (mod n),
tj. &islo n je délitelem &isla q*™ — 1.

Dikaz. Budeme pracovat v okruhu Z/mod n tfid celych &isel modulo n (9.8).
Kazda tfida

[a] = {a + kn | k celé &islo}
Cisla a, nesoudéIného s &islem n, sestava ze samych &isel, ktera jsou s n nesoud&lna.
(Pokud totiZ &isla na x = a + kn majf spoleéného délitele d, potom d d&li i &islo kn,
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a tedy i rozdil x — kn = a, tak¥e d = 1.) Pfitom n&ktery prvek t¥idy [a] leZi mezi 1
an — 1. (Je to zbytek po déleni &isla a &islem n — ten nemizZe byt roven 0.)

Podle definice Eulerovy funkce existuje pravé o¢(n) &isel ay, as, ..., g
od 1 do n — 1, nesoudglnych s &slem n. To znamend, Ze existuje pravé ¢(n) t¥id
[a,], [az], -+, [@gm] Sisel, nesoud&lnych s &islem n. Oviem kazdé z &isel qa,, qas, ...,
cees QA j€ také s n nesoudélné a navic jsou jejich tfidy navzdjem rizné. JestliZe
totiz [qa;] = [ga;], potom rozdil qa; — qa; = q(a; — a;) je délitelny Cislem n,
takZe i &islo |a; — a;| je délitelné &islem n, ale |a; — a;| = 0,1,...,n — 1, takZe
a; —a; =0 (4. i =j). Odtud plyne, Ze tfidy [qa,], [ga2] ooy [48,m] jsou az
na potadi shodné s t¥idami [a,],[a.], ..., [@pwm]- Proto souliny téchto prvkd
v okruhu Z/mod n jsou také shodné:

[a1] [a2] --- [apem] = [ga:]1[qa2] - [42pm] -

Cislo a = aya,.. @y je oviem nesoudélné s Cislem n a podle posledni rovnice
plati

[a] = [4""a],
takZe rozdil ¢*™a — a = (g°™ — 1) a je délitelny &islem n. Odtud plyne, Ze &islo
g*™ — 1 je délitelné &islem n, a to jsme méli dokazat.

25.8.3. Disledek. Bud ¢ mocnina prvoéisla a bud n &islo, nesoudélné s Cislem q.
Potom v t&lese GF(g*™) existuje prvek a fadu n a plati

X*—l=(x—-1)(x~-a)..(x—a"") v GF(g*™).

Skutetng, poloZme m = ¢(n). Podle predchozi véty je &islo n délitelem Eisla
g™ — 1, tak¥e hledany prvek a existuje podle 24.9. Potom plati uvedeny rozklad

polynomu x" — 1 podle 24.3.
Casto mazeme volit mensiho mocnitele m neZ &islo ¢(n). Nejmensi mocnitel

je vZdy dglitelem &isla ¢(n).

25.8.4. Piiklad. Chceme rozloZit polynom x’ — 1 nad télesem, rozifujicim
téleso Z,. ProtoZe jsou éisla 2 a 7 nesoud&lna, a protoZe (p(7) = 6, vime, Ze nad
télesem GF(2°) = GF(64) existuje rozklad v linedrni &initele. Ale i v t¥lese GF(2?)
takovy rozklad najdeme. Primitivni prvek télesa GF(2%) je ¥adu 7. Naptiklad zvolme
prvek z t&lesa Z,[/(x® + x + 1) (viz dodatek Al). Plati

T —l=(x=-1)(x-2)(x—2)(x—2})(x - z*) (x - 2°) (x - %) .

O tom se miZete piesvéddit roznasobenim.

25.8.5. Uloha. Najdéte nejmensi rozsiteni t¥lesa (a) Z,, (b) Z; a (c) GF(4),

ve kterém ma polynom x° — 1 rozklad v soudin linedrnich initeld. V t&lese GF(4)

(viz A1) takovy rozklad skutedng napiste. Navod: v t&lese GF(64) je prvek z tadu 63,
a tedy prvek z7 je fadu 9.

25.9. Roziifeni télesa GF(q). Vime, Ze Galoisovo t&leso GF(p™) je roziifenim
télesa Z, (pomoci ireducibilniho polynomu stupné m). Obecngji, pro kaZzdou mocninu
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prvotisla ¢ = p* je Galoisovo téleso GF(gq™) rozsifenim t8lesa GF(gq), jinymi slovy,
GF(p™) je rozsifenim télesa GF(p®):

25.9.1. Tvrzeni. V t&lese GF(q™), kde g je mocninou prvodisla, tvoi vSechny
kofeny polynomu x? — x t&leso o g prveich, jehoZ roziifenim je téleso GF(q™).

Dikaz. V télese GF(q™) existuje prvek b ¥adu q — 1, protoZe &islo g — 1 dali
gislo q" —1=(q — 1) (g™ " + q""2 + ... + 1) (viz 24.9). Plati p*7! = 1, a tedy
b? = b. Prvky

0,1,b,b% ..., b7 2
jsou navzijem riizné a kaZdy z nich je kofenem polynomu x? — x. (Pro kazdé ;
je totiz (b1 — b¥ = (b%)" — b' = b’ — b' = 0.) To znamend, Ze to jsou pravg
vSechny kofeny polynomu x? — x (23.4). Mame dokdazat, Ze mnoZina

T=1{01b,..b17%
je télesem, jehoZ rozsifenim je t&leso GF(q"'). Jinymi slovy, operace télesa T jsou
shodné s operacemi t&lesa GF(q™). Stadi tedy ukdzat, Ze soudet, rozdil, souéin a podil
prvk( mnoZiny T opét leZi v mnozing T.

Pro ay, a, € T plati af = a, a a} = a,. Podle 25.6.2 plati

(ay + a0t =a? +a% =a, + a,,
takZe a; + a, € T; analogicky a, — a, € T, protoZe (—az)q = —al. Soulet a podil
dvou kotenl polynomu x? = x, je zfejm& také kotenem. Proto je T t&leso.

25.9.2. Disledek. Rozsifenimi t&lesa GF(g*) jsou visechna t&lesa GF ("™,
m=1,2,3 ...

To plyne z ptedchoziho tvrzeni, které aplikujeme na g* (coZ je oviem mocnina
prvodisla) misto na q.

25.9.3. Priklad. V t¢lese GF(16) (viz dodatek A1) jsou kofeny rovnice x* — x =
= (0 pravé prvky
0,1,z° a z'°,

Ty tvofi t&leso GF(4).

26. Minimalni polynomy

KaZzdy prvek a konegného télesa je kotenem né&kterého polynomu s celoé&isel-
nymi koeficienty — napf. polynomu x" — x (24.8). Minimélni polynom prvku a
je celoiselny polynom nejniZsiho moZného stupng s kotenem a. UkéZeme, jaké jsou
zdkladni vlastnosti minimalnich polynomit a jak se tyto polynomy hledaji. Pomoci
miniméalnich polynomi dokdZeme, Ze kaZdé kone&né téleso je Galoisovo téleso.
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26.1. Definice. Bud T t&leso charakteristiky p. Minimdlnim polynomem prvku
a & T nazgvime nenulovy polynom f(x) nad t¥lesem Z, minimélniho stupné takovy,

ze f(a) = 0.

26.2. P¥iklad. T¢leso

GF(4) = Z,/(x* + x + 1)
je charakteristiky 2. Minimélni polynom prvku z je polynom f(x) = x* + x + 1
(nad Z,). Plati totiZ f(z) = z> + z + 1 =0 a pro kazdy polynom g(x) stupng 1
nad Z, (tj. pro polynomy x a x + 1) je g(z) # 0.

Prvek z2 = 1 + z ma také minimélni polynom f(x), protoZe f(z8) =z* +
+1=z+ 22 + 1 = 0 a pfitom g(z?) # 0 pro kazdy polynom g(x) stupné 1.

Prvky samotného télesa Z, maji oviem minimalni polynomy stupné 1: mini-
malni polynom prvku 0 je x a minimélni polynom prvku 1 je x — 1.

26.3. Tvrzeni. Minimélni polynom prvku a je délitelem kaZd¢ho polynomu nad
télesem Z, s kofenem a.

Diikaz. Bud f(x) minimélni polynom a g(x) libovolny polynom nad télesem Z,
takovy, Ze g(a) = 0. D&lime polynom g(x) polynomem f (x) nad t&lesem Z,;:

g(x) = q(x) f(x) + r(x), st r(x) < stf(x).
Dosazenim prvku a dostavame 0 = 0 + r(a). To znamen4, Ze r(x) je polynom nad
télesem Z,, ktery md kofen a a pfitom je nizsiho stupné neZ minimélni polynom —
takovy polynom musf byt nulovy. Plati tedy g(x) = q(x) f(x).

26.4. Disledek. Minimalni polynom je (aZ na konstantni nasobek) jediny.
Podrobnéji, kazdy prvek ma pravé jeden normovany (23.10.5) minimélni polynom.

To plyne z faktu, Ze pokud polynom f (x) je dglitelem polynomu g(x) a také
naopak, g(x) je délitelem polynomu f (x), potom existuje konstanta k takova, Ze
f(x) = kg(x)(atok = f,g, ", kden = stf (x) = st g(x)). Jestlize jsou oba polynomy
normované, plati k = 1,

26.5. Priklad. Hledime minimélni polynom prvku 1 + z v t&lese GF(9) =
= Z,/(x* + 1), viz 24.11. Je ziejmé, Ze minimalni polynom neni stupné 1 (pak by
musel byt tvaru x — (1 + z), ale to neni polynom nad télesem Z). Viimneme si,
ze (1 + z)* = 2z, takZe

(1+2*=21+2)+2=0.

Minimalnim polynomem je tedy f(x) = x* — 2x + 2. Také jeho konstantni nisobek
2f(x) = 2x* — x + 1 je minimélni polynom. Dalii minimalni polynomy prvek
1 + z nemd.

26.6. Poznamka. KaZdy minimélni polynom je ireducibilni nad telesem Z,.
Jestlize je totiz f(x) = p(x) q(x) minimdlni polynom prvku a, pak z rovnice
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p(a) q(a) = O plyne, Ze jeden z polynomii p(x) a g(x) mé kofen a, a ten pak m4
stejny stupeii jako polynom f(x).

Také naopak: pokud ma ireducibilni polynom f(x) nad télesem Z, kofen a
v nékterém roziifeni télesa Z,, je f(x) minimalnim polynomem prvku a. To plyne
z 26.3.

26.7. Uloha. DokaZte, 7e pro kaZdy prvek n-prvkového télesa je minimalni
polynom délitelem polynomu x" — x (nad t&lesem Z,). Navod: Fermatova véta
a 26.3.

26.8. Pomoci minimdlnich polynom@ ukdZeme, Ye kazdé koneéné téleso je
izomorfni s nékterym Galoisovym t&lesem. Dv& t&lesa Ta T’ jsou izomorfni, jestlize
existuje vzajemné jednoznadné zobrazeni

t:T->T
(tj. zobrazeni prosté a na), zachovavajici algebraické operace:

t{a + b) = t(a) + 1(b),

ta — b) = t(a) — t(b),

t{ab) t(a) t(b),

t(a/b) t(a)/t(b), pokud b+ 0.

Takové zobrazeni se nazyva izomorfismus. Télesa T a T’ jsou potom v podstaté
totoZnd: jestliZe prvek a t&lesa T ,,pfejmenujeme’* na prvek t(a) télesa T', potom
toto pfejmenovani neméni algebraickou strukturu. Pfiklad izomorfismu jsme vidgli
v (9.8): Teleso Z, (s prvky 0 a 1) je izomorfni s tlesem Z/mod 2 (s prvky [0] a [1]).
Izomorfismus t: Z, - Z/mod 2 jen ptejmenovava prvky ptidanim zavorek.

i

I

26.8.1. Poznamka. Vzijemné& jednoznalné zobrazeni mezi tdlesy, t: T— T,
je izomorfismus prave kdyZ pro viechna a a b v T plati

(26.8.1)  t(a + b) = t{a) + t(b), t(ab) = 1(a)1(b),
(0)=0 a #(1)=1.
Skute¢né, jestliZe zobrazeni ¢ spliiuje tuto podminku, pak zachovava i operaci
odeéitani : plati
t(b) + t(=b) = t(b + (=b)) = (0) = 0,
takze ¢(—b) = —1(b), a odtud plyne
tla — b) = t{a + (=b)) = t{a) — 1(b) ;
podobné pro b + 0 plati
t(1/b)y t(b) = 1(1/b.b) = t(1) = 1,
takZe 1(1/b) = 1/t(b), a odtud plyne
t(alb) = t(a . 1/b) = t(a). 1/1(b) = t(a)/t(b) .
Naopak, kazdy izomorfismus spliiuje

H0)=t(1—-1)=1t1)-t1)=0
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1(1) = 1(1/1) = ((1)/(1) = 1.

Proto se izomorfismus obvykle definuje (stru¢ngjsi) podminkou (26.8.1).

26.9. Véta o konetnych télesech. KaZ?dé konecné t€leso je izomorfni s Galoiso-
vym télesem.

Poznimka. Podrobngji, kazdé konetné téleso T charakteristiky p je izomorfni
s télesem Z,[g(x), kde g(x) je minimalnf polynom primitivaiho prvku télesa T.

Dikaz. Bud T konetné téleso charakteristiky p. Zvolme primitivni prvek a
t&lesa T (24.7) a oznalme g(x) jeho normovany minimdlni polynom (26.4). Prvky
t&lesa Z,/q(x) jsou polynomy f(2) nad t€lesem Z, stupné <n, kde n = st g(x).
Kazdému takovému polynomu piifadme jeho hodnotu f(a) v télese T. Tak vznikne
zobrazeni

t:Z,/q(x) > T,
definované predpisem

1(f(2)) = f(a) .
DokaZeme, Ze t je izomorfismus. ]

1. Zobrazeni t je prosté. Jinymi slovy, pro kazd¢ dva polynomy f(z) a f(z)
stupné <n nad Z, takové, Ze f(a) = f(a), plati f(z) = f(2). Polynom f (z) — f(2)
mé totiz kofen a a pritom je niZ§iho stupné neZ n (= stupefi minimdlniho polynomu
g(x)), takZe je f(z) — f(z) nulovy polynom.

IL. ¢ je zobrazeni na. Nulovy polynom 0 spliiuje 1(0) = 0, takZe stali ovefit,
%e kazdy nenulovy prvek télesa T, tj. prvek tvaru a’, lezi v oboru hodnot zobrazeni ¢.
To je zfejmé, pokud i < n: plati t(z') = a'. Pro i = n vyuZijeme toho, Ze (normo-
vany) polynom g(x) ma kofen a. Plati

g@) =gqo + q1a + ... + gya" "t +a" =0,
takze viechny mocniny a’, kde i = n, miZeme vyjadfit pomoci mocnin 1, a, a?, ...
..., a""1, a tak najit polynom f(z) stupn¢ <n takovy, Ze f(a) = a'. Naptiklad

a"= —qo — g1 — ... qn-1a"-1 >
a tedy
(—qo — q12 — - — Gp12"" ) =a".
Podobné
"l = —qea — q1a® — ... = gu2d" = Quad" =
= —{qod — qa® — ... — qn—zan_l - ‘1:.—1(_(10 — 4 a = ...
PR Yt

atd.
TII. Zobrazeni t zachovava s&itani, protoZe

(f(2) + 7(2)) = £(a) + J(a) = ((f(2)) + 1(7(2)) -
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1V. Zobrazeni t zachovavé ndsobeni. Skuteng, je-li h(z) = f(z) f(z) soudin
v télese Z,[/q(x), je polynom h(x) zbytkem po déleni obydejného soudinu k(x) =
= f(x) f(x) polynomem ¢(x). Protoze g(a) = 0, plyne odtud h(a) = k(a). Proto

plati
H(f(2) /(2)) = t(h(z)) =
= h(a) =
= k(a) =
= f(a) f(a) =
= (f(2)) (](z)) -

V. Plati 1(0) = Oa¢(l) = 1.

26.10. Disledek. Pocet prvkil kazdého koneéného télesa je mocninoun prvo-
¢isla.

Z4dné 6-prvkové téleso tedy neexistuje. Pozd&ji dokaZeme i opatné tvrzeni:
kaZda mocnina prvodisla je potem prvki nékterého télesa.

26.11. Véta. Bud*T konecné téleso charakteristiky p. Potom minimdinim
polynomem prvku a € T je polynom
f(x)=(x = a)(x = a?) (x — a”)...(x — a""),

. . we wr r x +1
kde m je nejmensi &islo takové, %e a = a®"

Dikaz. I. Nejprve si uvédomime, Ze takové Cislo m existuje. Polet prvki
t¥lesa T je (podle pozndmky 26.9) p", takZe plati a”" = a (24.8). Cislo m tedy najdeme
mezi ¢isly 0,1,2,...,n — 1,

II. Ovéfime, Ze uvedeny polynom f(x) mé koeficienty v t&lese Z,,. Sta&i dokézat,
Ze koeficienty f; tohoto polynomu f(x) = f, + fix + ... + fix* spliuji f7 = f,,
takZe f; € Z, (25.4.1). Podle 25.6.4 plati

[f(X)P =18 + fIxP + ... + fPx*?.

Polynom [ f(x)]” md tedy u mocniny x* koeficient f7 (i = 0, ..., k). Na druhé strang,
protoZe

(x — @'} = x? — a'?

(25.6.3), plati
[P =(x —a)P(x — a®?...(x — a”" VP (x — a”")y =
= (3" ~ a?) (x* — a”)...(x* — a”") (x? — a"""").
Z volby &isla m plyne, Ze posledni soucinitel je x? — a, takZe

WP = (2 - ) (2 = @) (2 = @) .. (2 — ™) = (7).
Polynom f(x?) m& u mocniny x”? koeficient f;. Plati tedy /% = f;.

NI. Polynom f(x) je minimalni. Plati oviem f(a) = 0. Bud g(x) polynom nad
télesem Z, s kofenem a. Potom také a”, a®, ..., a" jsou kofeny polynomu g(x)
(25.7), takze polynom f(x) je délitelem polynomu g(x) (23.3).
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26.12. Pfiklad. Minimalni polynom prvku a = z2 + z v télese GF(16) (viz
dodatek Al). Plati z> + z = z°. Prvky z5 a z'° jsou rizné, ale z*°
Proto je minimélni polynom

) =(x-2)(x—-z%)=x>+x+1.

Prvek z (a tedy i z2, z* a z°%) m4 minimélni polynom x* + x + 1. Prvek z* (a tedy
iz, z'? a z?* = z°) m4 minimélni polynom

) =(x-2)Ex-2)(x—-z2)x-2)=x*+ +x* +x+1.

=z =a.

26.13. Ulohy
26.13.1. Urdete minimdlni polynomy v3ech prvki télesa GF (8).
26.13.2. Urdete minimalni polynomy viech prvki télesa GF (9).

26.14. Poznamka. Minimalni polynomy miiYeme obecngji zavést nad kazdym
télesem T,, jehoZ roziifenim (23.13) je dané téleso T. M inimdlni polynom prvku
a € T nad télesem T, je nenulovy polynom co nejniZsiho stupn& nad T, s kofenem a.
ProtoZe a je kofenem polynomu x" — x, ktery ma koeficienty v Tp, minimalni
polynom vzdy existuje. Je dglitelem viech polynomil nad T, s kofenem a.

Naptiklad t&leso GF(16) je roziifenim t&lesa

GF(4) = {0, 1, z°, z'%}

(25.9.3). Minimélni polynom prvku a € GF(16) nad t&lesem GF(4) je tedy polynom
s koeficienty 0, 1, z® nebo z'°. Naptiklad minimélni polynom prvku z° nad télesem
GF(4) je polynom linearni: x — z5. Minimélni polynom prvku z*> nad t&lesem
GF(4) je

f(x) = x>+ x + z'°.

Plati totiz f(z?) = z* + z* + z'® = 0 a Zadny linedrni polynom nad télesem GF(4)
nemad koten z>. Srovnejte s 26.12.

27. Konedna télesa

Vime jiZ, ¢ v podstaté jedind koneCnd télesa jsou Galoisova télesa (26.9).
Zbyva dokazat, Ze Galoisovo téleso Z,,/q(x) nezavisi na vybéru ireducibilniho poly-
nomu g(x) (ale jen na jeho stupni) a Ze existuji ireducibilni polynomy viech moZnych
stupnd.

27.1. Véta o jednoznaénosti. KaZdd dvé konecnd télesa o stejném poltu proki
Jjsou izomorfni.

Dukaz. Necht Ta T’ jsou kone&na télesa o stejném podtu prvki. Podle 26.9
existuje izomorfismus

t:Z,lq(x) - T,
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kde p je charakteristika t&lesa T a g(x) je miniméalni polynom (stupng n) nékterého
prvku télesa T. Tento polynom je délitelem polynomu x”* — x (26.7).

Téleso T’ m4 stejny polet prvki jako T, tedy p". M4 charakteristiku p (podle
pozndmky 26.9, aplikované na tgleso T’). Nad télesem T’ méme tedy rozklad na
linearni Cinitele

X —x =[] (x — b)

beT’
(24.8), a protoze polynom q(x) je délitelem polynomu x*" — x, je také soudinem
linedrnich &initeld nad t&lesem T'. Zvolme ko¥en b polynomu ¢(x) v télese T”. Pro
kaZdy polynom f(z) stupn& <n nad Z, oznatme

s(f(2)) = £(b)
hodnotu polynomu v bod& b. Tim vznika zobrazeni

s: Z,lq(x) = T’ .

DokaZeme, Ze s je izomorfismus (analogicky jako v dikazu véty 26.9).

Zobrazeni s je prosté: Polynom q(x) je minimalnim polynomem prvku b
(26.6), takZe pro kazdé dva polynomy f (2) a f(z) stupné <n takové, Ze f (b) = F(b)
plati f(z) = f(z). Polynom f(z) — f (z) méa totiz kofen b a je stupnd nejvyse
st g(x) — 1; je to tedy nulovy polynom. ProtoZe obg mnoZiny Z,/g(x) a T’ maji
stejny pocet prvkd, je zobrazeni s vzdjemné jednoznaéné.

Zobrazeni s zachovava s&itani:

s(/(2) + J(2)) = 7(b) + 7(b) = s(f(2)) + s((2)) -

Zobrazeni s zachovavd ndsobeni. Oznaéme f(z) f(z) = h(z) soudin v télese
Z,/a(x), ti. h(x) je zbytek po d&leni obyejného soudinu k(x) = f(x) f(x) nad Z,
polynomem ¢(x). Protoze g(b) = 0, plyne odtud h(b) = k(b). Je tedy

s(f(2) 1(2)) = h(b) = k(b) = 1(b) 7(b) = s(£(2)) s((2)) .

Nakonec 5(0) = 0 a s(1) = 1 — to je zfejmé.

Ow¢rili jsme, Ze s je izomorfismus. Odtud snadno plyne, Ze i inverzni zobrazeni
s~! (definované ptedpisem: s™H(y) = x, pravé kdy# s(x) = ) je izomorfismem

sTHT > Z,/q(x) .

Zobrazeni sloZené ze dvou izomorfismi

s T T

je rovnéz izomorfismem,

27.2. Priklad. Polynomy x> + 1 a x% + x + 2 jsou oba ireducibilni nad t&le-
sem Z; (protoZe ani jeden nemé koteny nad Z3). Télesa Z,[(x* + 1), viz 24.11,
a Zs/(x* + x + 2), viz Al, jsou tedy izomorfni — a obg oznacujeme GF(9).

Skuteing, zobrazeni

$: Z3[(x* + 1) > Z,[(x? + x + 2)
definované predpisem

S(fo +f12) =fo+ i+ fiz

je izomorfismus. Snadno se o tom presvédiite pii pouZiti popisu t&les.
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27.3. Véta o existenci. Pro kaZdé prvodislo p existuji ireducibilni polynomy
vsech stupiin = 1,2,3, ... nad télesem Z,, a existuji tedy Galoisova télesa GF(p").

Dikaz. Postup ditkazu bude opaény: sestrojime téleso T o p" prvcich. Podle
26.9 je minimélni polynom primitivniho prvku télesa T hledanym ireducibilnim
polynomem stupné n.

I. Téleso T*: sestrojime nejdiive t8leso T* charakteristiky p, ve kterém se
polynom

x” - x
rozklada v soudin linedrnich &initelit.

Definujeme postupné télesa Te < Tt < T ... tak, Ze n€které z nich ma hle-
dany rozklad. PoloZme nejdiive

Ty =Z,.

Polynom x* — x rozloZime nad timto t&lesem v soucin normovanych ireducibilnich
&initeld (23.14.6):

X" — x = a,(x) ay(x) ... a,(x) nad Tg.

Jestlize plati ko, = p", jsou vechny tyto Cleny nutnd linearni a jsme hotovi, T = T;.
Naopak v piipadg, Ze k, < p", zvolime polynom a{x) stupng =2 a poloZime

TY = Talafx).

Polynom x”" — x rozloZime nad timto t€lesem opgt v soudin normovanych iredu-
cibilnich polynomi

xP" — x = by(x) by(x) ... b (x) mad T7.

Kazdy linearni &initel z minulého rozkladu se opakuje i zde. Pokud totiZ a;(x) =
— x — ¢, je ¢ kotenem polynomu x”" — x nad t€lesem Tg (a tedy i nad t€lesem TY),
tak¥e b;.(x) = x — ¢ pro n&které j'. Navic prvek z télesa T#/a(x) spliiuje a,(z) = 0,
a tedy je z novym kofenem polynomu xP"* — x nad télesem T7. Odtud plyne, Ze
podet k, &initell je v&tsi neZ podet k. JestliZe nyni plati k, = p", jsou vsichni Cinitelé
posledniho rozkladu linedrni a jsme hotovi, T = T¥. V opagném piipadé zvolime
polynom b (x) stupn& =2 a poloZime

T; = T1/b(x).

V tomto t&lese md polynom x** — x rozklad na k, > k, ireducibilnich polynomf,
atd. ProtoZe podet k; Ciniteldl rozkladu v télese T¥* nemiiZe rist nad &islo p”, je zfejmé,
7e v nékterém télese TF ma polynom x?" — x rozklad na linearni &initele. PoloZime
T* = T;.

IL. Téleso T: oznaéme T mnoZinu viech kofend polynomu X" — x v télese T*.
Tedy T = {a e T*| a™ = a}. PFi algebraickjch operacich, definovanych jako v t&-
lese T*, je mnoZina T t&lesem — diikaz je analogicky jako v 25.9.1. T¢leso T ma p”
prvki, protoZe polynom x”" — x se rozklada nad télesem T* v soudin linedrnich
faktor®i, které jsou navzijem riizné. (Jinak by mél polynom xP" — x vicendsobny
koten v t&lese T, viz 23.6.2, ale to neni moZné podle 23.6.3: derivace (x*" = x) =
= p"x”"~! — | = —1 nemd Z4dny ko¥en.)
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28. Generujici kofeny cyklického kédu

Vyznamny zplsob uréeni cyklického kédu je stanoveni spolednych kofent
viech polynomit tohoto kédu. Koteny leZi v urditém roziiteni kédové abecedy.
UkdZeme, Ze nezdleZi na tom, ve kterém rozsifeni pracujeme a déle stanovime, jak
se z generujicich kofend vytvofi generuijici polynom a kontrolni matice.

28.1. Bindrni kédy. Probereme nejprve piipad binirniho cyklického kédu.
Kédovou abecedou je tedy téleso Z,. Ka¥dé t&leso T charakteristiky 2 (tj. takové,
Zeplati 1 + 1 = 0) je rozsitenim kodové abecedy: prvky 0 a 1 télesa T tvo¥ téleso Z,.

Chceme stru¢né charakterizovat bindrni cyklické koédy délky n. DileZity je
predpoklad, Ze ¢islo # je liché. Potom miiZeme najit roziiteni T abecedy Z, s prvkem «
tadu n (25.8.3). V télese T rozloZime polynom x" — 1 na linedrn{ &initele:

X —l=(x—=1)(x—a)(x—a?)...(x — a1,

Piitom jsou mocniny 1, a, ..., "~ ! navzdjem rtizné (24.1). Téleso T najdeme jako
T = GF(2"), kde m je (nejmen3i) ¢islo takové, e n je délitelem &isla 2™ — 1. Toto
¢islo m Jze najit mezi déliteli &isla (p(n), viz 25.8. PFiklady:

n 3 5 7 9 11 13 15 17 19

m 2 4 3 6 10 11 4 8 18.

Napfriklad v t&lese GF (8) zvolme o« = z (viz tabulku Al). ProtoZe ma prvek a fad 7,
plati
(8L T —1=(x=1)(x —a)(x — o) (x - 0®) (x — a*) (x — &®)_x — af).

KaZdy bindrni cyklicky k6d K délky n je charakterizovan svym generujicim
polynomem g(x), ktery je délitelem polynomu x" — 1 (21.4). V rozsifeném télese T
ma tedy i polynom g(x) rozklad

g(x) = (x —a') (x — &) ... (x — ).

Potom pro kazdy polynom v(z) okruhu Z§” plati: v(z) je kédové slovo, pravé kdyz
mé kofeny «', a2, ..., o, Strudng&ji:

(2812)  v(z)eK<=v(@™) =0 pro k=12 ...,5.

Kazd¢ kédové slovo je totiz tvaru o(z) = q(z) g(z) (21.4), a tedy v(«™) = g(a’).0 =
= 0. Naopak, jestliZe plati v(a’*) = 0, potom je polynom v(x) délitelny polynomem
g9(x) (23.3), a tedy v(z) € K. Kéd K je tedy tiplng charakterizovan koteny

a't, ol
Casto neni tfeba znit vechny kofeny polynomu g(x), staci jen nékteré.

28.1.2. Definice. Rikame, Ze binarni cyklicky kéd K délky n ma generujici

kofeny o', a’, ..., o', jestlize a je prvek ¥adu n (v ntkterém roziifeni t¥lesa Z,)
a pro kazdy polynom v(z) v okruhu Z% platf vztah 28.1.2.

28.2. Pfiklady
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28.2.1. Hammingtiv (7, 4)-kéd (21.7.3). Tento kéd ma délku 7 a generujici
polynom g(x) = x* + x + 1.

V télese GF(8) mame rozklad (28.1.1). Pfitom prvek o= z) je kofenem poly-
nomu g(x). Odtud plyne, Ze také o® a a* jsou jeho kotfeny (25.7), a tedy

g(x) = (x — @) (x — «?) (x — a*) nad GF(8).
Vidime, Ze o, a® a a* jsou generujici kofeny Hammingova koédu. Také sam kofen o
je generujici kofen: ma-li polynom v(z) v Z{” kofen «, ma i kofeny a? a a*, a tedy
je délitelny polynomem g(z) (23.3).

28.2.2. K6d celkové kontroly parity (4.6). Jeho jediny generujici kofen je 1.
Polynom o(z) m4 totiz koten 1, pravé kdyZ v, + v, + ... + v,—y = 1, tj. pravé kdyZ
ma slovo vy, . . .0, sudou paritu.

28.2.3. Uréime binarni cyklicky kéd délky 15 s generujicimi kofeny «, o aa’
(kde o je prvek fadu 15). Zvolime rozsiteni GF(16) kodové abecedy Z, (viz dodatek
A1): primitivni prvek « = z je fddu 15. KaZdy polynom nad télesem Z, s kofenem o
je, podle 26.3, délitelny minimélnim polynomem prvku «, a to je polynom

M(x)=x*+x+1,
viz 26.12. Kofen o neni dileZity (protoZe kazdy polynom s kofenem a ma i kofen o?,
viz 25.7). Minimdlni polynom prvku o’ je

Ms(x) =x* +x + 1.
Kazdé kédové slovo je polynom o(z) v Z§'®, délitelny polynomy M,(x) a M(x),
a tedy délitelny jejich soucinem

g(x) = M(x) Ms(x),
viz 23.14.4 a 26.3. Polynom g(x) je generujicim polynomem naseho kdédu: protoZe
ma koteny a, «® a «°, je kédovym slovem a kaZdé kodové slovo je nisobkem poly-
nomu g(x). Generujici kofeny tedy zadaly cyklicky (15, 9)-kéd s generujicim
polynomem

g(x) = (x* + x + 1) (x* + x + 1).

28.3. Generujici polynom. Jestlize zndme generujici kofeny kddu, je generujici
polynom sou¢inem minimdlnich polynomil generujicich kofend (jak jsme to vid&li
v pfedchozim ptiklad&). Podrobngji, bud K bindrni cyklicky kod délky n s generu-
jicimi kofeny &', &2, ..., o*. Oznaéme M (x) minim4lni polynom prvku a’.

a) Jestlize jsou minimalni polynomy M;(x),..., M;(x) po dvou riizné, ma
kéd K generujici polynom

g(x) = M, (x) Mi,(x) ... M; (x) .

Je totiZ zfejmé, Ze polynom g(x) ma kofeny a't, ..., o', takZe je kédovym
slovem. Pfitom kazdé kédové slovo je délitelné polynomem g(x) (viz 23.14.5 a 26.3).

b) JestliZe prvky «'? a o' maji stejny minimalni polynom, mtiZeme jeden z nich
vyskrtnout a opét zbydou generujici kofeny kédu K.

Kazdy polynom s kofenem a'» ma totiZ i kofen o' (a naopak).
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28.3.1. Priklad. Hammingovy kody (14.4) jsou binarni cyklické kédy délky
2" — 1 s jedinym generujicim kofenem «. JestliZe totiZ zvolime primitivni prvek o
v Galoisove télese GF(2"), pak minimalni polynom prvku o je polynom g(x) stupng
m (viz 26.11). Ten je generujicim polynomem kédu, takZe jde o kéd s m kontrolnimi
znaky, tj. (2" — 1, 2" — m — 1)-kéd a ten je Hammingovym koédem, viz 14.13,
protoZe neobsahuje slova véhy 1 nebo 2. (Slovo, v(z) = z*' + z/ vahy 2 nespliiuje
v(%) = 0, protoZe prvek a je fadu 2™ — 1, a tedy o' + o/, viz 24.1)

28.4. Kontrolni matice. Jestlie pracujeme v roziiteni T = GF(2™) kédové
abecedy Z,, potom prvky tohoto rozifeni jsou polynomy a(z) stupn& <m nad
t€lesem Z,, které miZeme chipat jako sloupce jejich koeficientii:

a
a

m-1
m—2

a;

o
V tomto smyslu se kazd4 matice o k fadcich nad t&lesem T stava binarni matici o km
fadcich. Napfiklad nad t&lesem GF(8) volime a = z jako v 28.2.1 a vytvofime jedno-
fadkovou matici

[1 oo o a*a® af].

S pouZitim tabulky télesa GF(8) (viz Al) miiZeme prepsat tuto matici do binarniho
tvaru. Napfiklad & = z je tento sloupec

atd. Vznika tedy tato binarni matice:
0010111
0101110},
1001011

To je kontrolni matice Hammingova (7, 4)-kédu, viz 21.7.3. Obecné:

28.4.1. Tvrzeni. Binirni cyklicky kéd délky n s generujicimi  kofeny
a't, &', ..., a'* m4 tuto kontrolni matici:
Lo ()2 (eM)3 ... (afryrt
1a™ (@) (02)® ... (a2t

(2841) H=
Lot (af)? ()3 ... (af)~!
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Dikaz. Pro kazdy polynom o(z) v Z” plati

Vo vy + vyt + vy (0)? + .. + ORI o)
glon | Zfo 0,02 + 0y(0)? + o+ v,y (@] v(e'?)
Up—1 0o + v, + vy(07)? + o+ v (@) oo

Vidime, Ze kédova slova jsou pravé ta, pro ktera Hv" je nulovy sloupec. To znamena,
7e H je kontrolni matice.

28.4.2. P¥iklad. K6d z prikladu 28.2.3 ma tuto kontrolni matici

-1 a az a3 cx4- aS (X6 d7 aS 069 alO all (X12 (Z13 (Z14
H = Ll oS al® 1 oS a®1 o at®1 o %1 o o(10]
zapsanou v t&lese GF(16). S pouZitim tabulky télesa (viz A1), kde a = z, dostdvame
bindrni tvar této matice
0 0 01 0011010111 1]
001001101011 11090
0100110101 11100
10001001 1010111
H o= | o e .
000O0OOOOO0OO0OOOOOO
0111111111 11111
0111111111 11111
1 01 01010101 01 0 1]

v

7 této matice miZeme jistd vynechat paty a Sesty fadek. Tim dostaneme matici
typu (6, 15) a to odpovida Sesti kontrolnim znakim kodu.

28.5. Obecné kédy. Obecn& pracujeme s g-znakovym cyklickym kédem, kde g
je mocnina prvocisla. Budeme piedpokladat, Ze délka kédu n je nesoud&Ina s éislem g
(pro jiné cyklické kody generujici kofeny nezavadime). Najdeme roziifeni T = GF (g™
kédové abecedy s prvkem a ¥adu n, a tedy s rozkladem

X —1=x=-1)x—-a)...(x—a7Y,
viz 25.8.3. (Mocnitele m maZeme vZdy najit mezi déliteli &isla ¢(n).)

28.6. Definice. Generujicimi koreny cyklického kodu K délky n v abecedé T
nazyvame prvky o't, &%, ..., &'* takové, Ze  je prvek n-tého fadu v nekterém rozsifeni
abecedy T a pro kaZdy polynom v(z) v T plati:

o(z) je kédové slovo, praveé kdyZz o(e’) = 0 pro viechna i = iy, iz, ..., is

28.7. Poznamka. Analogicky jako v bindrnim p¥ipadé je generujici polynom
soudinem viech navzdjem réznych minimalnich polynomi generujicich kofent.
Zde oviem minimalnim polynomem se rozumi polynom nad télesem To = GF(q),
viz 26.14.
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28.8. Priklady

28.8.1. Urcime generujici kofeny ternarniho cyklického kédu délky 8 s generu-
jicim polynomem g(x) = x® + x* + 2x + 2. V t&lese T = GF(9) m4 prvek a = z
fad 8, viz Al. Snadno ovéfite, Ze 1 a a jsou kofeny polynomu g(x), takZe i «® je
kofenem, viz 25.7. ProtoZe je g(x) polynomem t¥etiho stupng, zname viechny jeho
kofeny nad t&lesem GF(9):

9(x) = (x = 1) (x — 8) (x - a?).

(O této rovnosti se miiZete presvédeit roznasobenim.)

Vidime, Ze 1 a « jsou generujici kofeny daného kédu. Kazdy polynom s kofeny

1 a « méikofen o a je tedy nasobkem polynomu g(x).

28.8.2. Urcime 4-znakovy cyklicky kéd délky 5 s generujicim kofenem o.
Zde kodova abeceda je T, = GF(4). Téleso T = GF(4?) je jejim roziitenim (25.9).
Primitivni prvek z t&lesa GF(42), uvedeného v dodatku Al, je fadu 15. PoloZime
t = z*° a dostaneme &tyti prvky

0,1,t a s=1+1=2z"
které tvofi t&leso GF(4). Navic ma prvek « = z3 ¥ad 5.

Mdme tedy kdédovou abecedu Tj, = {0, 1,1,5} a jeji roziifeni T = GF(16)
s prvkem « fadu 5. Viechna slova naseho kédu maji koten o (a tedy i kofeny o2, a*
a a8, viz 25.7). Jsou tedy dglitelnd polynomem

x—x—a)(x—x)(x—a®) =x*+x*+ x>+ x + 1.
Posledm’ rovnost ovéfite rozndsobenim. Vidime, Ze generujici polynom g(x)
=x* + x> + x? + x + 1 je stupn& 4, tak¥e jde o opakovaci kéd (s jedingm in-
forma&nim znakem),

28.9. Kontrolni matice. I v obecném piipadé je kontrolni matice dana vzorcem
(28.4.1), ve kterém prvky o t&lesa T = GF(q™) zase chipeme jako sloupce délky m
nad télesem T, = GF(q). Dikaz je Gipln& analogicky ptipadu q = 2.

Dosud jsme se nezabyvali otazkou, jak dileZitd je volba konkrétniho rozgiteni
kédové abecedy a konkrétniho prvku « pro vlastnosti cyklického kédu. Ukazuje se,
Ze vibec ne:

28.10. Véta o nezavislosti. Cyklicky kéd K, urdeny generujicimi kofeny
a't, a2, . a's, je aZ na ekvivalenci nezdvisly na vybéru proku « (Fadu n v rozsifeni
kédové abecedy). Je-li tedy B prvek Fddu n v (jiném) rozsifent, potom je kéd K
ekvivalentni s cyklickym kédem, uréenym generujicimi kofeny B, p2, ..., B*.

Dikaz. Jestlize je kodova abeceda Ty, télesem charakteristiky p, potom kaZdé
jejf rozsifeni je Galoisovo t€leso GF(p’) pro n&které &islo i, viz 26.9. Prvek a lei
v urtitém roziifeni GF(p') a prvek B leZi v rozsiteni GF(p’). Téleso T = GF(p") je
spolenym rozsifenim obou t&chto téles (25.9.1), takZ¥e muiZeme pfedpoklidat,
Ze a1 B leZi ve spole¥ném rozsiteni T kédové abecedy Ty
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V telese T méme rozklad x" — 1 = (x — 1) (x — a) ... (x — &"™"), viz 24.3,
takZe véechny koteny polynomu x” — 1 jsou tvaru «. ProtoZe f* — 1 =0, plati tedy
B = o pro nékteré &islot = 0,1,...,n — 1. PoloZme ©; = it, kde souin providime
v okruhu Z,, pro i =0,1,...,n — L. Cisla 7o, 7y, ..., Ty~ jsOU navzijem ruznd.
JestliZe totiZ plati ; = m;, tj. it = jt (mod n), existuje &islo r takové, Ze it = jt + rn,
a potom

ﬁi — ocit — “jtarn — OC".‘(OC")' — Ocjt = ﬁj i
Odtud plyne i = j, viz 24.1. To znamené, ie jsme vytvofili permutaci n =
= [7g> Ty, --v» Mpeq] Cisel 0, 1, ..., m = L. Plati o = pi.

K6d K je ekvivalentni s kodem K’, zadanym generujicimi kofeny g, B2, ..., B=.
Plati totiz

VoUy. . V,—y €K, pravé kdyZ v,, 04, ... Vq,_, eK'.

Skuteéng, polynom v(z) = Y0,z je kédovym slovem kodu K, pravé kdyZ splituje
podminku

o) = 3 @ =0 (1= 1.2, 9).

Misto sc1ta01ho indexu j mtZeme pouZit index w;. ProtoZe o™ = B/, dostavame
ekvivalentni podminku

n—1

YooY =0 (1=12..,9).

Vidime, Ze polynom s koeficienty vyv; . . . v, ; md koteny a’t, pravé kdyZ méa polynom
s koeficienty v, v,, ... v, _, kofeny B, To jsme meli dokazat.
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VII. BCH KODY —-0OBECNE KODY
S DOBRYMI PARAMETRY

wevr

V této kapitole se vénujeme nejdiuleZit&jsi t¥id& bezpednostnich kédf. Tyto
kody objevili koncem padesatych let R. C. Bose a D. K. Ray-Chaudhuri a nezivisle
na nich A. Hocquenghem; podle inicial autorit se nazyvaji BCH kédy. Mezi jejich
vyznamné vlastnosti patfi velkd volitelnost parametri, dobry vztah mezi poétem
informaénich znaki a po&tem opravovanych chyb a detailng vypracované dekédovaci
metody.

Uvedeme nejdfive bindrni BCH koédy opravujici dvojndsobné chyby. Dale se
budeme zabyvat obecnymi binarnimi BCH ko6dy, véetn& maticové metody dekédo-
vani. Je to snadno pochopitelnd metoda, kterd viak neni prakticka p¥i vys$§im po&tu
plinovanych oprav. Proto uvadime (i pro viceznakové BCH kédy) dalsi metodu,
zaloZenou na Euklidové algoritmu.

Ve srovnani s Reedovymi-Mullerovymi kédy maji BCH kédy o n&co ndrod-
n&jsi dekddovani, zato ale maji lepsi parametry. To se projevuje nevyrazné pti malych
délkach (viz dodatek A2), ale napt. BCH kédy délky 255, opravujici 31 chyb, maji
55 informaénich znaki, zatimco odpovidajici Reedfiv-Mullertiv k6d m4 jen 37 infor-
macnich znak.

29. BCH koéd délky 15

29.1. Pro opravy jednoduchych chyb jsme vybaveni perfektnimi Hammingo-
vymi kody (14.13) s jednim generujicim kotenem (28.3.1). Naptiklad Hammingév
(15, 11)-kéd je dan svou kontrolni matici

H=[1ad ..a"],
kde « je primitivni prvek t&lesa GF(16), viz 28.4.

BCH kody (binarni) pro dvojnasobné opravy jsou zobecnénim Hammingovych
kodi: zatimeo pro jednu chybu méd matice H jeden fadek (nad t&lesem GF(16)),
pro dvé chyby ma dva fadky:

1a o ...
(29.1.1) H = [1 o () ... (as)m] .
(S pouzitim tabulky t&lesa GF(16) v dodatku A1 bychom mohli piepsat tuto matici
do bindrniho tvaru s osmi radky.)

UkdaZeme, jak kod s touto kontrolni matici opravuje dvojnasobné chyby.
Pfijali jsme slovo

W = WoWq.. . Wig,
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které se od vyslaného slova lisi na i-tém a j-tém misté. Chybové slovo je tedy
e = 00...010...010...00,

nebo ve tvaru polynomu
e(z) =z + 27

Zname syndrom

i J
<Sl> = Hw' = He' = (a3i N a3j> .
S3 o’ + o

Chceme tedy urit &isla i a j takova, Ze plati
s;=al +adf,
53 = a3 + a¥.
Z prvni rovnice dostavame
57 = (o + &) =
= ¥ + o?'ol + odla? + 0¥ =
= 53 + alal(ol + of) =
= 53 + sqofal .
Zname tedy soucet
of +of =5
i soudin
i = 1753

. 5 -
o = :s1+s3s11

S1
neznamych velidin o a of, Tyto veliiny jsou potom kofeny kvadratické rovnice
(29.1.2) 22+ s, + (s]+ s57) = 0.
Po sestaveni této rovnice dosazujeme postupné A = 1, &, a2, ... . Tim ziskdme ko¥eny
o' a of a opravime tedy w; a w;. (Obvykl}'l vzorec pro fefeni kvadratickych rovnic
nad koneénym t&lesem neplati!)

29.1.1. Uloha. Ovéfte, ¥e kvadratick4 rovnice (29.1.2) urluje opravy i v pfipad€
jediné chyby: opravime pravé to misto w;, pro které je prvek o kofenem rovnice.
Navod: pro e(z) = z* mé rovnice tvar > + a'A = 0.

29.2. Priklad. Pfijali jsme slovo
w = 000000111000000 = z° + z7 + z®.
Jeho syndrom (s pouZitim tabulky t¥lesa GF(16) v dodatku Al, kde « = z) je

51 ta o ... a® o [of +o” +a° o«
ss1 |1 a®ab ... ot LA Pl e e s

Odtud
§; = o,
53 = !l
a
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Dostavime kvadratickou rovnici

Pria+at=0.
Jeji kofeny najdeme postupnym dosazovanim za A:

Ai=1=0a% a A, =oa*.
Opravime mista w, a w,. Vyslano bylo slovo

v = 100010111000000 .
(Zkouska: syndrom slova v je nulovy, takZe v je kédové slovo. Od piijatého slova
ma Hammingovu vzdalenost 2. Jak uvidime v dal§im ¢ldnku, m4a nd§ kéd minimalni
vzdilenost 5, takZe nalezené slovo v je jediné kédové slovo, které se od prijatého
slova w 1i3i jen ve dvou znacich.)

29.2.1. Uloha. Pi pfijeti slova 1 + z + z° + z'* ovifte, Ze rovnice (29.1.2)
nema feSeni. Odvodte, Ze doslo alespoil ke tfem chybam.

29.3. Generujici polynom uvaZovaného kdédu najdeme podle 28.3: minimalni
polynom prvku «(=z) je podle 26.12

M(x)=x*+x+1
a minimalni polynom prvku &3 je

Myx)=(x—a®)(x—aS)(x ~a®) (x — '} = x* + x> + x2 + x + 1.
Odtud

g(x) = My(x) M3(x) = 1 + x* + x® + x7 + xB.

Kéd ma tedy 8 kontrolnich znakit a je (15, 7)-kédem. Nyni definujeme BCH
kédy pro dvojnasobné opravy obecné.

30. BCH ko6dy pro dvojnasobné opravy

30.1. Definice. Bindrnim BCH kddem pro dvojndsobné opravy se nazyva
kéd liché délky n = 5 s generujicimi kofeny

« a o
(kde « je prvek fadu n v nékterém t&lese GF(2™), viz 28.1.2).

30.2. Poznamka. BCH kdd je tedy uréen kontrolni matici
H=[1 oc3 oc: a: ac:"l_ :I
1ada®a® ... 300}
viz 28.4. V piipadé délky n = 2™ — 1 miZeme volit za o primitivni prvek t&lesa
GF(2™). Ukézeme v p¥istim odstavci, Ze podet kontrolnich znakd (tj. stupeii polyno-

mu g(x)) je pak roven 2m pro viechna m = 3,4, 5, .... Odtud podle 28.3 plyne,
Ze generujici polynom je soudinem minimalnich polynomt prvki o a o3,

g(x) = My(x) My(x) .
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30.3. Dekédovani. Prijali jsme slovo w a predpoklidime, Ze doSlo nejvyse
k dvéma chybidm. Vypo&teme syndrom

(] = = [0

a) Jestlize s; = s, = 0, bylo vyslano slovo w. Nulovy syndrom maji totiZ
jen kédova slova.
b) Jestlize s; + 0, sestavime kvadratickou rovnici

(30.3.1) A% + s;4 + (s + s357') = 0.

Pokud ma tato rovnice nenulové kofeny o a o/, opravime znaky w; a w;. (Protoie
s; % 0, nem4 rovnice dvojndsobny kofen: plati (A — ¢)*> = 2% + ¢%)

Pokud m4 rovnice kofen 0, tj. pokud

S3 = Si >
doglo k jediné chybg. Opravime w;, kde o/ = s,. (Jinymi slovy, najdeme kofeny 0 a &’
kvadratické rovnice a nulovy kofen ignorujeme.)

c) Jestlize s; = 0 + s, neni pfedpoklad o dvojndsobné chyb& spravny, tj.
doslo alespoii ke tfem chybam. TotéZ plati v pfipadg, Ze rovnice (30.3.1) nema feleni.

Dukaz. Pokud doslo ke dvéma chybam, ma chybovy vektor tvar e(z) = z* + z/
a plati

S c [a + o
= He' = . ..
[33] ¢ [oc"” + o
Odtud odvodime, stejnd jako v 29.1, Ze ' a o« jsou kofeny uvedené kvadratické
rovnice. ProtoZe i = j, plati oviem s; = «' + o/ & 0. Oba kofeny kvadratické

rovnice jsou nenulové (a tedy s3 # s3).
Pokud doslo k jediné chybg, ma chybovy vektor tvar e(z) = z' a plati

5y o
S3 “31 °
To znamen4, %¢ s, = ' a s3 = s3.

Ani v jednom z téchto pripadd neni s; = 0, takZe pokud s; = 0 =% s,, doslo
alesporti ke tfem chybam.

30.4. Piiklad: BCH kéd délky 9

Nejprve uréime t&leso s prvkem fadu 9. PouZijeme Eulerovu funkei (25.8):
0(9) = 6, takZe GF(2°) = GF(64) je takové t&leso. Skutetng, primitivni prvek a
je ¥adu 63 = 7.9, takZe prvek « = a’ je ¥adu 9.

Prvek o ma minimalni polynom M 1(x) stupng 6. To plyne z 26.11 pomoci
tabulky mocnin v t&lese GF(64):

« o ot o o« a ®)
7 14 28 56 112 98

2 4 8 16 32 (d64
a’ a'* a®® &* ' =a* % =4% (y)°=4d").
Prvek o’ m4 minimélni polynom M;(x) stupnd 2:
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o b (a2 = a)
a21 a42 (a8'4 — 021) .
Generujici polynom BCH kédu,
g(x) = My (x) M3(x) = (x — @) (x — a?) ... (x — a®?) (x — @) (x — «%),
je tedy stupn€ 8. Je délitelem polynomu x° — 1(21.4) a podil (x° — 1): g(x) je oviem
polynom stupné 1. Je to tedy polynom x + 1 (protoZe jinak by to byl polynom x,
ktery viak polynom x® — 1 ned¢li). Tedy
x* = 1=g(x)(x-1),
a odtud
gx) =1+ x4+ x>+ x>+ x* + x° + x5 + x7 + x8.
Generujici matice je tedy
G=[11t1111111].
Zaveér: BCH kéd pro dvojndsobné chyby délky 9 je opakovaci kod.

30.5. Ulohy

30.5.1. Ovéite, Ze BCH kéd pro dvojndsobné opravy délky 7 je opakovaci kéd.
Navod: Iépe neZ postupovat jako v 30.4 je pouZit t&lesa GF (8)

30.5.2. Pfi pouziti BCH kédu délky 15 dekédujte w(z) = z'1 + z14,

30.5.3. Urdete generujici polynom BCH koédu pro dvojndsobné opravy
délky 31.

30.5.4. V jakém télese leZi generujici kofeny BCH kodu délky 11?2

30.6. Zavér

Zobecnénim perfektnich Hammingovych kéda, které opravuji jednoduché
chyby a maji kontrolni matici s jednim ¥adkem (nad t&lesem GF(2™)), jsou BCH
kédy pro dvojndsobné opravy, které maji kontrolni matici se dvéma fadky.

Pro tyto kédy mame rychlé dekédovani, zaloZené na feSeni kvadratické rovnice
(30.3.1). Timto zpiisobem opravime vechny dvojndsobné chyby. Protoze viak BCH
kédy nejsou perfektni, jde pouze o astedné dekédovani: BCH kédy jsou schopny
opravit i nékteré trojndsobné chyby, které jiZ nevystihne uvaZovana dekédovaci
metoda. Naptiklad BCH kéd délky 15 m4 10 kontrolnich znakd, tak¥e pfi stan-
dardnim (pomalém) dekédovani (13.3) je schopen opravit 2'° = 1024 chybovych
slov. Z toho poctu jsou chybové slova vahy <2 jen malou &sti: je jich 1 + 15 +

+ (125) = 121. (A BCH kéd délky 9 je opakovaci kéd (30.4), ktery dokonce opra-

vuje ¢tyfnasobné chyby!) Uplny dekédovaci algoritmus je uveden v Berlekampové
monografii [5].
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V néasledujicich &lancich se budeme zabyvat BCH kédy pro t-ndsobné opravy.
Vidy se pritom omezime na Cdstelné dekédovani, které opravi t-ndsobné chyby,
ale neviima si dal§ich opravitelnych chyb.

31. Binarni BCH kddy

Definujeme nyni obecné BCH kédy s planovanou vzdalenosti d a ukdZeme,
Ye minimalni vzdalenost je alespott d. To znamend, Ze pro d = 2t + 1 kédy opravuijt
t-nasobné chyby. Piipad d = 5 jsme probrali v minulém &lanku. UkdZeme, jaké
maji BCH kody vlastnosti, kromé dek6dovani, kterému vénujeme daldi ¢lanky.
Obecnéjsi definici BCH kodt (i pro viceznakové abecedy) uvedeme pozd¢ji.

31.1. Definice. Bindrni BCH kdéd s pldnovanou vzddlenosti d = 2,3,4,...
je kéd liché délky n = d s generujicimi kofeny
o, 0,0, ..., 0071

(kde o je prvek n-tého fadu v télese GF (2m), viz 28.1.2).
31.2. Poznamky

31.2.1. Sudé mocniny mezi generujicimi kofeny jsou zbytedné: polynom
v(z) € Z ma s kazdym kofenem o také koteny o), «*!, ... (25.7). Odtud plyne,
¥e BCH kédy s planovanou vzdalenosti d = 2t nebo d = 2t + 1 jsou totoZné a maji
generujici kofeny

a, 03,05, ..., a2t

Proto budeme dale vzdy predpoklddat, Ze planovanad vzdalenost d je liché
&islo.

31.2.2. BCH kéd s planovanou vzddlenosti d lze také definovat jeho kontrolni
matici (28.4):

1o o? o’ oot

1o (@) () ... (@)
H=|1a ()72 () ... @)y

1 ad—l (ad“Z)Z (ad—2)3 L. (ad—2>n—1

31.2.3. Pocet kontrolnich znaktt BCH kédu je Cislo
(33.2.1) n—kzim(d-1).
Kontrolni matice ma totiZ 3(d — 1) fadkd nad t¢lesem GF (2"), a tedy 3m(d — 1)
tadka nad t&lesem Z,. JestliZe jsou tyto Fadky linedrné nezvislé, platin — k =
= 4m(d — 1). Jestlize jsou zavislé, je n — k mensi.
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31.3. Priklady

31.3.1. d = 3. Jde o binarni kdd s generujicim kofenem «. Pokud n = 2™ — 1,
je « primitivni prvek t&lesa GF(2"), tak¥e BCH kéd je Hammingiv (2" — 1,
2" — m — 1)-kéd, viz 28.3.1. Nerovnost (31.2.1) je zde rovnosti: n — k = m.

31.3.2. d = 5. Jde o BCH kédy pro dvojnisobné opravy, které jsme probirali
v minulém ¢lanku. UkdZeme pozdgji, Ze pro n = 2™ — 1 je nerovnost (31.2.1)
rovnosti.

31.33. d = 7. Ur¢ime BCH kéd planované vzdalenosti 7 a délky 15. Ten ma
generujici kofeny

a0’ a o,
kde « je primitivni prvek t&lesa GF(16). Plati

M(x)=x*+x+1,

Ms(x)=x*+x*+ x> +x+1

Ms(x)=x*+x+1
(viz 26.12). Generujici polynom je tedy
9(x) = M, (x) My(x) Ms(x) =
=x*+x+D)E*+ 3P+ x2+x+ )(x* +x + 1).
Jde o kod s 10 kontrolnimi znaky (takZe zde nerovnost (31.2.1) neni rovnosti).
Tento (15, 5)-kéd opravuje trojndsobné chyby, jak plyne z nasledujici véty.

31.4. Lemma (Vandermondiiv determinant). V ka’dém télese pro libovolné
prvky ay, a,, ..., a, plati

1 1 1 R |
a, a, as ... a,
det{ai a3 ai ... a7 |=T](a;—ay).
i>j
n—=1 n-~1 n—1 n—1
a; = a4z 3 a

Tento determinant, nazyvany Vandermondiyv, je tedy soucinem viech rozdili prvki
a; —a; kde 1 £ i < j £ n. Odtud plyne, Ze determinant je nenulovy, pravé kdyz
jsou prvky ay, a,, ..., a, po dvou riizné.

Diikaz. Pro n = 2 je tvrzeni zfejmé:

11
det [01 azjl =a, —ay.

Tento determinant je nenulovy, pravé kdyz a, + a,. Pro vys§i n lze snadno pfevést
Vandermondiiv determinant na niZ3f ¥ad. UkdZeme to v pfipadé n = 3 (postup pro
n = 4,5, ... je analogicky). Provedeme upravu matice tak, Ze prvni fadek opiSeme
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a od ka¥dého niZsiho ¥adku odedteme a,-nasobek predchoziho fadku:

111 11 1
det| a, a, az| =det|0 a; —a; az; — ay =
a? a3 a2 0 a? — aja, a% — aa;

a, —a as — a
=det| 2>, ! 3 ]
[az(az - al) a3(a3 - al)

Vytkneme a, — a, z prvniho sloupce a a; — a, z druhého:

1 11 11
det a1 a2 a3 = (az - al) ((13 i al) det [a a ] .
ai a3 ai 273

Posledni determinant je Vandermondiiv determinant fadu 2, takZe determinant,
ktery poéitime, je roven

(az — ay) (a3 — ay) (a3 — ay).
Ten je nenulovy, pravé kdyZ prvky a,, a, a as jsou navzijem rizné.

31.5. Véta. Bindrni BCH kéd s pldnovanou vzddlenosti d md minimdlni
vzddlenost d nebo vétsi.

Dakaz. Podle 12.3 stadi dokazat, Ze kromé nulového slova Zadné kddové
slovo v nema vihu <d. Zvolme tedy kédové slovo v vahy <d — 1 a dokaZme, Ze
v = o. MiiZeme najit d — 1 soufadnic iy, iy, ..., iz~ tak, Ze plati

v; =0 provsechna i+ i;,i,,...,0-y
(a v; = O nebo 1 pro i = iy, ..., iy—,). PouZijeme kontrolni matici tvaru

1a o? o’ Lot

1a? (@2 («3)® ... (@)1
H={1a (@) ()? ...(@@)!

1 gi-1 (0'64—1)'2 (1) .. (ad-ljn—l_

(viz 28.4). ProtoZe v je kédové slovo, plati Hv" = o, takZe
v, o + v, @’ + T LT ol .
vy (A + 0, (@) + o+ vy (o)1
HYT = [0, ()" + 0, (&) + .o + vy, (o)1 -

..........................................

io;, (@Y + v, (@@ N2 o+ L+ vy, (@)

aht ol R i 0
(@ (@) ... (aP)e v, 0
={(®)" (@)= ... (@) v, |=10
_(aaii)'.-;' ('O;a'-'{)i; ’(aa-l)i.m_ _vi,,._lﬁ [ o]
Dostali jsme homogenni soustavu linedrnich rovnic pro nezndmé v;,, vy, ..., Viy_,e
Abychom dokazali, 7¢ tyto nezndmé jsou viechny rovay O, stadi, kdyZ ovéfime,
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Ze matice M této soustavy ma nenulovy determinant. Vytkneme z prvniho sloupce &,
ze druhého o2, atd.:

i1 1 o1
o't o' oL oolam
det M = “(i1+i2+...+id—1) det aZil az;’; . aZid_,
=2 @d=-2)iz L. (4 2ia-y

Posledni determinant je Vandermondtv determinant prvkd o, o2, ..., 4’1, Proto¥e
i1, 12, ..., Iy 1 jsou navzdjem rizna &sla mensi neZ n (= ¥ad prvku &), jsou mocniny
alt, ..., a1 navzijem rtzné (24.1). Z toho plyne, podle pfedchoziho lemmatu,
ZedetM £ 0, a tedy v = o.

31.6. Pozndmka. BCH kéd s plénovanou vzdalenosti d miize mit i v&ti sku-
te¢nou minim4lni vzdalenost. Naptiklad BCH kéd délky 9 s planovanou vzdalenosti
5 je opakovaci kod (30.4), a tedy ma skuteEnou minimélni vzdélenost 9. Je otevienym
problémem, jak urgit minimalni vzdilenost BCH kédu, nebo alespori jak uréit,
Ze pro danou dvojici &isel n a d je minimélni vzddlenost BCH kédu délky n rovna
plinované vzdilenosti d.

Dalsi otevieny problém je ureni po&tu informadnich a kontrolnich znaki
BCH kodti. Pro kédy délek n = 3,7, 15, 31, ... (tvaru 2™ — 1) ukd¥eme, Ze je to
snadné, pokud pldnované vzdalenost neprekrodi &islo Jn+ 1)+ 2

3L7. Lemma. Pro kaZdé &islo n = 2" — 1 a kaZdé liché &islo i < \/(n + 1)
plati: i % 2% (mod n) pro viechna s = 1,2,...,m — 1.

Ditkaz. Pracujeme s binirnim rozvojem &isla i = o +2ip + ...+ 2" i .,
ktery zapisujeme jako bindrni slovo Im—1 Im-z ... i1 igp. Potom cyklicky posun
doleva znamen4 ndsobeni dvéma modulo . Podrobnéji, pro &islo j = iy im_3 ...
ees By g In—y plati 2i = j (mod n). Dikaz:

J=dpmey + 2ig+ 4ig + . 42" =

=y + 20 = 2", =
2i — (2™ — ) ipey,

ii

takZe

Jj=2i—=ni, ;=2i(modn).

Cyklicky posun o dv& mista doleva dava 4i (mod n) atd., obecn& p¥i posunu o s mist
dostdvame Cislo 2% (mod n).

Sta¢i tedy dokézat, Ze cyklické posuvy o s mist doleva vytvaieji ze slova
fm—1 ... i navzdjem rtzna slova (pro s = 0,1, ...,m — 1). ProtoZe i je liché &islo,
z nerovnosti i < \/(n + 1) = 22 plyne i < 21"+ D/2) kde [(m + 1)/2] oznatuje
celou &ist &isla (m + 1)/2 (tj. m/2 pro m sudé a (m + 1)/2 pro m liché). To znamend,
Ze bindrni rozvoj &fsla i ma nejvyse [(m + 1)/2] platnych cifer, tak¥e ma alesport
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[(m — 1)/2] nul na konci:

5 .. Qg ig = 000...000 XXX...X1, X=1nebo0.
[ —

[(m — 1)/2]
Pti cyklickém posuvu o s mist doleva poznime z vysledného slova d&islo s: je to
jedina poloha jednitky, za kterou nisleduje alespoii [(m — 1)/2] nul (smérem do-
prava, ale v cyklickém smyslu).

Im—1 Im—

31.8. Véta. Bindrni BCH kéd délky n = 2™ — 1 a pldnované vzddlenosti
d< . J(n+1)+2mdn—k=123m(d — 1) kontrolnich znaki a jeho generujici
polynom je

g(x) = M,(x) Ms(x) ... Mg_a(x) .

Dikaz. Ovétime, ¥¢ polynomy M,(x), Ms(x), ..., M;_,(x) jsou navzdjem
riizné a maji stupeii m. Potom uvedeny sougin je generujicim polynomem g(x) podle
28.3 a jeho stupeii (tj. poget n — k informa&nich znakl) je m-ndsobkem poctu viech
lichych gisel 1,3, 5,....d — 2, ti. n — k = 3m(d — 1).

Pro kazdé liché &isloi £d -2 = \/(n + 1) plati

Mi(x) = (x — o) (x = [#]) (x = [«]) .. (5 = [#7777) -

To plyne z 26.11: protoZe je a prvek fadu n = 2m — 1, plati ¢*” = a, a tedy
i []*” = & Ptitom je 2™ nejmensi takovy mocnitel, protoZe podle pfedchoziho
lemmatu je i 2° & i (mod n) pros = 1,2,...,m — 1, a tedy o« + of (viz 24.1).

Vidime, %e polynomy M (x) jsou stupnd m. Jesté dokaZeme, Ze tyto polynomy
jsou navzajem riizné. JestliZe totiz pro dv& &isla i, j = 1,3, 5, ...,d — 2 plati M(x) =
= M/(x), mdme [«']** = of pro n&které s = 0, 1,...,m — 1, atedy i 2° = j (mod n),
viz 24.1. Z posledni rovnosti plyne i = j, dikaz je zcela analogicky dikazu pfed-
choziho lemmatu.

2m

31.9. Disledek. BCH kody pro dvojndsobné opravy délek 7, 15, 31, ... maji
generujici polynom g(x) = M,(x) M;(x) a jsou to (2" — 1,2" — 2m — 1)-kédy.

Skuteéné, pron = 2" — 1je nerovnost 5 = d < /(n + 1) + 2 splnéna, pokud
m=4,56,..., a ptipad m = 3 (tj. n = 7) je snadny, protoZe jde o opakovaci
(7, 1)kod (30.5.1).

31.10. Priklady

31.10.1. Planovana vzdalenost d = 7. BCH kéd pro trojndsobné opravy je
(2" — 1, 2™ — 3m — 1)-kéd s generujicim polynomem

g(x) = My(x) Ms(x) Ms(x).
Podminkou je
7<J@M+2,
tj.m = 5,6,7,.... Pro m = 4 tvrzeni neplati: miniméln{ polynomy prvki , o a o’
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jsou sice navzijem rzné, ale polynom M(x) neni stupng 4, viz 31.3.3, takZe zde
m—k =10 < im(d — 1).

31.10.2. Planovana vzdalenost d = 9. BCH kéd pro &tyfnasobné opravy je
(2™ — 1, 2" — 4m — 1)-kod s generujicim polynomem

g(x) = M(x) M;(x) Ms(x) Ms(x) .
Podminkou je

9 =.(2™ + 2,
tedy op&t pro viechna m = 5,6, 7, .... V pfipadé m = 5 vznikd (31, 11)-kéd mini-
malni vzdalenosti =9. Ov§em protoZe

(@%)8 = a*0 = a°
plati My(x) = Ms(x), takZe stejny je BCH kéd planované vzdalenosti 11! To zna-
mend, Ze tento (31, 11)-kéd opravuje pétinasobné chyby. (A dale to znamena, Ze
pro d =11 a n = 31 neni splnéna podminka pfedchozi véty — skutetng,
11 > /(32) + 2.)

31.11. Kédovani informaénich znakié. BCH kdd planované vzdalenosti d ma
generujici polynom g(x), ktery je soudinem vsech navzijem riznych polynomi
mezi M,(x), M5(x), ..., My_,(x). Informagni znaky potom kédujeme ndsobenim
polynomem g(x) nebo systematicky (pti ¢teni pozpatku) délenim timto polynomem,
viz 21.9-21.11.

Naptiklad pouZijeme BCH kéd délky 15 s plinovanou vzdalenosti 7. Generu-
jici polynom je (podle 31.3.3)

gX) = +x+ Nx*+ 3 +xF+x+ HEP+Hx+ 1) =

=x0 4 xF 4+ xt P+ x4+ 1.
Informaéni znaky 01001 zakédujeme takto:

g(x)(x + x*) = xM* + x? + 3" + X+ x* + X + x4+ x,

a vysleme tedy slovo 011110001001101.

i

31.12. Uloha. Najdéte kontrolni polynom (15, 5)-kédu z posledniho prikladu.
Zakoédujte informadni znaky 01001 systematicky.

32. Dekddovani BCH kéda I: maticovda metoda

BCH kéd s planovanou vzdalenosti 2t + 1 je schopen opravit t-ndsobné chyby.
UkéZeme, jak se tyto opravy provad&ji. Najdeme tedy &istedné dekdédovani (6.2)
5:Z0 — K takové, Ze kdykoli pfi vyslani kédového slova v dojde k t-nasobné
chybé, potom ptijaté slovo w splituje 5(w) = v. Sta¥i oviem najit chybové slovo

e=w—v

a poloZit 5(w) = w — e.
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Pro kazdé slovo w = wow,...w,_, tedy nastavaji dvé moZnosti:

a) Dogslo k t-ndsobné chybg, tedy existuje slovo e vahy <t takové, Ze w — e
je kédové slovo. Pak z toho, Ze minimalni vzdalenost kédu je alespoit 2t + 1, plyne,
7e takové slovo e existuje jen jedno. Nase dekédovani spravng uréi chybové slovo e.

b) Doslo k chybg vice neZ t-ndsobné. Tuto situaci v n€kterych ptipadech nase
dekédovani objevi (viz krok ¢) dekédovani BCH kédu pro dvojnasobné opravy
v 30.3). To znamend, Ze misto ureni slova e ohldsime, Z¢ doslo k velké chybé.
V nékterych piipadech oviem velkou chybu ani neobjevime a nale dekédovéni
skondi uréenim nespravného slova e (véhy < t).

Piedpoklidejme, Ze doslo k t-ndsobné chyb&. Hledané chybové slovo e md

vahu p (<1), a tedy existuji soufadnice ¢;, e;,, ..., ¢;, rovné 1, zatimco ostatni sou-
tadnice jsou nulové. Uréime polynom f(x), tzv. lokator chyb, jehoZ kofeny jsou
™ o~ .. a”'». Prozkoumdnim kofenti tohoto polynomu potom zjistime, kterd

mista pfijatého slova mame opravit: opravime w,, pravé kdyzZ f(a™%) = 0.
Dek6dovani ma t¥i kroky: urdeni syndromu pfijatého slova, uréeni koeficientti

lokatoru chyb f(x) a opraveni chyb nalezenim kofen® polynomu f(x). NeZ piistou-

pime k dekédovéni, uvedeme n&kolik informaci o mocninnych fadach nad télesem.

32.1. Mocninné Fady

Podobnég jako je polynom formalni zapis konetného slova, je mocninnd Fada
formélni zapis nekonetného slova. To znamend, Ze¢ pro kaZdou nekonefnou po-
sloupnost

g dy @, ds ...
prvki télesa T pouZivime zapis

Ay + a;x + a,x* + asx® + ...
nebo

0

Y apxk. '

k=0
Pozor! Tak jako polynomy nejsou funkce, ani mocninné fady nejsou funkce, a tedy

nés nezajima nic takového jako konvergence fad. (Ta ani neni v kone&nych télesech

definovana.)
V mocninné fadé vynechavame nulové s&itance (a,x¥, kde a, = 0). Tedy i kazdy
polynom je mocninnou fadou, napf.

o
1+ x%=Yax*,
k=0

kde
ap,=a,=1 a a,=0 pro k=+0,2.

32.1.1. S¢itdni mocninnych ¥ad definujeme jako u polynomiu:

o0 w -]
Y ax* + Y bt =Y (a, + b)x*.
k=0 k=0 K=o
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(Napfiklad nad Z; plati (1111 ) + (020202 ....) = (101010...), tedy

Z x + Z 2x2k Z x2k+1 )

Analogxcky vzorec plati i pro 3, 4, ..., p s¢itancy, tedy

p 0 P
(32.1.1) z Z ankxk = Z (Z ank) xk.
n=1k=0 k=0 n=1

32.1.2, Ndsobeni je také analogické jako u polynomu:

[ ] © k
[ ax*][ X bx*] = X[ X aiby-i] %*,
k=0 k=0 k=0 i=0
tj. vznikd mocninna fada s koeficienty
¢ = agby + ayh,_y + ... + ay_1by + apb,.
(Napfiklad nad t&lesem Z; plati (111111.. .) (020202...) = (120120.. ), tj

[koi;loxk] [k§02x2k] — [k;ioxSk + 2x3k+ 1] )

32.1.3. Lemma (Soudet geometrické Fady). Pro kazdy prvek a t&lesa je sougin

mocninné fady 3. a*x* a polynomu 1 — ax roven jedné. Symbolicky:
k=0

Z (ax)* =

1—ax

Dilkaz. Polynom 1 — ax ma koeficienty 1, — a,0,0,0, ... a podle definice
sou€inu mocninnych fad je

-] 0
(1 = ax) ¥ a*x* =Y ex*,
K=o k=0

kde
co=1.a"=1,
c;=1.a"'-a.a®=0,
c;=1.a*—a.a'=0

32.1.4. Uloha. Ovéfte, Ye obecngji plati znamy vzorec

Z (ax)* = (ax) — .

32.2. Proni krok dekédovdni: urleni syndromu. Pracujeme s binirnim BCH
koédem délky n a pldnované vzdalenosti 2t + 1. To znamend, ¢ mame prvek «
fadu n (v n&kterém roziifeni abecedy Z,) a kéd m4 generujici koteny a, a?, ..., a?".
PouZijeme kontrolni matici H ve tvaru (28.4.1). Pro ka?dé piijaté slovo w =

= WoW;...W,_; vypofteme syndrom
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2 n—1

la « . TTwe
1a? (0¥ ... (@3] |w
sT=1a® (@32 ... @) ]|w, |=
IO e
Wo + Wi + waa? + ..+ W, T Tw()
wo + wia? + wy(a?)? + ..+ W, (a®) ! w(a?)
= [wo + wia® + wy(@®)? + ...+ w (PP | = w(@®) |-
[ wo + wia?t + wy(@2)? + ...+ Wy, (@) w(a?)]
Plati tedy

(32.21) s =w() pro k=1,2,..,2t.
Pokud s = o, ohlasime, Ze nedoslo k chybg, tedy v = w. Pokud s # o, pokralujeme
v dekédovani.

32.2.1. Pozndmka. Chybové slovo e ma stejny syndrom (viz (12.4.1)), takZe
plati s, = (o*). Vime, e poet p chybnych mist (neboli viha slova e) je nejvyse
roven t. Oznalme ¢;, e;,, - .., ¢;, ty sloZky slova e, které jsou rovny 1. To znameﬁé,
e e(x) = x'* + x4+ ...+ x™.

Oznaéme déle
(3222) a,=a" pro n=12,..,p.

Potom plati

p
(3223) s=d +ah+...+a;= Zlaﬁ

pro kazdé k = 1,2, ..., 2t. (Je totiz s, = e(o¥) = o** + ... + o7

32.3. Druhy krok dekédovdni: uréeni lokatoru chyb. Lokdtorem chyb se na-
zyva polynom
(323.1)  f(x) =1 — a;x) (1 = a5x) ... (1 — a,%).
Jakmile se poda¥ urgit tento polynom a jeho kofeny (coZ jsou pravé prvky a; ' = a™ ™
pron=1,2,.., p), mame urdeno chybové slovo e:

1, pokud f(e"%) =0,

(3232) e = {0 ﬁnak. /@)
Polynom f(x) = fo + fix + ... + f,x? mi prvni koeficient fq = 1 (protoZe
£(0) = 1) a ostatni koeficienty uréime sestavenim soustavy linedrnich rovnic. K jejimu
odvozeni pouZijeme mocninnou fadu

S(x) = Y six*,
k=1

kde koeficienty jsou dany vzorcem (32.2.3). (To znamend, Ze zname jen koeficienty
S1, 82, +-vy $2,. Daldi koeficienty zatim nezndme — ukaZe se, Ze je také nebudeme
potiebovat.)
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32.3.1. Pozorovani. Pro formélni derivaci (23.6.3) polynomu f(x) plati
x f(x) = f(x) S(x) .

Diikaz provedeme snadnou tipravou obou stran. Predev§im ze vztahii (32.2.3)
a (32.1.1) plyne, Ze

(3233)  S(x) =Y Y(ax)=3 ¥ (ax).
k=1n=1 ns1k=1
Vnitni suma je geometrickd fada a ta je rovna a,x[(1 — a,x), viz 32.1.4. Odtud

plyne
(32.3.4) f(x) S(x) =

=(1 = a;x)(1 — ax)... (1 — a,%) ax o GX Ly D =
1l—a;x 1-—ayx 1—ayx

="§1a,,x(1 —ax)(1 = ax)...(l = a,.x) (1 — @y01x) ... (1 — a,x).

Abychom upravili levou stranu, pouZijeme vzorec pro derivaci soucinu ( p(x) q(x))’ =
= p'(x) g(x) + p(x) ¢'(x), ktery nast¥sti také plati pro formdlni derivace polynomi.
Je tedy

f’(xp) =[(1 = ayx)... (1 — a,x)] =
= =Zl(—an) (1 —ax)(1—ax)...(1 = a,_1x) (1 = @ps1%) .- (1 — a,%).

n

Proto¥e —a, = a,, vidime, Ze polynom x f '(x) se shoduje s vyrazem, na ktery jsme
upravili sou¢in f(x) S(x).

32.3.2. Disledek. Pro koeficienty fy, f5, ..., f, lokdtoru chyb plati tyto rovnice:

fl =81,
s> f1 + s1f2 + /3 = S3,
(32.355) Saf1 + 53/2 + 52f3 + s1fa + S5 = §s,

Sap—2J1 + Sap-3fa + Sap-afs + oo+ Spfpo + Sp—1Sp = S2p-1-

Struénéji,
10000...00 1f1 84
s,5,100...00 f2 83
S4 S38,5,1...00 fi ] =|ss
S2p-2 S2p—1  +-- Sp Sp-1l Ljp 1 1S2p-1l

Sta&i si toti% uvddomit, Ze derivaci polynomu f(x) = fo + f1x + fox* + ... + f,x*
je polynom
F(x)=f1 +2fx + 3fx* + ... + pfx* ! =
=f, 4+ fox? + fsx*+ ...+ fx! (r=pmnebo p—1).
Porovnejme koeficient u mocniny x polynomt x f'(x) a S(x) f(x):

fi=s1fo + sofi -
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ProtoZe s, = 0 (mocninnd fada S(x) zatind aZ od k = 1) a fo = 1, dostdvame prvni
rovaici soustavy (32.3.5). Podobn& porovname koeficienty u mocniny x*:
fs=s3+ 8201 + 51f2
a to je druha rovnice, atd. Posledni rovnici soustavy ziskdme porovnanim koeficientd
u mocniny x*?~1: protoZe f;, = 0 pro k > p, plati
0= s2p—1 + SZp—Zfl + SZp—3f2 + ...+ sp—lfp .

32.3.3. Poznamka. MiuZeme pokraCovat i déale: porovnanim koeficientt
u mocniny x2?*! dostavame rovnici

(32.3.6) Sapf1 ¥ Sap—1f2 oo F Spiafp = S2p41 -

Tu viak mbZeme pouZit, jen kdyZ p < t — 1, protoZe pro p = t nezname levou
stranu. Naproti tomu v soustavé (32.3.5) se vyskytuji jen znamé koeficienty syndromu
$183.. .Sz,

Naili jsme tedy soustavu rovnic, jejiz fefeni nam dava hledané koeficienty
lokitoru chyb. PotiZ je v8ak v tom, Ze nezname &islo p, a tedy neumime soustavu
sestavit. Navic je zde otdzka, zda soustava (32.3.5) m4 jediné feSeni, tedy zda je
determinant jeji matice nenulovy. Oba tyto problémy Fesi nasledujici tvrzeni.

32.3.4. Tvrzeni. Pro kazdé &islo ¢ = 1, 2, ..., ¢t + 1 plati: matice
10000...00
s,$,1 0 0...00
M, =|s; 538,85 1...00
S2g-2 S2g-3 -+ Sq Sg—1l
md determinant roven nule, pokud ¢ > p + 1, ale matice M, i M, maji nenulovy
determinant (kde p je skuteSny pocet chyb).

Dukaz 1. Matice M, , md nulovy determinant — to dokaZeme tim, Ze najde-
me soustavu homogennich linedrnich rovnic s matici soustavy M, ,, kterd ma netri-
vidlni f¥eSeni. Zde je:

!_1 0 0 ...0 1707 0
s, s 1 0 1 0
S4 S3 S . 0 fi 0
....................... HLl=1o
Sap+1 S2p  S2p—1 .-+ Sp
S2p+2 S2p+1 S2p con Speal LS | 0 A
neboli
(1. rovnice) 0 =0
(2. rovnice) sy + f1 =0
(3. rovnice) 53+ Spfy Fsifz + S =0
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To jsou totiZ rovnice (32.3.5) i s pokragovanim (32.3.6). Podobné pfi daliich pokra-

Covanich zjistime, Ze plati

"0 0
1 0
S 0
f2 0

M, 1, 0 kdykoli g >p + 2.
0 0
0 0
0] Lo

Proto vSechny matice M,, ¢ = p + 2, maji nulovy determinant.

2. Abychom ovéfili, Ze matice M, a M, ., maji nenulovy determinant, zave-

deme funkce p prom&nnych, analogické vzorci (32.2.3):
Slx1, X5 00y x,) = X5 + X5 + .+ Xk,
takZe syndromy jsou nyni hodnotami s,(ay, as, ..., a,). Pro matici funkci

1 0 0 ...0

S, 54 1 0
M(x;, x5, ...,x)=1s4 535 s ...0 |,

S2p—2 Sap—1 S2p «-- Spoy

kde s, zde znamen4 funkei s,(xy, ..., x,), plati
(32.3.7)  det M(xy, X3, 00, x,) = [ (x; + x)).

i<j

Napf. pro p =2

1 0
det| , 2 =X; + X5,
| X1+ X2 %, + X,
pro p=3
[ 1 0 0
det| x? + x2 + x2 x; + X5 + x; 1 =
| xT 4+ x5 4+ x5 x3 + x5+ x3 X+ X3+ %]
Xy + X3 + X3 1
= det| 3 3 3 2 2 2| =
x1+x2+X3x1+xZ+X3

=(x; +x3 +x3) (6} +xF +x3) + (33 + x5 +x3) =
= X, X3 + X1X3 + XpX2 4+ Xp%3 + X3X3 + xX3x% =
= (x1 + x2) (xl + X3) (x2 -+ x3) .

Obecn& ponechdme rovnost (32.3.7) bez ditkazu. Ctenaf jej miiZe najit napt. v [7].

Plati tedy, po dosazeni x; = a,,
det M, =T](a; + a;) * 0,
i<j
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protoZe prvky ay, ..., a, jsou navzijem rizné. Nakonec pro matici
M, ((x, X3, ..., X,) Fadu p + 1 (funkei p proménnych) plati

det Mp+1(xl, Xay aesy xp) = XqXp «n- xp H (xi -+ x_,) N

i<j
a tedy po dosazeni
det Mp+1 = 1,4, ...apl—_[‘(ai + a_’) #: 0.

i<j

32.3.5. Shrouti. Koeficienty lokatoru chyb najdeme feSenim soustavy

fi Sy
f s

Mq 2 — 3 ,
fq SZq—l

kde g je nejvétsi z &isel 1,2, ..., t takové, Ze det M, + 0. To znamend, Ze nejprve
poloZime g = t.

a) Je-li det M, + O, feSime uvedenou soustavu a dostaneme koeficienty loka-
toru chyb. (Skutedng, podle tvrzeni 32.3.4 jet < p + 1, takZe bud doslo k # chybam,
nebo k t — 1 chybam. V prvém pfipad¢ jde o soustavu (32.3.5) a ve druhém ji rozsi-
time o rovnici (32.3.6).)

b) Je-li det M, = 0, poloZime g =t — 2 a postupujeme analogicky. Tedy
pokud det M,_, =+ 0, feSime uvedenou soustavu, a pokud det M,_, = 0, poloZime
g =1t — 4 atd.

c) Jestlize viechny determinanty vysly nulové (a syndrom je nenulovy), ohla-
sime, Ze doslo k velké chybg.

32.3.6. Piiklad: BCH kédy pro trojndsobné opravy. Plati
100
det M3 = det Sz Sl 1 = 5152 + S3 .
a) JestliZe 545, # s3, doslo k 3 nebo 2 chybdm. Lokdtorem chyb je polynom
fx)=1+fix + fox? + f3x3, kde
fl = 81,
s:fi +sufa+ f3=53,
Saft + 8af2 + s2f3 =55
b) JestliZe s;s, = s3, doslo k 1 chyb& a lokitorem chyb je polynom f(x) =
=1 + f,x, kde f; = sy, tedy polynom 1 + s;x.
Naptiklad pouzijeme (15, 5)-kéd z 31.3.3, kde a = z je prvek telesa GF(16)
v dodatku Al. Ptijali jsme slovo
w = 101000000010000 ,
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tj. w(z) = 1 + z* + z'° Ur&ime syndrom

'si] JL+o® +a'®T Ja ]
sz 1+a* +a° o
Sz = 1 + aé + 1 =1]0
A 1+ a® + a'f at
S5 1+ a'® + o 0
st 1 +a?2+1 | (ol
ProtoZe s;5, + 53, fe§ime soustavu
fl =4a,

Wify + af, +  f3 =0,
0(4f1+0(6f2+0(2f3=0.
Regeni je f; = a, f, = o°, f3 = a!?, takZe

f(x) =1+ ax + a®x? + al?x3.

32.3.7. Uloha. Ovéfte, ¢ u BCH koédd pro dvojndsobné opravy se urleni
lokatoru chyb provadi jako v 30.6.

32.4. Treti krok: provedeni opravy. Jestlie znime lokdtor chyb f(x), potom
ur&me jeho kofeny postupnym dosazovanim prvkit 1, &%, «”2, ... . Opravime i-té
misto slova w, pravé kdyZ f(«~) = 0, viz vztah (32.3.2).

Napriklad pti pouziti (15, 5)-kédu a pfijeti slova 101000000010000 jsme urili
lokdtor chyb f(x) = 1 + ax -+ a®x® + «*2x® (32.3.6). Jeho kofeny jsou 1,a~?
a o~ !0 takZe opravime wy, w, 2 wy,. Vyslano bylo slovo v = 000000000000000.

32.5. Uloha. Pti pouziti (15, 5)-kédu dekodujte toto slovo:
100000111000000 .

33. BCH kd6dy a Reedovy-Solomonovy kédy

Nyni uvedeme BCH kédy nad g-znakovou abecedou GF(q), kde g je mocnina
prvodisla. I pro g = 2 je definice obecn&jsi neZ ta, se kterou jsme dosud pracovali.
Vlastnosti g-znakovych BCH ko6di jsou analogické vlastnostem bindrnich BCH
kéda: Volime vzdalenost d a ukdZeme, Ze skuteCna minimalni vzdalenost je >d.
MiiZeme tedy opravit -nasobné chyby pro d = 2t 4+ 1. Metodu dekédovani uvede-
me v dalsi kapitole.

Zajimavy specidlni p¥ipad jsou Reedovy-Solomonovy kédy, coZ jsou BCH
kédy délky g — 1. Jsou daleZité jednak proto, Ze maji nejvétsi myslitelnou minimalni
vzddlenost, a jednak proto, Ze pomoci nich lze sestrojit dobré binarni kody.

33.1. Definice. g-znakovy BCH kdéd s pldnovanou vzddlenosti d = 2,3,4, ...
je kod délky n = d, n nesoudélné s g, ktery ma generujici kofeny
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of, Wt ol *2  af*92 (pro n&které j =0,1,....,n —d + 1),

kde « je prvek n-tého tadu v t&lese GF(q™).

33.2. Poznamky

33.2.1. Pokud j = 1, tedy generujici kofeny jsou «, &2, &3, ..., 24!, mluvime

o BCH kdédu v uZsim smyslu. V pfedchozich ¢lancich jsme se tedy zabyvali jen
binarnimi BCH kédy v uz$im smyslu.

33.2.2. ProtozZe piedpokladame nesoud&lnost &isel n a g, prvek o vZdy existuje,
napt. v télese GF(g*™) (25.8.3).

33.2.3. Kontrolni matice BCH kédu je

1o (@2 (@) %)
H— 1 of*? (aj+‘1)2 (aj+1)3 . (aj+1)n—1
| gt (gitam2)r (giram23 (a2t

Viz 28.9. Dtkaz nasledujici véty, zaloZeny na pouZiti této kontrolni matice, je analo-
gicky dikazu v 31.5.

33.3. Véta. BCH kdd s planovanou vzddlenosti d md minimdlni vzddlenost d,
nebo vétsi.

33.4. Priklady

33.4.1. Binarni BCH kéd délky 7 s generujicimi kofeny

1 a a.
Zvolme « primitivni prvek t&lesa GF(8) (viz dodatek Al). Potom o md minimélni
polynom M,(x) = x* + x + 1a1 ma minimalni polynom My(x) = x — 1 = x + 1.
Generujici polynom kédu je

gx) =G+ (x>*+x+1).
To je zmenSeny (16.4) Hammingtv k6d: kédova slova jsou ta slova v(z), pro kterd
plati (1) = 0 (tedy vev,...v,_, ma sudou paritu) a v{a) = 0 (tedy vov;...v,-;
patii k Hammingovu kédu, viz 28.3.1).

33.4.2. Ternarn{ BCH koéd délky 8 s generujicimi kofeny
a?, a3, at, o’ .
Zvolme a primitivni prvek télesa GF(9) (viz dodatek Al). Potom prvek «, a tedy i o,
m4 minimélni polynom x* + x + 2. Prvek «?> m4 minimélni polynom (podle 26.11)
My(x)=(x —a?)(x —a®) = x> + 1.
Prvek o* = 2 ma minimélni polynom M,(x) =x — 2 =x + 2 a prvek «° ma
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minimalni polynom

Ms(x)=(x —a®) (x —a”) = x2 + 2x + 2.
Generujici polynom kodu je tedy

9X) =+ P +x+2)(x +2) (x> +2x +2). -
Zjistujeme, Ze jen jeden znak je informa&ni, takZe jde o opakovaci kéd.

33.4.3. Ternarni BCH kéd délky 8 s generujicimi kofeny 1, a, «? a %3. Zvolme
opét « primitivni prvek v GF(9). Generujici polynom je nyni

g(x) = Mo(x) M (x) My(x) = (x — 1) (x* + x + 2) (x* + 1),
takZe jde o (8, 3)-k6d opravujici dvojnisobné chyby.

33.4.4. 4-znakovy BCH k6d délky 3 s generujicim koienem «2. Kédovou
abecedu volme ve tvaru

GF(4)={0,1,z,1¢},
kde

t=z2=1+7z2
(viz dodatek A1). ProtoZe prvek z ma ¥4d 3, mtizeme volit « = z. Minimalni polynom
prvku o = ¢ je oviem x ~ ¢ (= x + 1), tak¥e

glx) =x+1.
Jde o (3, 2)-kdd s generujici matici

t10
0r 1)

33.5. Reedovy-Solomonovy kédy

BCH kéd délky q — 1, kde g je podet kédovych znakfi, se nazyvd Reediv-
Solomoniiy kdd. Tyto kédy jsou vyznamné jen u velkych abeced (a nejsou nikdy
binarni). Jsou dileZité napt. proto, Z¢ pomoci nich lze konstruovat velmi G&inné
binarni kédy.

Napfiklad k6d v poslednim p¥ikladu je Reed@v-Solomontiv (3, 2)-kéd. 7-zna-
kovy Reediiv-Solomoniiv kéd pldnované vzdalenosti 3 s generujicimi kofeny «, o2
a o® miZzeme urdit tak, 7e volime

«=3eZ,,
primitivni prvek télesa Z,. Potom generujici polynom je

IxX)=(x=3N(x-2)(x—6)=x>+2x2+x + 6,
takZe jde o (6, 3)-kéd s generujici matici

612100
061210].
006121
33.5.1. Tvrzeni. Reedtiv-Solomonitiv (n, k)-kéd s generujicimi koteny
o, att, . a?*972 m4 generujici polynom
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g(x) = (x —a) (x — &) ... (x - @ity
a jeho minimalni vzdalenost je
d=n—-k+1.
Je to nejvétsi mozna minimalni vzdalenost linearniho (n, k)-kédu.

Dukaz. ProtoZe polet g kdédovych znakil je roven n + 1, ma primitivai
prvek « télesa CF(q) ¥ad n. To znamend, Ze uvedeny polynom g(x) = (x — &) ...
..(x — a'**72) je polynom nad télesem GF(q). Je zicjmé, Ze polynom nad télesem
GF(q) je délitelny polynomem g(x), pravé kdyZ mi kofeny al, ..., a2 (viz 23.3\
Odtud plyne, Ze g(x) je generujici polynom kddu.

Minimalnf vzdalenost libovolného linearniho (n, k)-kédu je nejvyse n — k + 1
(7.6). Minimalni vzdélenost Reedova-Solomonova kédu je v&tsi nebo rovna plano-
vané vzdalenosti d, d = n — k + 1. Odtud plyne, Ze skutend minimdlni vzdéalenost
nemiZe byt vétsi neZ d, a je tedy rovna d.

33.5.2. Piiklad: 8-znakovj Reediiv-Solomonitv kéd minimdlni vzdilenosti 5.
Oznatme o = z primitivni prvek télesa

GF(8) = Z,/(x* + x + 1)
(viz dodatek Al). K6d nad abecedou GF (8) s generujicimi kofeny

a, 0,0’ a ot
ma generujici polynom

g(x) = (x + 2) (x + 28) (x + 2%) (x + 2%) = x* + %% + 2% + 2.
Generujici matice je tedy

z0z5231 0

G=|0z0 221
52

0
0
00z 0 z 1

3

33.5.3. Vytvareni dobrych bindrnich kédii. V Reedové-Solomonové (n, k)-kédu,
kde n = 2™ — 1, mi¥eme kaZdy znak nahradit bindrnim slovem délky m + 1. Ko-
dova abeceda ma totiZ n + 1 = 2™ znakd, a tedy tvofi téleso

GF(2"™) = Z,[f(x) .
Kazdy znak a je polynomem a, + a;z + ... + a,_,2" 1 nad télesem Z, ktery
nahradime slovem délky m + 1 tak, Ze pfiddme kontrolu parity:

Ay Ay e Qe y Ay s
kde
a, =g + ay + ... + @y (nad Z,).
Vznikne binarni (n*, k*)-k6d, kde
n*=n(m+1)=02"-1)(m=+1)

k* = mk.
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KaZzdy fadek v generujici matice nahradime ,,bindrné pfeloZenymi‘ radky
v,zv,z%v, ..., 2" v,
Napfiklad abecedu GF(4) = Z,/(x* + x + 1) (viz A1) pteklidame takto:
0 < 000 z 011
1101 t « 110.
4-znakovy (3, 2)-kéd v 33.4.4 ptelozime jako binarni (9, 4)-kéd s touto generujici
matici:

110 101 000
101 011 000
000 110 110
000 101 011

Takto vytvotené bindrni kody maji velmi dobré parametry. Miniméln{ vzdéle-
nost d binarniho kédu je alespoti dvojndsobkem minimdlni vzdalenosti Reedova-
Solomonova kodu,

d*z22"—k+1).

Naptiklad z Reedova-Solomonova kédu délky 15 a minimalni vzdilenosti 6 vznikne
binarni (75, 40)-kéd minimaln{ vzdalenosti 12. To je kéd opravujici Sndsobné chyby.
Pro srovndni: BCH kod délky 63, opravujici Snasobné chyby, ma 36 informa&nich
znakd (viz dodatek A2).

Binarnf kédy, které takto vytvofime, jsou linedrni, ale obvykle ne cyklické.

33.6. Shlukové chyby. Zatim jsme se zabyvali objevovanim a opravovdnim
chyb, které se v kédovych slovech vyskytuji zcela nahodng&. P¥i nékterych aplikacich
se v§ak chyby vyskytuji zpravidla ve shlucich, tj., v blizkosti chybného znaku lze
ofekdvat dal§i chybné znaky. Tak tomu byvd pifi poruseni magnetického disku
nebo pfi poklesu napéti béhem vysilani apod. Bindrni kédy, vytvofené z Reedovych-
Solomonovych kédil, se dobfe vyuZivaji k opravim shlukovych chyb.

33.6.1. Definice. Shlukem chyb délky b se nazyva slovo e = e,e,...e,, jehoZ
vSechny nenulové sloZky tvofi ¢ast, leZici mezi b po sob& néasledujicimi znaky. Tedy
slovo tvaru

e =000...0e;,,...€;45-.00...000.

33.6.2. Binarni linearni kod objevuje shluk chyb délky b, jestlize 24dné nenu-
lové kédové slovo neni shlukem délky b. To totiZ znamend, Ze pii vyslani kédového
slova v a pfijetislovav + e, kde e % o je shluk chyb délky b, neniv + e kédové slovo.
(Kdyby v + e bylo kédové slovo, potom i e = (v + e) — v by bylo kédové slovo.)
Pii piijeti slova v + e tedy vime, Ze doslo k chybég. .

Naptiklad cyklicky Hammingtv (7, 4)-kéd, viz 21.7.3, objevuje shluk chyb
délky 3. To je totiZ budto slovo

e = ¢y¢,0,0000 <> ¢y + e,z + e,z%,
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anebo (cyklicky) posun takového slova. Ptitom polynom prvniho nebo druhého
stupng neni kédovym slovem, takZe ani jeho cyklicky posun neni kédovym slovem.
Obecnéji:

33.6.3. Tvrzeni. Cyklicky (n, k)-kéd objevuje shluky chyb délkky n — k, ale
neobjevuje (kazdy) shluk chyb délky n — k + L.

Dukaz. Generujici polynom g(z) je stupn& n — k a je to tedy slovo tvaru
God1- - -s-100...0. To je shluk chyb délky n — k + 1, ktery je kédovym slovem.
Odtud plyne, Ze shluk chyb délky n — k + 1 kod obecnd neobjevuje.

Ka¥dy shluk chyb délky n — k je posunem slova typu

o€y -+ €y——100...0 5 ¢(2),
kde e(z) je polynom stupng mensiho ne g(z). Je-li e(z) # 0, neni tedy e(z) kédovym
slovem cyklického kédu. Proto ani Zadny cyklicky posun slova e(z) neni kédovym
slovem. Oby&ejny posun (o nejvyse k mist vpravo) je specidlnim p¥ipadem cyklick¢ho
posunu. To znameni, Ze kod neobsahuje nenulové shluky chyb délky n — k.

33.6.4. Binarni k6d opravuje shluk chyb délky b, jestlize pfi vyslani slova v
a ptijeti slova v + e, kde e je shluk chyb délky b, pozname, Ze bylo vyslano slovo v.
K 6d opravuje dva shluky délky b, jestlize pfi vyslani slova v a pfijeti slovav 4 ey +
+ e,, kde e, a e, jsou shluky délky b, poznime, Ze bylo vyslano slovo v, atd.

Binarni kédy, vytvofené z Reedovych-Solomonovych kédi, jsou vhodné
pro opravy shluki chyb. Bud K Reediv-Solomoniv (n, k)-kéd, n = 2"~ *. Bindrni
kéd K*, ktery z kédu K vytvotime (viz 33.5.3), opravuje shluk chyb délky m + 2.
Takovy shluk totiZ poskodi nejvyse dva znaky ptivodniho slova: kazdému znaku
plvodniho slova odpovidd m + 1 znakd binérniho slova, takZe k poskozeni tfi
znakd kédu K musime vytvofit shluk chyb délky alespoii (m + 1) + 2 =m + 3.

plvodni slovo

L1 [ [

shluk chyb

LT 1]

bindrni slovo (m=2)

Obr. 25

Jestlize tedy Reedfiv-Solomontiv k6d ma planovanou vzdélenost d, potom binarni
kéd K* opravuje ¢t shluki chyb délky m + 2 kdykoli ¢ < d/4. (Tim se totiZ poskodi
nejvyse 2t znaka pivodniho slova a plati 2t < d/2.) Naptiklad bindrni (75, 40)-kod
v 33.5.3, vznikly z Reedova-Solomonova (15, 10)-kédu, opravuje shluk chyb délky 6
(protoze m = 4) a objevuje shluk chyb délky 17 (protoie takovy shluk zptisobi
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v piivodnim slové shluk chyb délky 5, a ten Reediiv-Solomoniiv kéd objevi podle
(33.6.3)). Tento bindrni k6d m4 miniméln{ vzdalenost 12, takZe opravi 5 chyb a objevi
11 chyb.

Z Reedova-Solomonova (15, 7)-kédu vznikne binarni (75, 28)-kéd. Ten je
schopen opravit 2 shluky chyb délky 6 (protoze m = 4a d = 6).

33.6.5. Uloha. Ovéite, ¥e binarni kéd, vznikly z Reedova-Solomonova kédu
planované vzdélenosti d opravi ¢ shlukii chyb délky 2m + 3 kdykoli ¢ < d/6. Napf.
uvedeny (75, 28)-kéd opravi shluk chyb délky 11. (Navod: shluk chyb délky
2m + 3 = 2(m + 1) + 1 poskodi nejvyse tfi znaky pivodniho kédu.)

34. Dekdédovani BCH kodu II: Euklidav algoritmus

Maticovd metoda dekodovdni BCH kédé (kap. 32) neni vhodnd pro vétsi
planované vzdilenosti. Pfi této metodd po&itime velké determinanty (fidu
t,t—1,...,p + 1, kde p je skutedny podet chyb, viz 32.3.5) a to je zdlouhavé,
pokud ¢ = 4. Proto uvddime rychlejsi metodu dekédovéni, zaloZenou na Euklidové
algoritmu hledani nejvétdiho spoledného délitele polynomd (ktery nejdfive pti-
pomeneme).

Stejné jako u maticové metody, budeme urovat lokdtor chyb f(x), tedy
polynom, ktery ma koten a™%, pravé kdyZ i-té misto je chybné. U binarnich kédi
uZ nemusime zndt nic daliiho. V p¥ipadé vétsi kédové abecedy je oviem jestd tieba
urdit, jak mame opravit i-t¢ misto. K tomu slouZi dal$i polynom, tzv. evaludtor
chyb c(x).

34.1. Euklidiv algoritmus

Euklides nasel (pted vice neZ dvéma tisici lety) algoritmus k urdeni nejvétsiho
spoleného délitele dvou celych &isel. Stejnou metodou mbZeme urit nejvétsiho
spolecného délitele dvou polynomii ao(x) a a,(x). To je podle definice polynom
co nejvyssiho stupng, ktery d&li polynomy aq(x)i ay(x). Pokud je f(x) nejvétsim
spole¢nym délitelem, je jim také kaZdy skalarni nasobek ¢f(x), t + 0. (Nektet
autofi proto poZaduji normovanost, 23.10.5, aby této nejednoznagnosti zabranili.)

34.1.1. Priklad. Na t&lesem Z; maji polynomy x? + 2 a x* + x nejvétsiho
spole¢ného délitele x + 1. Plati totiZ

X +2=x+1)(x+2) a x¥*+x=(x+1)x.
Polynom 2x + 2 také d&li oba polynomy, takZe je rovn&% nejvétsim spoleénym dg-
litelem.

34.1.2. Popis algoritmu. Jsou dany nenulové polynomy aq(x) a a,(x) nad
télesem T.
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1. krok. Délime polynom ay(x) polynomem a,(x) (viz 20.6):

ao(x) = q.(x) as(x) + a5(x), stay(x) <sta,(x).
Pokud vyslo toto dé&leni beze zbytku, tj. a,(x) = 0, jsme hotovi: nejvétsi spoleCny
délitel je polynom al(x). Pokud az(x) #+ 0, piejdeme k dal§imu kroku.

k-ty krok. Délime polynom a, 4(x) polynomem aj(x):

ap-1(x) = qu(%) alx) + aea(x), st agei(x) < stalx).
Pokud jde o d&leni beze zbytku, tj. a;+ 1(x) = 0, jsme hotovi: nejvétsi spolecny délitel
je polynom a,(x). Pokud a,(x) = 0, pfejdeme k dalsimu kroku.

Nejvétsi spoletny délitel je tedy prvni dglitel, ktery dgli beze zbytku. Protoze
stupné polynomt Klesaji, st a;(x)> sta,(x) > stas(x)> ... > st a(x) (pokud
st a,(x) + —1), takovy délitel existuje.

34.1.3. P¥iklad: Nejvét$i spoledny d&litel polynomit x> + x a x*> + 2 nad
télesem Z;.

1. krok:

(x2 + x):(x* +2) =1 = gy(x),

x+1

2. krok:

(xf_iz_):(x + 1) = x = q,(x) .

—
Nejvétsi spoledny délitel je polynom x + 1.

34.1.4. Poznamka. V Euklidové algoritmu muaZeme kazdy krok vyjadfit jako
line4rni kombinaci polynomil ao(x) a a,(x):
(34.1.1)  ax) = (=1 [ou(x) ao(x) — ui(x) a:(x)] ,
kde polynomy u,(x) a v,(x) definujeme rekurentné:

u(x) =0, vo(x) = 1,

u(x) =1, v,(x) =0,

s (%) = qu(x) w(x) + up—i(x), ver1(%) = @) v(x) + v 1(x) -
O tom se snadno pfesvédéite matematickou indukci.

Naptiklad pro polynomy x? + x a x2 + 2 (nad tlesem Z3) z piedchoziho
piikladu mame

ug(x) =0, vo(x) =1,
u(x)y=1, v,(x) =0,
u(x) =1, v(x)=1,
us(x) =x+1, v3(x) = x.

Plati
ag(x) = x2 + x = (=1)° [(x* + x) - 0],
a(x) = x*+2=—1[0 - (x* + 2)],
a(x) = x + 1= (=1P°[(x* + x) = (x* + 2],
as(x) = 0 = (=1 [x(x* + x) — (x + ) (x* + 2)] .
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34.1.5. Disledek. Dva polynomy a,(x) a a(x) jsou nesoudglné, tj. maji nej-
V&3 spolecny délitel 1, pravé kdy? existuji polynomy p(x) a g(x), pro které plati

aqo(x) p(x) + a,(x) q(x) = 1.

Skuteéng, z uvedené rovnice plyne, Ze kazdy spoleény délitel polynomii ao(x)
a a,(x) d&li i polynom 1 (a je tedy stupn& 0). Naopak, pokud jsou polynomy ae(x)
a a,(x) nesoud¥Iné, je néktery polynom a,(x) stupné 0, a,(x) = b (* 0) a z rovnice
(34.1.1) plyne uvedena rovnice pro p(x) = b™'(—1)* v (x) aq(x) = b= 1)+ uy(x).

34.2. Ulohy

34.2.1. Ovétte, %e pokud jsou polynomy ao(x) a a;(x) nesoudglné, potom kazdy
polynom f(x) je jejich kombinac, tj. je tvaru f(x) = ao(x) p(x) + a,(x) g(x). Navod:
rovnost v 34.1.5 nésobte &lenem f(x).

34.2.2. Najdste nejvétsi spoleény délitel polynomd x? + x + 1 a x + 1 nad
télesem Z,. Napiste polynom x? + 1 jako kombinaci t&chto dvou polynomu. Jak
se zméni tato loha nad télesem Z,?

34.2.3. Polynomy v 34.1.4 spliiuji pro viechna k = 0, 1,2, ... vztah

U (%) vy (%) = 0(%) s o(x) = £1.
Ovéite to matematickou indukci a odvodte, 7e polynomy u,(x) a v,(x) jsou nesoud&iné
(pro kazdé k = 0,1, 2, ...). Navod: 34.1.5.

34.2.4. Ovéfte, 7e v Euklidové algoritmu stupn& polynomil splituji
st g, (x) = st g (x) — st a,(x)

st u(x) = st ag(x) — st a,—(x).

34.3. Piedpoklady o dekoédovani

Pracujeme s g-znakovym BCH kédem délky n (nesouddlné s &islem g), ktery
opravuje t-nasobné chyby. Jeho planovana vzdalenost je 2t + 1 a ma tedy generujici
kofeny

AR @it

kde a je prvek fadu n v ndkterém télese GF(g™).

P¥ijali jsme slovo w a pfedpokladame, Ze doslo k ¢ nebo mén& chybam. Hieda-
me chybové slovo e, tedy slovo vahy p <t takové, Ze w — e je kodové slovo.
Vysledkem dekédovani je bud uréeni slova e, nebo ohla3eni, Ze doslo k velkému
pottu chyb (tj. k pottu > 1), takZe slovo e neexistuje.

Oznalme e; , e;,, ..., €; Viechny nenulové slozky hledaného slova e. Pro kazdé
k=1,2,..., p poloime
(3431)  a,=a* a b, =e '™ =e,al.

K uréeni slova e sta&i urdit prvky ay, ..., a, a by, ..., b,, protoZe plati b, = e,-ka{,
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takZe

o = {bkak_j , pokud i=i,,

! 0, pokud i iy, ..., 10p.

Jako v binarnim pfipadé definujeme lokdtor chyb pfedpisem
(3432) f(x=0=-ax)(1 - axx)...(1 —a,x).
Jeho koteny jsou ay*, a5’ ..., a; ' a ty urluji polohu chyb. (Opravit méme slozku
w;, pravé kdyZ a™ ! je kofen lokéatoru chyb.) V p¥ipads viceznakovych kédi zavadime
dali polynom, evaludtor chyb c(x), jako souget polynomi

bl —ax)(1 — ayx)...(1 — ap_1x) (L — ap41%) ... (1 — a,x),
které miZeme psait ve tvaru b, f (k)/(l - a,,x) Definujeme tedy

(3433) o) = zb (") zb H(l —a).

ProtoZe plati

(343.4)  cla;t) = b, H (1 ~aua;')*+0,
m*k
miZeme ze znalosti polynomil f(x) a c(x) urgit prvky

P
be=cla; ) [T] (1 — ana; )]
ek
Tim ur¢ime chybové slovo:

(3435) ey = elar ) [1(1 = apai ] a”

m¥k

34.4. Prvni krok dekodovani: ureni syndromu. Syndruom s pfijatého slova
w(=wy +wiz+ ...+ w,_yz"" ') je podle 33.2.3 urlen vztahem

1 of i I Wo
ST _ 1 aj+1 a2(j+1) .. a(n—l)(j'f-l) “)1 _
[ @l +2m1 g20+20=1)  pemnGrae-n |,
w(al)
RECAS
w(o + 2671

Syndrom zapisujeme jako polynom s(x) = sy + 5,X + ... + Sz, x** "1, kde s; =
= w(a/*¥).

34.4.1. Priklad. Pfi pouzZiti ternirniho BCH kédu délky 8 s generujicimi
koteny 1, o, «* a a® (33.4.3) dekédujeme slovo

w = 00120000 = z2 + 273,
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Vypotteme syndrom (v télese GF(9), viz dodatek Al):
so=w(l1)=0,
sy = w(e) =2 = a*,
s; = w(e?) = 20 = o®,
s3 = w(e®) = [w(@)]? = o*.
Plati tedy
s(x) = a*x + a’x? + atx?.

34.4.2. Poznamka. a) Pro hledané prvky a, a b, plati
s;=byal + byay + ... + ba, (i=0,1,2,...,2t - 1).
To plyne z faktu, Ze
e(o)
s' = Hw' = He™ = | ¢(a/*!)

ey

e(zx"tf) = e; (at)t + et e; () =
e o (@) + . + e; o P(o'7) =
biay + ...+ b,a,.
b) Pro nékteré &islo i = 0,1,...,t — 1 plati s; # 0, jinymi slovy, polynom
s(x) = 5o + $1% + ... + S3,-(x** ! neni beze zbytku délitelny polynomem x'.

o
[

i

Kdyby totiZ platilo s4 == s; = ... = 5,_, = 0, potom bychom z uvedeného vztahu
pro s; ziskali tuto soustavu rovnic:

1 1 1 o1 T by 0

a, a, az ...a, b, 0

al ai a: ... af, b; |=1 0

™t af™t agmt .o a2t |, 0

To neni moZné, protoZe matice soustavy mi Vandermondiiv determinant (31.4),
rizny od nuly, a prvky b; jsou nenulové.

34.5. Druhy krok dekddovdni: uréeni lokatoru a evaludtoru chyb.

a) Je-li syndrom nulovy polynom, prohlisime, %e nedoslo k #4dné chybg,
tj. e=o.

b) Pokud s(x) + 0, provadime Euklidav algoritmus s polynomy

ag(x) = x** a a,(x) = s(x).
JestliZe stupefi viech polynomil a,(x) je alespoii ¢, prohlasime, Ze doslo k vice neZ ¢
chybim. V opatném pfipad€ najdeme prvni index k takovy, Ze polynom a,(x) je
stupné mensiho neZ ¢, takZe

sta(x) <t a sta,_(x)=¢t.
Pokud polynom u,(x) (viz 34.1.4) spliiuje u,{(0) = 0, prohlasime, Ze doilo k vice
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nez t chybam. V opa&ném ptipadé polozime d = [#,(0)]™' a definujeme polynomy

f() = dw(x)

e(x) = (=11 d ax).

34.5.1. Véta. PFi t-ndsobné chybé predchozi postup sprdvné urcuje lokdtor
chyb f(x) i evaludtor chyb c(x).

Poznimka. Tato véta zaruduje, Ze i nade hligeni o velkém poctu chyb jsou
spravna: neni-li mozné predchozim postupem uréit f(x) a c(x), pak doglo k vice neZ
chybam.

Dikaz. Oznadme f(x) a c(x) skuteny lokator a evaluator chyb. DokdZeme,
7e v Euklidové algoritmu

a) existuje polynom a,(x) stupnd <t;

b) pro nejnizi index k takovy, Ze st a,(x) < t existuje konstanta d takova, Ze

f(x) =dufx) a clx)=(-1)"*"daflx).

Z definice polynomu f(x) (34.3.2) plyne f(0) = 1, takZe potom d u,(0) = 1, a tedy
u,(0) 0 a

d = [uf0)]"*.

Tim dokaZeme, %e polynomy f(x) a c(x) jsou totoZné s t&mi, které uréil predchozi
postup.

a) Volme za a,(x) posledni polynom Euklidova algoritmu, tj. nejvési spolecny
délitel polynomt s(x) a x?*. Potom a,(x) = x* pro n&které i (protoZe polynom x2t
nema jiné délitele) a podle bodu b)v3442platii <t

b) Ozna¢me k ten index, pro ktery plati

sta(x) <t a sta._,(x)=1t.

Dokazeme, Ze plati f(x) = d u,(x) a ¢(x) = (= 1)*** d a,(x) (pro n&ktery prvek d).
Nejprve ovétime nékteré spoleéné vlastnosti polynomi f(x) a f(x) = u,(x) a poly-
‘nomit c(x) a &(x) = (—1)*** a,(x).

1. Polynomy f(x) a f(x) maji stupeii nejvyie t. Plati stf(x) = p <t (viz
(34.3.2)). Podle 34.2.4 je

stux) =2t —sta_(x) 2t -t =1t.

Polynomy c(x) a &(x) maji stupefi men3f ne t. Plati ste(x) = p — 1 <t — 1 (viz
(34.3.3)) a st a(x) < t.

2. Polynomy ¢(x) a f(x) s(x) maji stejné koeficienty u mocnin x' pro i < 2t;
také polynomy &(x) a f(x) s(x) maji stejné koeficienty u t&chto mocnin. Jinymi slovy,
existuji polynomy h(x) a fi(x) takové, ze
(34.5.1)  c(x) = f(x) s(x) + x** h(x)

a
(34.5.2)  &(x) = f(x) s(x) + x* h(x).
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Druhé rovnost plyne z (34.1.1): protoZe &(x) = (—1)*** a,(x), plati
(34.53)  &(x) = —[o(x) x** — w(x) s(x)] = F(x) s(x) + x*(—vi(x)) -

Prvni tvrzeni ov&fime pomoci vzorce pro geometrickou fadu (32.1.3): Podle
definice evaludtoru (34.3.3) je

(x) = 3 b L0

ﬁ 16 )" =
e

(2 kak)x

= f(x) Y. (b,a} + byay + ... + b,ap) x"
m=0

Porovnanim s 34.4.2 vidime, Y¢ mocninnd fada mé& stejné koeficienty pro
m=0,1,...,2t — 1 jako polynom s(x). Proto maji polynomy ¢(x) a f(x) s(x) stejné
koeficienty u mocnin x* pro i < 2t.

3. Plati

f(x) e(x) = f(x) e(x) -
Polynomy na obou stranich jsou stupné mensiho neZ 2t, viz 1. Stali tedy ovéfit,
%e kazdy z nich m4 stejné koeficienty u mocnin x%, i < 2t, jako polynom f(x) f(x) s(x).
Vyndsobme rovnici (34.5.2) ¢lenem f(x):

F(x) e(x) = £(x) J(x) s(x) + x> h(x) f() -
Podobng vynasobenim rovnice (34.5.1) &lenem f(x) dostdvédme

7(3) ex) = 70 1(3) 563 + 2 W) 1)
Odtud

S(x) 8(x) = J(x) e(x) + x*[h(x) f(x) = h(x)F()] -

4. Ovdfime, %e existuje polynom d(x) takovy, Ze

F(x) = d(x) f(x) a &(x)=d(x)c(x).
Nejdive si v§imnéme, Ze polynom f(x) je soutinem kofenovych ¢initeld prvki a;”
proi = 1,2, ..., p(viz 34.3.2)) a Z4dny z t&hto prvkd neni kofenem polynomu c(x),
podle (34.3.4). Podle 3. bodu je oviem

flarye(ai ') = flar V) e(a; ') = O,
takZe

flar')=0 pro i=1,2,..,p
Odtud plyne, Ze polynom f(x) je d&litelny polynomem f(x) (23.3). Oznatme d(x)
jejich podil, potom f(x) = d(x) f(x). Podle 3. bodu dile

5) 8(3) = d(3) 1) ),
tak¥e po zkraceni &lenem f(x) (20.5.3) dostavame &(x) = d(x) c(x).

5. Dokonéeni diikazu. Sta&i nyni ovéfit, Ze polynom d(x) je stupng 0, tedy
d(x) = do + 0 (a polozit d = d;'*). ProtoZe polynomy u,(x) a v,(x) jsou nesoudgIné
(34.2.3), sta&i dokazat, Ze jsou oba délitelné polynomem d(x).

8 E':MB 3[\48

1
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Plati u,(x) = f(x) = d(x) f(x), takZe polynom u(x) je délitelny polynomem
d(x).
* Z rovnosti (34.5.3) dostavame
2 0x) = J(3) 563 — 2(3)
Podle predchozich ¢&asti diikazu plati
&(x) = d(x) cx) =
= d(x) (f(x) s(x) + x** h(x)) =
= f(x) s(x) + x** h(x) d(x),
takZe

x2* 0 (x) = f(x) s(x) — F(x) s(x) — x** h(x) d(x) = x**(—h(x)) d(x) .
Zkricenim polynomem x* dostivame v,(x) = —h(x) d(x), takZe polynom v,(x)
je d&litelny polynomem d(x).

34.5.2. Piklad (pokradovani z 34.4.1). Lokator a evaluitor chyb najdeme pro-
vadénim Euklidova algoritmu s polynomy

ag(x) = x* a a,(x) = o*x + o&’x% + a*x>.
Postupujeme tak dlouho, aZ najdeme polynom ak(x) stupné <2.

1. déleni:

x*:(a*x® + o®x? + afx) = a*x + @
—(x* + ax® + x?)
a’x® + atx?
—(@®x® + a®x? + o°x)

o’x? + ax.

To znamena, Ze plati
ay(x) = o®x* + ax,
g,(x) = a*x + «,
uy(x) = q,(x) = a*x + a.
2. déleni:
(afx® + o®x? + a*x): (@%%® + ax) = a’x + of
—(a*x® + x?)
a3x? + a*x
—(a®x? + a’x)
o’x .
To znamen4, Ze plati
as(x) = oa?x,
q,(x) = «’x + of,
us(x) = q,(x) up(x) + 1 = &3x? + a®x + a®.
ProtoZe as(x) je prvni polynom stupng <2, Eukliddv algoritmus uzavieme.
PoloZime

d = [uy(0)] "t = o6,

172



a tedy lokatorem chyb je polynom f(x) = a™Sus(x) = a°x* + &’x + 1 a eva-
ludtorem chyb je polynom c(x) = a~¢(—1)* a3(x) = a*x.

34.6. Treti krok dekddovdni: provedeni opravy

Nejdfive uréime viechny koreny lokitoru chyb f(x) postupnym dosazovanim
do rovnice f(«™%) = 0(i = 0, 1, 2, ...). KdyZ jsme nagli viechny kofeny o™ "1, a™ ", ...
..., 0", vime, Z¢ opravit mame sloZky w;,, wy,, ..., w;, pfijatého slova w. PoloZme
pro vSechna k= 1,2,...,p

a,‘ = aik

14
e, = (a1 [ - ana D] a7,
mek
viz (34.3.5). Opravu znaku w;, provedeme odeltenim znaku e;,. Tak vznikne ké-
dové slovo w — e.

34.6.1. Priklad (dokongeni z 34.5.2). Lokator chyb a®x* + a’x + 1 md kofeny
3 a a2
takZe slovo 00120000 m4 chybné sloZky w, a w;. PoloZime

a; =a’aa, =ao’.

o

V nafem piipadé je j = 0, takZe
es =c(@a™ ) (1 —o?a 3 a) = a*a”3(1l — ") =0t =2

e =cla?) (1 —aPa?)ta) =ata”} (1 —)"t =1.
Opravime slozku w; = 2 odeftenim prvku e; = 2 a slozku w, = 1 odeCtenim prvku
e, = 1. Vysledné slovo je

00000000 .
To je urdit&¢ kédové slovo, takZe pokud doslo k dvojndsobné chybé, dekédovali
jsme spravné&.
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VIII. KODOVANI TAINYCH ZPRAV

Posledni kapitolu vénujeme kédiim, zam&fenym na utajeni informace. N&které
takové kédy nejsou asi ve¥ejnosti pristupné. Kédy, které budeme probirat, vsak byly
publikovany v matematickych Zasopisech. Pfitom je utajeni informace velmi u¢inné.

Pii sifrovani, tj. kédovani za udelem utajeni informace, predpoklddame, Ze
krom& odesilatele a p¥ijemce zprdv je na pfenos napojen jest€ odposlech (obr. 26).
Nebudeme se zde zabyvat Sumem, protoZe §ifrovani miiZeme samoziejmé kombino-
vat s bezpetnostnim kédovanim, abychom Sum odstranili.

odesilatel {_{.. . .l _,.lzakédovand Fenesend e fijemc:
N sifrovani , ? P . [—™1desifrovani pre €
zprav zprava i zprava zprav

odposlech

Obr. 26

35. Nekvalitni odposlech

Nejlépe se bojuje proti odposlechu, ktery je mnohem méné kvalitni neZ plano-
vany pfenos zprav. V tomto &lanku budeme pro jednoduchost pfedpokladat, Ze
zpravy vysilime kanalem bez §umu, zatimco odposlech je zatiZen urditym Sumem.
Pracujeme s binarnimi kédy.

35.1. Sifrovani pomoci celkové kontroly parity. Myslenka Sifrovani je prosta:
misto znaku 0 vy$leme ndhodné bindrni slovo sudé parity a misto znaku 1 ndhodné
slovo liché parity. Napfiklad volime-li délku 3ifrovacich slov 5, potom zpravu 011
zagifrujeme tfeba takto:

1001001101011111 .

Desifrovani je snadné: zjistime paritu prvnich péti znaki, potom dalsich péti znakd
atd. Naproti tomu $um, kterym je zatiZen odposlech, vyrazné snizi mnoZstvi infor-
mace, kterd je odposlechnuta. Je-li nap¥. spolehlivost odposlechu 90%;, tj. jedna
desetina znak se p¥i odposlechu zkresli, potom pravdépodobnost, Ze v pétiznakovém
slové byl zkreslen lichy podet znaki je vétsi neZ 1/3. To znamend, Ze vic neZ tietina
odposlechnutych znakt je dekédovana chybné.
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Jestlize odekdvame maly Sum odposlechu, volime delsi slova. Napfiklad pfi
Sifrovani slovy délky 31 a p¥i odposlechu se spolehlivosti 987, opét vice neZ tfetina
znak bude odposlechnuta chybné.

Nevyhodou této metody je jeji mald efektivnost. Naptiklad v poslednim pfipadé
na 31 ifrovacich znakd pfipada jediny informadni znak. Nastésti lze efektivitu zvysit
pouzitim vhodného linedrniho kédu.

35.2. Sifrovini pomoci linedrniho kédu. K Sifrovani zprav miZeme pouZit
libovolny binarni linearni (n, k)-kéd K. Oznaéme H kontrolni matici. KaZzdé binarni
slovo w délky n mé syndrom (12.4) délky n — k (= poget Fadkii matice H). Zvolme
reprezentanty t¥id kodu (13.3) ey, ..., e,, kde m = 2"7%, potom kaZdé slovo s délky
n — k je syndromem n&kterého reprezentanta, tj. sT = He!.

Zpravu difrujeme po skupinich n — k znaki tak, Ze pro kazdé slovo s délky
n — k uréime reprezentanta e; se syndromem s a potom vysleme ndhodné vybrané
slovo tiidy e; + K. Desifrovani (bez fumu) je snadné: pro kazdé ptijaté slovo délky n
Zjistime jeho syndrom délky n — k. Informacni pomér je (n — k)/n.

35.3. Priklad: Hammingév (7, 4)-kéd (13.13). Chceme zaSifrovat zpravu
01011011011 ... .
Sifrujeme po skupinich 7 — 4 = 3 znakii. Prvni skupina 010 je syndromem repre-
zentanta e, = 0100000 (viz 13.13). Vysleme tedy libovolné ze 2% = 16 slov tfidy
e, + K. Napiiklad v generujici matici G (viz 14.5.2) secteme prvé dva fadky a dosta-
neme kédové slovo k = 1000011, takZe vysleme

e, + k = 1100011 .

Desifrujeme uréenim syndromu:

I
—_—o 00—
i
oo

takze vyslano bylo 010. Podobng postupujeme se druhou skupinou 110, atd.

Informa&ni pomér je 3/7. Pfi odposlechu zatiZeném Sumem m4 kaZdé slovo, pfi-
jaté s jednoduchou chybou, syndrom odlidny od vyslaného slova. Je-li tedy spolehlivost
odposlechu 90%, je vétsina odposlechnutych trojic chybna.

36. Kvalitni odposlech

36.1. Jednorazovy kli¢. Predpoklddame nyni, Ze odposlech je stejn& kvalitni
jako vlastni ptenos. Potom muZeme stdle jeste bezpetng Sifrovat jednordzovym
klidem, tj. ndhodnym binirnim slovem velké délky n, které pfedem bezpeéné doru-
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¢ime jak odesilateli zprav, tak adresatovi. Tento kli§ lze potom pouZit pro jeden
pienos zpravy délky n: Je-li k = kk,...k,kli¢ a a = a,a,...a, je zdrojova zprava,
vys§leme soucet

a+k={(a; +ky)(a; + k;)...(a, + k).

Desifrujeme odedtenim klige: (a + k) — k = a. Jestlize viak n€kdo odposlechne
zpravu a + k a pritom nezna kli& k, nedozv&dél se nic: Kli¢em mtZe byt totiZ libovol-
né z 2" slov a potom (pro dané slovo a) také soucet a + k miZe byt libovolné z 2
slov.

Nevyhodou tohoto jinak skv&lého postupu je, Ze kli€ smime pouZit jen jednou.
U dvou zprava + ka b + k by totiZ odposlech zjistil hodnotu (a + k) + (b + k) =
= a + b, a to uZ je cennd informace. Pfitom musime kli¢ dodat mimo pfenosovy
kanal, aby nemohl byt odposlechnut, a délka kli¢e musi byt vét§i nebo rovna délce
vysilané zpravy. Proto se snaZime najit postup, ktery by ze ,,zérodku klice* vytvofil
kli¢ velky. Pfesn&ji, z ndhodného binarniho slova k, chceme vytvofit mnohem vétsi
slovo k tak, aby

a) k bylo slovo témé&f nihodné a

b) odesilatel i pfijemce se shodli na zplsobu vytvéafeni.

Ndhodnym slovem se pii tom rozumi slovo, které napf. vytvofime pfi hdzeni
mince (geometricky dokonalé) a zipisu 0 = panna, 1 = orel. Slova s vlastnostmi
podobnymi ndhodnym slovim se nazyvaji pseudondhodnd. UkéZeme, jak pomoci
Reedovych-Mullerovych kéda lze z ndhodného slova délky m vytvofit pseudona-
hodné slovo délky 2™ — 1. Tedy napt. zarodek kli¢e délky m = 10 dava pseudona-
hodny kli¢ délky >1 000.

36.2. Pseudonahodna slova kédu 22(1, m)*. Slova ziiZzeného Reedova-Mullerova
kédu R(1, my* (viz 18.11) jsou pseudonidhodnd. Budeme pro zjednoduseni pracovat
se simplexovym kédem &,,, jehoZ zvétSenim je kod R(1, my* (18.12). Stadi jistd
ukizat pseudondhodny charakter slov v kédu &, — potom i ,,opatné” slovo
1111...11 + v je pseudondhodné (a cely kéd R(1, m)* je tvoten slovy va 1 + v
pro v e &,,). Simplexovy kéd &, je podle definice dudlnim kédem k Hammingovu
kédu. To znamend, podle 28.3.1, Ze libovolny ireducibilni polynom h(x) stupné m
(nad t&lesem Z,) definuje simplexovy kéd &,, tak, Ze h(x) je jeho kontrolni polynom.
Oznaéme h(x) = hy + hyx + ... + h,x™ Potom simplexovy kéd &,, tedy sestava
ze viech slov v = vyv,...0,-;, kde n = 2™ — 1, pro kterd plati

(36.2.1)  hovy + hyviyy + .o + By, =0 pro 0,1,..,n—1

(kde sgitani v indexech je modulo n). Simplexovy kéd je (n, m)-kéd.

36.2.1. Priklad: Simplexovy kéd &, a Reediiv-Mulleriv kéd R(1, 3)*. Polynom
h(x) = x*> + x + 1 je ireducibilni nad t&lesem Z,. Definuje simplexovy kéd vSech
slov vyv,0,030,0506, pro kterd plati rekurzivni vztah v; + v;44 + 0,45 = 0, tj.
(36.2.2) w43 =v; + V4.
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Tento kod lze realizovat &islicovym obvodem o tfech registrech a binarni
s¢itagee (obr. 27).

(+)

[ FL —mvise

v2 v Vo

Obr. 27

Pii libovolnych po&ite&nich hodnotich vyv,v, (zprava doleva) vznikne na vystupu
nekonedné slovo, spliiujici rekurzivni vztah (36.2.2). To znamena, Ze kaZdy segment
délky 7 je kédovym slovem kédu &5: Volime-li 000, dostaneme ovSem nulové slovo.
Jestlize viak zvolime libovolné nenulové slovo vgv v, #= 000, vznikne periodické
slovo s periodou 7. ProtoZe 7 je poet viech nenulovych slov kédu &5 (coZ je (7, 3)-
kéd s podtem slov 23 = 8), vidime, Ze cely k6d &3, kromé nulového slova, ziskame
jako segmenty nekone&ného vystupniho slova. Napfiklad pro vov v, = 101 je vystup
101110010111001011100 ...
a segmenty délky 7 od prvniho znaku, druhého znaku, atd., tvofi celou mnoZinu
&3 — {o}.
KOD R(1, 3)*

KOD &,
0000000 1111111
1011100 0100011
0101110 1010001
0010111 1101000
1001011 0110100
1100101 0011010
1110010 0001101
0111001 1000110

Ze zarodku klige, napt. 101, vytvofime kli¢ 1011100.

36.2.2. Vytvafeni simplexového kédu &,,. Zvolme ireducibilni polynom h(x) =
= hy + hyx + ... + h,x™ stupné m nad t&lesem Z,. Simplexovy kéd &, lze vytvo-
fit &islicovym obvodem (obr. 28).

éhma ehm-z ‘|h2 eh1
e e B -
Vrn-1 Vm-2 Vm-3 Vi - Vo
Obr. 28
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Cérkovany spoj s oznadenim h; je oby&ejny spoj pro h; = 1 a naopak spoj chybi
pro h; = 0. (Posledni spoj vpravo neni &arkovany, protoZe plati h, = 1. Jinak by mél
totiZ polynom h(x) koten 0 a nebyl by ireducibilni, viz 23.2). P¥i libovolném potatet-
nim obsahu registr@ v4v;...v,-, spliiuje (nekoneiné) vystupni slovo vyv,0; ...
rekurzi

Viem = Vizme1lme1 + Vitm=2Pm—n + oo + 0,01y + 0,
(Viz (36.2.1).) Z toho plyne, Ze kaZdy segment délky n je kédovym slovem kédu &,,.
Navic ma vystupni posloupnost p¥i libovolné volbé nenulového slova vgvy. . .0,
tyto vlastnosti:

a) Perioda vystupniho slova je n (tj. &islo 2™ — 1, podstatn& v&tsi neZ &islo m).
To znamena, Ze segmenty délky n postupné nabyvaji viech hodnot nenulovych slov
kédu &, diive, neZ se zaCnou opakovat.

b) Kazdy segment délky n obsahuje v podstaté stejny pocet nul a jedniCek:
polet nul je (n — 1)/2 a polet jednidek je (n + 1)/2.

c) Autokorelaéni funkce ma nizké hodnoty. Pro kaZdou bindrni posloupnost
s periodou n se definuje autokorelacni funkce pfedpisem

oft) = ;11_:2:(_1)w (=17 (£=0, £1,£2,...).

Pro vystupni posloupnosti v uvedeném obvodu je autokorelacni funkce tato:

00)=1 a o(f)y=—1/n pro t=1,2,...,(n —1).

Vidime, Ze hodnoty ¢(1), ..., e(n — 1) jsou velmi malé.

Tyto vlastnosti, které uvadime bez dikazu, nas opraviuji k tomu oznadit
vystupni posloupnost za pseudondhodnou. JestliZe se tedy odesilatel i pfijemce zprav
dohodnou na spole¢ném polynomu h(x) stupng m, potom se zarodku kli¢e délky m
mohou oba soucasné vytvafet kli¢ délky 2™ — 1.

37. Sifrovani s vefejné pfistupnym kliem

Skvélou metodu Sifrovini navrhli v roce 1977 Rivest, Shamir a Adelman.
Pii této metod& se zvefejni zpisob, jak Sifrovat zprivy, a piesto miiZe desifrovat
jen adresdt. Metoda je zaloZena na teorii Cisel a zejména na dvou jejich rysech:
a) existuje rychly algoritmus k nalezeni ndhodného progisla a b) neexistuje (presngji:
neni dosud znam) rychly algoritmus rozkladu velkého &isla v soucin prvocisel.

Pozdgji byly nalezeny dal§i metody s vefejnym Sifrovinim a my se je§té zminime
o metodg, zaloZené na zavazadlovém problému (knapsack problem), jejimiZ autory
jsou Merkle a Hellman.

37.1. Metoda zaloZena na velkych prvodislech. Zvolime velké islo n, které
je soudinem prvodisel p a g, a za zdrojovou abecedu bereme ¢&isla 0,1,...,n — 1
(ptipadng jejich bindrni rozvoje, abychom z@stali v rdmci bindrniho kédovani).
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Cislo n zvefejnime, ale &isla p a g utajime. Déle zvolime &isla i (pro Sifrovani) a j

(pro degifrovani) tak, aby jejich soudin ij mél zbytek 1 po d€leni &islem
o(m)y=(p—-1)(@-1).

Plati tedy

(37.1.1)  ij=1 (mod¢(n)).

Cislo i zve¥ejnime, &islo j utajime.

Sifrujeme takto: zdrojovy znak x = 0, 1,...,n — 1 umocnime na i-tou a zre-
dukujeme modulo n, tedy najdeme zbytek y = 0, 1, ..., n — 1 po dé€leni mocniny x!
¢islem n:

(37.1.2)  y =x' (mod n).

Vysleme &islo y. Desifrovani je analogické: pfijaty znak y umocnime na j-tou a zre-
dukujeme modulo n. DokéZeme, Ze plati

(37.1.3)  x =y’ (mod n),

a to znamen4, Ze vyslany znak x spravné dekodujeme.

Sila metody spo&iva v tom, Ze po zvefejnén{ Eisel n a i vi kaZdy, kdo ndm chce
poslat zpravu, jak ji zaSifrovat. Oviem &islo j utajime (a &isla p a g také), takZe zpravu
nemtiZze nikdo jiny desifrovat. Ted se miZe &tendf pozastavit nad tim, Ze rovnice
ij = 1 (mod ¢(n)) dava snadny navod, jak pomoci Cisel n a i urdit &islo j. Dava,
ale k tomu musime znat &islo @(n) = (p — 1) (¢ — 1), které nelze zjistit jinak nez
rozkladem &sla n, tj. nalezenim prvodisel p a g (viz Glohu 37.4.2). JestliZe zvolime
niahodnd prvodisla p a g, napf. s padesati ciframi (a to je za pouZiti dnesni vypodetni
techniky moZné), bude n &islo 100-ciferné. V dne$ni dob€ neexistuje metoda, ktera
by v rozumném &ase urdila prvoéiselny rozklad ndhodného 100 ciferného £isla.

Uvedeme ptiklad s malymi &isly, ktery ilustruje Sifrovaci metodu, ale je oviem
nepouZitelny pro skutedné Sifrovani (kvili snadnému rozkladu &isla n).

37.2. Piiklad. Sifrujeme bindrni zpravy tak, Ze je Steme vZdy po péticich znakd
a kazdou pétici interpretujeme jako binirng zapsané &islo 0, 1,...,31 (= 2° — 1).
V uvedené metodg zvolime n = 33 = 3. 11 (takZe znak 32 zlistane nevyuZit). Je tedy
@(n) = 2.10 = 20. Zvolme i = 3 a j = 7. Plati 21 = 1 (mod 20). Sifrujeme tedy
teti mocninou a desifrujeme sedmou.

Chceme napf. zagifrovat zpravu

1111000101 .
Prvni pétice 11110 je binarni zapis &isla x = 30. Plati
x3 =27000 = 33.818 + 6,
tak¥e y = 6. Vysleme tedy bindrni z4pis &isla 6 : 00110. Druha pétice 00101 je bindrni
zapis Cisla x = 5 a plati
x3 =125=33.3 + 26,
takZe y = 26 neboli 11010. Zasifrovana zprdva zni takto:
0011011010 .
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P¥i desifrovani bereme prvni pétici, tedy y = 6: plati

y? = 279936 = 33.8482 + 30,
takZe spravné dekodujeme 30 (neboli 11110). Pro druhou pétici podobng ovéfime
26" = 5 (mod 33), zde s trochu del§im vypoctem.

37.3. Dilkaz spravnosti metody. NaSim tkolem je ovéfit, 7e rovnice (37.1.3)
je skutetné désledkem rovnic (37.1.1) a (37.1.2). Pfipomefime, Ze o(n) =
= (p — 1) (g — 1) je hodnota Eulerovy funkce (25.8.1). ProtoZe ij = 1 (mod ¢(n)),
existuje celé &slo r takové, Ze ij = 1 + r ¢(n). Plati y = x' (mod n), a tedy
y/ = x" (mod n), takZe nadim ikolem je dokazat rovnost

x = x1**® (mod n).

Pokud jsou &isla x a n nesoud&lni, miiZzeme pouZit Fermatovu-Eulerovu vétu
(25.8.2): plati x*™ = 1 (mod n), a tedy x*® = (x*@) = I" (mod n), takZe

x1+re — x x@ = x (mod n).

Pokud jsou &sla x a n (= pg, kde p a g jsou prvodisla) soudélnd, potom ¢&islo x je
bud tvaru x = pa, nebo tvaru x = aq, kde a je celé &islo. Predpokladejme, Ze x = pa
a dale a # 0. (Pro a = 0 mame totiz x = 0 = xttre®) Potoma = 1,2,...,4 = 1
je &islo nesoudéIné s &islem ¢, a tedy i x je &islo nesoud&lné s &islem ¢, takZe plati
x?®@ = 1 (mod g). Pfitom ¢(q) = q — 1 (viz 25.8), takZe x?1"! = 1 (mod gq) a odtud
plyne

xo) = yrp=DE=1 = (xa=1ye~D = 170=D = 1 (mod g) .
To znamend. Ze plati x*™ = 1 + sq, kde s je celé &islo. Vyndsobime posledni
rovnost &islem x:

XM+l = x 4 sgx,
a protoze &islo n = pq je délitelem &isla sgx = sqpa, plyne odtud

XM+l = x (mod n).

37.4. Provadéni metody. JestliZe jsme uréili &isla n = pq a &isla i a j, je Sifrovani
i desifrovani zprav otazkou umocnéni daného &isla a provedeni redukce modulo n.
To lze provaddt na podita&i dost rychle i v pfipad€ nesmirné velkych hodnot n,
tekn&me 100-cifernych. Sila metody spo&iva v tom, Ze ani po zvefejnéni 100-cifern¢ho
&isla n neni v dne$ni dob& znim zpiisob, jak urgit jeho prvogiselny rozklad. NepomiiZe
ani to, Ze vime, kolik &lent tento rozklad ma, pokud prvodisla p a g zvolime nahodng.
Jak ale takovou nahodnou volbu provést?

Z teorie &isel plyne, 7¢ pokud umime zji§fovat prvociselnost i velkych (fekndme
50-cifernych) &isel, miiZeme najit ndhodné prvodislo metodou postupné volby. To
znamen4, e vytvotime ndhodné 50-ciferné &islo a zjistime, zda je prvocislem. Pokud
ne, vytvotime dal§i ndhodné &islo, atd. Primérny polet voleb, potfebny k nalezeni
prvodisla, je

11In10%° = 58.
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Stadi tedy najit tak rychly postup vysetfeni prvoéiselnosti 50-cifernych &isel, abychom
jej byli s to mnohokrat (fddové ve stovkach) opakovat. K tomu slouZi heuristické
metody, které ovéfi v nékolika desitkach sekund, Ze pravdépodobnost prvodiselnosti
je tém&f 1. Uvedeme zde takovou metodu, tzv. Rabintv algoritmus (podrobn&ji
viz Kugera, L.: Kombinatorické algoritmy. Praha, SNTL 1983).

Bud n prvocislo. Podle Fermatovy-Eulerovy véty (25.8.2) plati pro viechna
Gisla i=2,3,....n—1

"1 =1 (modn).
Naopak, neni-li n prvocislo, mame rozklad n = ij, kde i = 1 &+ j, a potom
i""1 % 1 (mod n). (Kdyby totiz rozdil i"~* — 1 byl délitelny &islem n = ij, byl by
dglitelny i &islem i, a to je spor: zbytek po d&leni (i"~' — 1): i je vidy 1.) P¥iklady:

(n=3) 22= 4=1 (mod3)
(n=5) 2*= 16 =1 (mod5)
3*= 81 =1 (mod5)
4* = 256 = 1 (mod 5),
ale

(n=4) 2>2= 8%£1 (mod4).

Abychom ovéfili, zda ndhodné Cislo n je prvolislem, stadi zjistit, zda plati
i"~! = 1 (mod n) pro viechna i = 2,3, ..., n — 2. To ale nelze realizovat v ptipadé
velkych &isel n. Proto vyuZijeme dalSi vlastnosti prvodisel n: kazdé &islo v&tsi neZ 1,
které je s Cislem n soudélné, je jeho ndsobkem. Oznaéme nyni pro kazdé &islo n
symbolem K, mnoZinu viech celych &isel tvaru (n — 1)/2%. (Tato mnoZina je obvykle
mald, napf. Kyq0; = {500, 250, 125}. Pro Zadné &islo n < 10000 nemd vic neZ
13 prvki.) Lze dokazat, Ze jakmile n neni prvodislo, pak v&t3ina &isel i =
=2,3,...,n — 1 bud nespliiuje vztah i"~! = 1 (mod n), anebo ma mocninu i
(k EK,,), ktera je sice soudglnd s &islem n, ale neni jeho nasobkem. To znamend, Ze
pro vétsinu &isel i = 2,3, ..., n — 1 plati
(37.4.1) "' & 1 (mod n) nebo existuje k € K, takové, Ze

i* & 0 (mod n), a pfitom je &islo i* s &islem n soudélné .

Odtud plyne tento postup testovani prvodiselnosti &isla n:

1. Zvolme ndhodné &islo i =2,3,...,n — 1. Ovéfme, zda plati (37.4.1).
Pokud ano, vidime, Ze n neni prvocislo. Pokud ne, je vice neZ 509 nadgje, Ze n je
prvodislo.

2. Zvolme nezavisle dalii ndhodné &islo i a ov&fme (37.4.1). Pokud (37.4.1)
plati, neni n prvocislo. Pokud opé&t neplati, je pravdépodobnost, Ze n je prvocislem,
vétsi nez 1 — (3)? = 75%.

Po deseti nezavislych volbach bud zjistime, Ze n neni prvodislo (pokud () plati
alespott jednou), nebo mame nadgji, Ze n je prvo&islo, v&tsi nez 1 — (3)'° > 99,9%.

Po urleni dvou velkych ndhodnych prvocisel p a g poloZime n = pq a zvolime
ndhodné &slo i = 1,2, ..., n, které je nesoudélné s &islem ¢(n). K nému potom
existuje inverzni prvek v okruhu Z,, (9.7.1), tj. &islo j takové, Ze ij = 1 (mod ¢(n)).
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Cislo j snadno uréime ze zndmych hodnot ¢(n) a i. Naopak lze ukizat, Ze pokud

zname jen hodnoty n a i, je urdeni &isla j stejnd naroéné jako urceni prvoliselného
rozkladu &isla n (viz 37.4.2).

37.4.1. Zavér. Pomoci poéitade Ize urgit dv& nahodna 50-cifernd &isla p a g,
o kterych miiZeme s vysokou pravdépodobnosti olekédvat, Ze jsou to prvocisla.
Po zvefejnéni &isla n = pq a &isla i, pro které existuje j s vlastnosti (37.1.1), miZe
kdokoli za$ifrovat zpravu. K desifrovani v§ak musi urcit Cislo ¢(n) a k tomu potfe-
buje najit prvodiselny rozklad 100-ciferného ¢isla n (viz 37.4.2). Dokud se nenajde
rychly algoritmus pro prvodiselny rozklad, je kédovaci metoda bezpetna.

37.4.2. Cviceni. Ovéite, Ze urleni &isla ¢(n) je stejné t&Zké, jako urdeni prvo-
¢iselného rozkladu &isla n: ze znalosti &iseln = pg a ¢(n) = pg — p — g + 1 uréime
soudin i soudet hledanych hodnot p a g a odtud i tyto hodnoty.

37.5. Metoda zaloZena na zavazadlovém problému

Autory jiné metody Sifrovini s vefejnym kliem jsou Merkle a Hellman
(v r. 1978). Je zaloZena na obtiZnosti feSeni tzv. zavazadlového problému (knapsack
problem), ktery zni takto: mime sbalit n pfedmétd, jejichZ objemy ay, as, ..., a,
zname. P¥inesli jsme zavazadlo s objemem S a ptame se, je-li moZné toto zavazadlo
pln& vyuZit. Tedy je-li mo#né &islo S zapsat jako soudet n€kterych z danych isel.
To miZeme formulovat jako hledani bindrniho slova x = x;x,...x, takového,
Ze plati

S=xa0, +x30;, + ...+ x,0,=X%a,.
Obtiznost feSeni zavazadlového problému oviem zdvisi na volb& vektoru Cisel
a = (al, gy eees a,,). Kardi takova volba dava moZnost Sifrovani zprav: binarni
zpravy rozdélime po n-ticich a misto slova x = x;x,...x, vySleme Cislo S = x * a.
Pii desifrovani stojime pYed ukolem vyfesit zavazadlovy problém dané hodnoty S.
JestliZe je zavazadlovy problém lehky, nestoji tato metoda za nic — desifrovat mize
kdokoli. Jestlize je zavazadlovy problém t&7ky, nestoji metoda také za nic — de-
sifrovat nemfZe nikdo, ani adresit. Merkle a Hellman navrhli zpusob, jak lehky
problém (ktery zna jen spravny piijemce zpréav) proménit v t8Zky (ktery lze zvefejnit).

NeZ metodu obecnd popiseme, uvedeme ptiklad.

37.5.1. Piiklad. K zagifrovani zprav délky 6 lze pouZit tento snadny zavazadlo-
vy problém:

a =(32,16,8,4,2,1).
Pro dané &islo S totiZ rovnost S = x % a’ znamena, Ze slovo x;X;X3X4X5X¢ je bi-
nirnim rozvojem &isla S. JestliZe nap¥. zasifrovand zprava zni S = 58, potom piivod-
nf zpréava je 111010 (tj. 58 bindrng).

Nyni problém zesloZitime tim, Ze kaZdou sloZku vektoru a@’ vynasobime Cislem
v = 14 a zredukujeme modulo &slo m = 139. Novy vektor a ma tedy sloZky a; =

182



=0,1,..., 138 takové, %e a; = 14a; (mod 139). Naptiklad a, = 14 .32 (mod 139),
a protoZe plati 14.32 = 448 = 139.3 + 31, je a; = 31. Podobng postupujeme
pro dal§i sloZky a dostavime vektor

a = (31, 85, 112, 56, 28, 14).
Zprava X = x;X,X3X4XsX¢ zasifrujeme &islem S = x * a. Desifrovdni je uZ trochu

vvvvvv

problém a’. Cislo v = 14 ma totiZ inverzni prvek modulo 139: pro &islo w = 10
plati vw = 1 (mod 139). Pfijatou Sifru S vyndsobime &islem 10 a zredukujeme
modulo 139. Pro tuto novou hodnotu S’ stadi vyiesit zavazadlovy problém a’ (ij.
najit binirni rozvoj &isla S’). Napftiklad pro S = 172 mame 10 S = 1720 = 139.
.12 + 52, tak¥e S’ = 52 nebo binirn& 11010. Pavodni zprava tedy byla x = 11010.
Zkouska: plati x * @ = 31 + 85 + 56 = 172.

37.5.2. Pozndmka. V predchozim piikladu jsme uvedli snadny zavazadlovy
problém a’. Obecngji plati: snadny je kazdy zavazadlovy problém a’ = (ay,a5,-..,a,),
ktery splituje tuto podminku:

(375.1)  a,<a,_y,a,+ ap_y <ap_z, .., ), Q< ay.
i=2

Skute¢ng, pokud S = x * @', potom slovo x urlime takto:
x, =1, pravekdyz S = aj,
x, =1, pravékdyz S — x,a] = a5,
x3 =1, pravékdy? S — xjai — x,a3 = a3,
atd. (Ov&fte!)

37.5.3. Popis metody. K Sifrovini zpriv pouZijeme obtiZzny zavazadlovy
problém a = (ay, a,, ..., a,), ktery zvefejnime. Potom se bindrni slovo X = x;X,...X,
SGifruje &islem S = x » a. Problém a sestrojime tak, Ze nejprve zvolime libovolny
snadny zavazadlovy problém a' = (ai, a}, ..., a,). (Napfiklad libovolny vektor
gisel, spliiujici podminku (37.5.1).) Dale zvolime &islo m > aj + a; + ... + a4,
a &islo o, které je s &islem m nesoudélné. Zvetcjnime vektor a, vznikly nasobenim
vektoru a’ &islem v a redukci modulo m;

(37.52) a,=va;(modm) a a;=0,1,....m—1
provsechnai = 1,2,...,n Cisla m a v utajime.

Ptijatou §ifru S degifrujeme takto: Najdeme inverzni prvek &isla v modulo m,
tedy takové &islo w, pro které plati ow = 1 (mod m), viz9.7.1. Timto &islem nésobime
Sifru S a zredukujeme modulo m:

(37.53) S'=wS (modm) a S'=0,1,...m~—1.
Potom vy¥eSime snadny zavazadlovy problém, tj. najdeme slovo x takové, 7e S’ =
= x % a’. ZaSifrovana zprava je x.
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37.5.4. Dikaz spravnosti metody. Naiim tkolem je ov&fit, Ze pro kaZdé &islo
S = x+a z rovnice S’ = wS (mod m) plyne rovnice S’ = x+da’ (pro S’ =
=0,1,...,m — 1). Plati

S’ = w(x * a) (mod m) =
wo(x x a’) (mod m) =

= x*a (mod m).

Dile x*a' <a, +ay+ ...+ a,<m a také S’ <m, takZe ze vztahu S’ =
= x * a’ (mod m) jiz plyne S’ = x *a’.

It

37.5.5. Zesileni metody. Jak 1iinna je tato metoda Sifrovani? Na tuto otdzku
neni upln& jasna odpovéd. Zale? na tom, jak obtiZzny je zvefejnény zavazadlovy
problém. Pro zesilenf G&innosti miZeme metodu iterovat: zatneme snadnym zava-
zadlovym problémem a® a &isly m® a v°. Nésobenim hodnotou »° a redukci modulo
m® dostavame zavazadlovy problém a'. Ten jiZ neni snadny pro ostatni, ale je snadny
pro nas! Proto mi¥eme vzit a® za ziklad metody, zvolit &sla m' a v' a vytvofit
novy zavazadlovy problém a?, atd. Cim del§i iteraci uddlime, tim vice bude mit
vysledny zavazadlovy problém charakter nahodného vektoru a tim t&Z§i bude jeho

feSeni.
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DODATKY

Al. Galoisova télesa

Uvadime tabulky Galoisovych tgles. T&lesa o p prvcich, kde p je prvodislo,
neuvadime: jsou to t&lesa Z, (9.6). Uvadime t&lesa

GF(p") = Z,/q(x), pprvodisloa n>1,
kde g(x) je ireducibilni polynom stupn& n nad Z, (23.15). KaZdy prvek vyjadiime
jako polynom proménné z stupné <n a zérovefi (krom& 0) jako mocninu prvku z.
Tim umoZiiujeme snadné s&itini (oby&ejné s&itani polynomil) i ndsobeni (z'z/ = z'*J).
Volime takové polynomy q(x), Ze prvek z je primitivnim prvkem télesa GF (p").

GF(4) = Z,|(x* + x + 1) GF(8) = Z,/(x* + x + 1)
0 0
1=2"=23 1 =20=77
z =zt z =z!
1+z=22 z? = 22
1+z =23
z 4+ 2% =z*
1+z+22=2°
14 2%2=25
GF(9) = Z,/(x* + x + 2) GF(16) = Z,/(x* + x + 1)
0 0
1=2%= 28 1 20 = 215
z=z! z =zt
1+2z=22 z? = 22
24+2z=23 z3 =283
2=2z* 1 +z =2z*
2z = 2% z +22=7°
24 z=28 2?2 4+ 23 = z®
1+ z=2" 1+2z +22=27
1 + 2% =28
z +2z2=2°
1+2z + 2% =z1°
24 22 4 g3 = gl
1+ z+ 2%+ 23 =212
14224 23 =213
1+23= 14
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GF(25) = Zs[(x* + x + 2) GF(27) = Z3/(x® + 2x + 1)

0 0
1 = 20 — 524 1 =20 = 726
z =zt z =zt
4z +3 =z* 22 = z2
4z +2 =2° z +2 =7z2°
3z+2 =z 242z =2z
4z +4 =723 2224+ z +2 =12°
2 =z 224z +1 =2°
2z =77 22+2z2 +2 =27
3z+1 =28 222 +2 =128
3z4+4 =2° z +1 =2°
z+4 =2z 22 +z =210
3z4+3 =z 224z +2 =z
4 = g2 z 4+ 7% = 712
4z = z!3 2 =z3
z+2 =z 2z =z
z+4+3 =2z 2z% = z13
2z +3 =z 2z +1 =z
z+1 =27 222 +z =z
3 =z!8 2242z +1 =28
3z = z'° 222 +2z +2 =2z
2z + 4 = z*° 222 4 z +1 =2z%°
2z 4+1 =z 2241 =z%
4z +1 = z*2 2z +2 =z%?
2z + 2 = z?3 222 4+ 2z = z%3
222 + 2z +1 = z%*
2z2 + 1 z%3
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GF(32) = Z,[(x° + x* + 1)

-
“

0 l+z+22+22 424 =2

1 =2%=2% 14z + 23 +2*=2'°

z =2z 1 +z +z+=2"

2? = 722 1 +z =28

JEN 7 4 22 = 719

Z4=Z4 ZZ+Z3=220

zz+1 =Z§ Z3+Z4=221
z3+z=26 1+22+Z4=222

2t 4+ 22 =77 14+2z +22423=22

1 +22+23=2% z 4224 23 4 2% =%
z +z28+z24=2° 1 + 23 4 z4 = %3
1 +z4 =710 142z + 22 2% = 2%

1 +z +22=2z1 1 +z +23=27
z + 22 + 23 = z12 z + 22 4 7% = 728
22+z3+z4=zl3 1+Z3_229
1+Zz+23+z4=214 Z+Z4=Z30

A2.Pfehled BCH kédia Reedovych-Mullerovych k6dt

Uvédime viechny existujici bindrni kédy délky
n=2"—-1=1715,31,63a127
mezi BCH kédy a zliZenymi Reedovymi-Mullerovymi kédy. Uddvame délku (n),
miniméln{ vzdélenost (d), podet informadnich znakt (k) a u kéd R(r, m)* jeste fad
r=20,1,...,m — 2. AZ na jednu vyjimku je plinovani vzdalenost BCH koédit
shodnd s tdajem d.

Délka Minimalni BCH: R(r, m)*:
vzdalenost inf, znaky inf. znaky
7 3 4 4 (r=1
7 1 1 (r=0)
15 3 11 11 (r=2)
5 7 - -
7 5 5 (r=1)
15 1 1 (r =0)
3t 3 26 26 (r=13)
5 21 - -
7 16 16 (r=2)
11 11 - -
15 6 6 (r=1)
31 1 1 (r=0)



*) plénovana vzdélenost je 29
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Délka

63

127

Minimalni
vzdalenost

3

5

7

9

11

13

15

21

23

27

31

63

31%)
31
43
47
55
63
127

BCH:
inf, znaky

57
51
45
39
36
30
24
18
16
10
7

1
120
113
106

R(r, m)*:
inf. znaky
57

42

22

(=9
(=3
(=2
(r=1)
(=0
(=9
(=9
(=3
(=2
(=1
(=0
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