Medians and Order Statistics

Necht’ A je mnoZina obsahujici n riznych prvku:

Definice; Statistika i-tého rédu je i-ty nemensi prvek, tj.,
* minimum = statistika 1. rédu
* maximum = statistika n-tého radu
* median(s) = [{n+1)/2 a [{n+1)/2[] - pro sudy
pocet prvku existuji dva mediany nejcastgji se
uvazuje prvni z uvedenych pripadu
Algoritmus vyberu : Pro danéi, urcit statistiku i-tého radu

vstup:  MnoZinaA n (raznych) cCisel ahodnotai, 1<i<n
vystup: Prvek x[J A ktery je vetSi nez (i - 1) prvka mnoziny A



O(nlgn) reseni algoritmu vybeéru

Algoritmus vyberu : Pro danéi, urcit statistiku i-tého radu
vstup:  Mnozina A n (raznych) Cisel ahodnotai, 1<i<n
vystup: Prvek x[J A ktery je vetSi nez (i - 1) prvku mnoziny A

NaiveSelection(A, 1)
1. A' « FavoriteSort(A)

2. return A'[1]

Cas vypoctu:

O(nlgn) pro algoritmy razeni, které
jsou zal ozené na porovnavani
Muze byt 1epSi?7?7?

Zakladni mySenka: Pouzit O(nlg(n)) algoritmus
pro razeni cisle, (heapsort, mergesort), pak vybrat

I-ty prvek pole.



Nalezeni Minima ( Maxima)

. . Minimum(A)

Cas vypoctu: 1. lowest — A[1]

- jediny pruchod polem 2.fori « 2tondo

- pouze n-1 porovnani 3. lowest — min(lowest, A[i])

Je tohle nejlepsi mozny cas potrebny pro nalezeni minima
(maxima)? Ano!

Proc je nutné n—1 porovnani ?

* Algoritmus vyhledavajici minimum musi porovnat kazdy
prvek s, vitezem" (nalezeni minima/maxima lze chapat jako
turna), ve kterém musi byt n-1 porazek ke stanoveni viteze)



Nalezeni Minima & Maxima

Co kdyZ chceme soucasné vyhledat minimum a maximum ?
Kolik porovnani je nutné provest ?

* Postup A: naezneme minimum a maximum oddelenetj. n- 1 porovnani
pro min apro max, tj. celkem 2n -2 porovnani
Lzeto udelat |épe ?

® Postup B: Zpracovavame prvky po dvojicich. Ngprve se porovnavzgemne
porovna dvojice prvkl vstupniho pole a mensi hodnota se porovna s
dosavadnim minimem, vetSi hodnota pak s maximema podle vysledk
porovnani se uravi aktuani hodnota minima a maxima.
Cena = 3 porovnani pro kazdé 2 prvky.
Celkovacena = 30h/2L]



Finding Minimum & Maximum

Postup B: Zpracovavame prvky po dvojicich. Nejprve se porovnavzaemne
porovna dvojice prvkil vstupniho pole a mensi hodnota se porovna s
dosavadnim minimem, vétsSi hodnota pak s maximem a podle
vysledk( porovnani se upravi aktudni hodnota minimaa maxima.

Cena = 3 porovnani pro kazdé 2 prvky.

Celkova cena = 3[h/2[]

FindMin&Max(A) 7. else//n% 2 ==

1.if length[A] % 2 == 8. then min=max=A[1]

2. thenif A[1] > A[2] 9. Compare therest of the elementsin

3 then min = A[2] pairs, comparing only the
maximum element of each pair

4 max = A[1] with max and the minimum

S elsemin = A[1] element of each pair with min

6 max = A[2]




Analyza FindMin&Max

Je-li n sudé, potrebujeme 1 pocatecni porovnani a pak

3(n-2)/2 + 1 porovnani = 3n/2 -2

Je-li nliché, potrebujeme 3(n-1)/2 porovnani
V obou pripadech, je maximalni pocet porovnani < 320

FindMin&Max(A)
1.if length[A] % 2 ==
2. thenif A[1] > A
3 thenmin=A
4, max = A
5 elsemin=A
6

2]

1]

2]

[1]

max = A

2]

1.
8.
0.

ese/In%2==
then min=max=A[1]
Compare the rest of the elementsin
pairs, comparing only the
maximum element of each pair

with max and the minimum
element of each pair with min




Vyber statistiky i-teho radu
v linearnim case

* Randomized-Select vraci i-ty nggmensi prvek Alp..r].

Randomized-Select(A, p, 1, 1)

1.if p=rthenreturn A[p]

2. q — Randomized-Partition(A, p, r)
3k qgq-p+1

4.if i =k thenreturn A[q]

5. elseif i <kthen return Randomized-Select(A, p, g-1, 1)
6. elsereturn Randomized-Select(A, g+1, r, i - k)

Randomized-Partition(A, p, r)
1.] « Random(p, r)

2. swap Afr] « All]

3. return Partition(A, p, 1)




Vyber statistiky i-teho radu
v linearnim case

e Algoritmus Randomized-Partition ngjprve zameni A[r] s ndhodnée zvolenym
prvkem A apak zavola proceduru Partition pouzitou v algoritmu QuickSort.

Randomized-Partition(A, p, r)
1.} « Random(p, r)

2.swap A[r] - A[j]

3. return Partition(A, p, 1)

Partition(A, p, 1)

1.x « Alr]

21 « p-1

3.forj —« ptor-1do

4.if A[j] £ x then

5. | —1+1

6. swap All] ~ A[j]
7.swap Ali+1] « A[r]

8. returni +1




Doba vypoctu algoritmu Randomized-Select

* Nghorsi pripad : pri neStastném vyberu vznikne n - 1 casti.
T(n)=T(n-1) +6(n) =6(n?)
(stgjné jako nejhorsi pripad u algoritmu QuickSort)
* Neglepsi pripad : pri vhodné volbe se rychle redukuje velikost
casti T(n) =T(n/2) + 6(n)
* Prumeérny pripad : jako Quick-Sort, asymptoticky se bude
bliZit ngjlepSimu pripadu



Urceni statistiky i-teho radu v linearnim case (v nejhorsim
piipadé)

Key: ZarucCime-li a ,dobré" rozdéleni kdyz separujeme pole na
dili casti pak bude algoritmus beézet v linearnim case.

Select(A,p,r,i) /*ijei-ty hledany prvek v poradi. */
1. Rozdélit vstupni pole A [h/50skupin velikosti 5 prvki ve
skupiné (a jedna zbyvajici skupina, pokud n % 5 I= 0)

2. Urcit median kazdé skupiny o velikosti 5 metodou insert-
sort pro 5 zvolit prostredni prvek.

3. volat Select rekurzivné, abychom urcili hodnotu x, coz je
medidn z (h/50 medidng.

4. Rozdélit celé pole okolo prvku x, do dvou poli
A[p, g-1] and A[g+1, r] a vrdtit g, index bodu rozdéleni
(pouzit modifikovany Partition Algoritmus viz ddle).

Necht' k=q-p+1
if (i = k) return x (predpoklddd, Ze index x je k)
else if (i < k) then
call Select(A, p, g-1, i)
else call Select(A, g+1, r, i - k)

o O




Urceni statistiky i-teho radu v linearnim case (v nejhorsim
piipadé)

Modifikovana verze algoritmu Partition x je vstupni parametr,
ktery obsahuje hodnotu prvku, okolo kterého se vytvareji casti.

Partition(A, p, I, X)

1.1 - p-1

2.for) —« ptor-1do

3. IfA[j] £xthen

4. | —1+1

S. swap All] ~ All]
6. swap A[i+1] - A[r]
/.returni + 1




Doba vypoctu procedury of Select

Doba béhu (jednotlivé kroky):

1. O(n) (rozdéleni do skupin po 5 prvcich)

2. O(n) (serazeni 5 prvkl a nalezeni medianu je O(1)
casova slozitost)

3. T(n/50 (recurzivni volani k nalezeni medianu mediand)

4, O(n) (rozdéleni pole)

5. T(7n/10 + 6) (maximalni velikost podproblému)

Celkova doba zpracovani je dana rekurentné

T(n) = T(m/50) + T(7n/10 + 6) + O(n)



Doba vypoctu procedury of Select

Reseni rekurentni rovnice metodou odhadu. Odhadujeme
T(n) €cn
T(n) = T(h/50 + T(7n/10 + 6) + O(n)

< ch/50+ ¢(7n/10 + 6) + O(n)
< c((n/5) + 1) + 7cn/10 + 6C + O(N)
= cn - (cn/10 - 7¢) + O(n)
< cn

Kdyz n >= 80 (cn/10 -7c) nabyva kladnych hodnot

Zvolime-li dostatecné velkeé c tak O(n) + (cn/10 -7c¢) je
kladné a plati predchozi radek. (Napr. ¢ = 200)
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