Grafoveé algoritmy

Programovaci techniky



Grafy — Uvod - Terminologie

Graf je datova struktura, sklada se z mnoziny vrcholt “V”
a mnoziny hran mezi vrcholy “E”

Pocet vrcholu a hran musi byt konecny a nesmi byt
nulovy u vrcholu ani u hran

Grafy
— Orientované — hrana (u,v) oznacena Sipkou u->v
— Neorientovane — pokud ex. (u,v), existuje take

(v,u)
Souvislost — graf je souvisly, jestlize pro vSechny v(i) z V
existuje cesta do libovolneho v(j) z V, nesouvisly graf je
rozdélen na komponenty

Strom — graf, ve kterém pro kazde 2 vrcholy existuje
prave jedna cesta



Grafy — Uvod - Terminologie
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

Incidenéni matice: Incidenéni matice (Incidence mamvix)

— orientovany graf G=(V.H.g)
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Incidencni matice
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

Matice
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

Seznamem
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Grafy — Uvod — Reprezentace grafu

e Plexova struktura

— Vypada jako reprezentace seznamem
sousednosti, akorat vrcholy nejsou ulozeny ve
statickém poli, ale v dyn. strukture (spojovy
seznam)

e => MUzeme ménit poc€et hran i vrcholl



Hledani nejkratSi cesty - v neohodnocenem grafu

Prohledavani do Sirky

1. [Inicializace]
for VI—{r} do
begin dosaZen[v] = £alse; podet-hran-od-r[v] = w; predchiidece[v] =nil
end:
pocéet-hran [r] = 0; dosaZen[r] =true; FRONTA =(r);
while 2. [Test ukonceni] FRONTA = () do
begin 3. [Volba vrcholu se zacatku fronty]
Vv = zaé-fronty;
4. [Postup do 5ivky)
for Vs (vido { Fa(v) —ve verzi pro neonentovany graf }
if not (dosazen[w])
then begin dosaZen[w] =true; predchiidce[w] =v;
pocet-hran-od-r{w] =poder-hran-od-r[v]+1;
FRONTA = FRONTA + (w)
end;
FRONTA = FRONTA —(v)
end:



Prohledavani do hloubky

for Vvl do
begin stav[v] = nedocsazen; pfedchidee[v] =nil
end;

i=0;

POSTUP-DO-HLOUBKY(r)

procedure POSTUP-DO-HLOUBEKY(v)
stav[v] = otevien; i:=it+l; poprve[v] =1;
for Ywels (v) do { V&' (v) — ve verz
if stavlwlEnedosazen

then begin predchiidee[w] = v;
POSTUP-DO-HLOUBKY (s)

end;

stav[v] = zavien; i =i+l; naposied[v] =i

ro neorientovany graf }

# vrchol v ve stavu zavien

.. viichmi naslednici (sousedé) vrcholu v uZ jsou prozkoumam
* vrcholy ve stavu otevien

... zasobnik rekurzivnich volani

o je<1 2|V
* poprve[v] = naposled[v]



Poznamka - Hledani do hloubky
(backtracking) - upgrade

— Orezavani
 pokud vidim, Ze v néjakém uzlu (stavu) prohledavanim

jeho naslednikt URCITE nenajdu fedeni, neprohledavam
dale, ale vratim se o Uroven vys
— Priklad — v grafu projit vSechny uzly a a neurazit pritom délku
vétsSinez D
— Heuristika
« Uprednostnim néjakého naslednika mezi jinymi, podile
neéjakého kritéria, které mi SNAD urychli hledani reseni
— Priklad(negrafovy) — proskakat Sachovnici koném — pljdeme
na ta pole, z kterych budeme mit nejméné moznosti dalSiho
skoku

- A* algoritmus — zahrnuje prohledavani do Sirky i do
hloubky s heuristikou i ofezavanim, viz dale.



Hledani nekratsi cesty v
acyklickém orientovanem grafu

 DAG (directed acyclic graph) shortest path
algorithms

o Jaka je nejkratsSi cesta z A do J v tomto
obrazku?




Hledani nekratsi cesty v
acyklickém orientovanem grafu

« Graf je kvlli své struktufe rozlozitelny na etapy

Necht’' S udava uzel v etape j a f;(S)

Oznilc'er:;)a_ A je nejkratSi cesta mezi uzly S a J, plati
2. etapa: B, 1 | ‘ |
C,D -(j'l-h'jlr = L1 {L‘SE-l_JJj-]-J_(ZJ}
3. etapa: E, nodes 71 shage j+1
4 Z,t:pa' ¥ Kde c,, udava spocteny “oblak hran” SZ.

Timto dostavame rekurentni vztah, ktery

I ISP .
resi nas problém.

5. etapa: J



DAG — resSeni ulohy

 ZacCneme s fg(J)
- Etapa4d

— Zde se nic nerozhoduje, jen
prejdeme do J. Tim, ze jdeme do
J tedy dostavame f,(H)=3 a
f,(1)=4.
« Etapa 3 (viz tabulka Sj)

— Jak spocitat f5(F). Z F mlGzeme jit
do H nebo do I.

e Hrana do H ma hodnotu 6,
nasledujici je f,(H)=3. Celkem
tedy 9.

* Hrana do | ma hodnotu 3,
nasledujici je f,(I)=4. Celkem tedy
7

— Jakmile se tedy dostaneme do F,
je nelepsi jit pres | s vydanim = 7.
— Stejnépro E, G.
 Pokracujeme takto az do etapy
1

Sa | cseze + Fa(Za) | fa{5s) | Decision
H | Go to
E 4 8 4 H
F 0 7 7 I
G 6 7 b H
Sa | e,z + fa(Za) | fa(52) | Decision
E|F| G Go to
B |11 11| 12 11 Eor F
Cl| 79| 10 i E
D| 8§ |8 ] 11 2 EorF
51| es oz, + fa(Zy) | f2(51) | Decision
B | C D Go to
A 1311 ] 11 11 CorD




DAG shortest path

» Slozitost hledani — O(n+m)
* NejdelSi cesta v grafu

K ()
Efu MOy w ek [.EEF-! F Cora .]
Pouziti:
e napr. diagram Cinnosti — ukazuje nejkratsi Cas ukonceni projektu

e vzdalenost mezi mésty atd.



Dijkstriv algoritmus

 Hledani nejkratSi cesty v
ohodnoceném grafu z
vrcholu s do vrcholu t

 Predpokladame:

— Graf je souvisly
— Neorientované hrany

— Ma& nezaporné ohodnocené
hrany

« Z navstivenych vrchol( vytvafime mrak. Zpoc¢atku mrak
obsahuje pocCatecCni vrchol S, postupné pridavame uzly az do
nalezeni cilového uzlu

o V kazdém kroku — pridame do mraku vrchol v vné mraku s
nejmensi vzdalenosti d(v) (prioritni fronta)

« Opravime vzdalenosti vrcholl sousedicich s v (vede ¢asto k
relaxaci hran)



for Vil do
begin d[i] =w(s. i)
oznaceno[i] = false;
if w(s.i) < w then pred[i] =5
end:
oznaceno[s] ;= true;
konec = false;
celkova_delka cesty = w;
repeat imin =0;
omin =1. (1) not oznaceno|1| A (2) ali1] =mm {d[ul|} <o { hladovy postup |
if imin=0

then konec = true { cesta nenalezena, pro viechny neoznacené vrcholy d[i]=w }
else if imin=1
then konec = true { cesta nalezena }
else begin oznaceno[imin] = trus;
for Vi € {not oznaceno(i]} do

if dimin] +wlimm, i]) = d[i];
then begin 4[i] .= d[imin] — wlimin, i]:
pred[i] = imin
LT

end elaxace }

end
until fonec:
{ if imin = t then celkova_delka _cesty =d[imin] } { Dijkstras — 1t}



Dijkstriv algoritmus

e Relaxace hran

— Relaxace hrany e
upravuje vzdalenost
d(z) takto:

d(2)—min{d(z),d(u)+weight(e)} ﬂ




Priklad 7.1

V nasledujicim grafu najit nejkratéi cestu z vrcholu 1 do vrcholu &
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vzit 4 a oznadit jej, vzit 2 a oznacit jej,
aktualizovat vzdalenost do 3.5.7 aktualizovar vzodalenost do 3



vzit 6 a oznadit jej, nefmensi vzdalenost z neoznacenych
Zadné vzdalenosti se neakrualizuyi vreholi md 3, oznacit jej,
aktualizovat veddlenost do 7.8

vzit T a oznaéit jej, 8 je cil, vzit jej a oznacit
aktualizovat vzdalenost do 8




Floyd-Warshalllv algoritmus

Algoritmus hledajici minimalni cestu mezi vSemi
pary vrcholu (all-pair shortest path algorithm)

Vhodny pro husté grafy — v tom pripade rychlejsi
nez Dijkstra opakovany pro vSechny vrcholy
Pracuje s matici sousednosti

Slozitost O(n3)

MUzZeme stanovit max. pocet vrcholl, pres které
se |de

Je technikou dynamickeho programovani — viz
dale



FLOYD-WARSHALL(G.d.mezi)
vstup ©  souvisly graf G=(V. H) s nezapornym chodnocenim hran w: H(G) =R™
vystup - d[ij]. ijeV;
mezili.jl. i.j €V;
fori=1to|F do
for;j =1to I do
begin d[i.j] =w[i.j]:
mezili.j] =null
end;
for k=1 to |V do
fori=11to |V do
for j =1 to |V da
if d[i, k] +d[k.j] < d[i.]]
then begin &[i.j] =d[i. k] +4[kJ]:
mezi[i.j] =k
end;

Matice sousednosti je ulozena ve w

d je matice aktualné spocCtenych nejkratSich vzdalenosti

mezi je matice nejkratSich mezicest, je nainicializovana na -1 (null)

V kazdem kroku algoritmu zjiStuji, jestli existuje mezi vrcholy i,j kratSi
cesta pres vrchol k, pokud ano, nastavim vzdalenost v d[i][j] na novou
velikost a do path[i][j] zaznamenam vrchol k



Floyd-Warshalllv algoritmus

* Priklad — je dana matice sousednosti grafu. FW algoritmem
naleznéte nejkratSi cestu mezi vSemi vrcholy

1|2|3]|4 1/2[3|4 2|3 2|34
1o+ 2 [2]o N2 1loN12 [1]o Nf1 2
2N031E>2N031|:>:>2 0|3 :>2 031
3|1 3 05 3|11 3 0 5 3 30 3 3 05
4l2 150 [4/2150 412 15 42 1 5 0
(kiD=(1,1,2)  (Ki)=(1,1,3) (kiD=(1,2,2)  (KiJ)=(1,2,3)
O+"N”<*N"?  0+1<17 “N"+"N”<0? "N"+1<3?

*NENI *NENI «NENI «NENI



Floyd-Warshalllv algoritmus

* Priklad - pokraCovani
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Floyd-Warshalllv algoritmus

e Rekonstru

—V mezi[i]
ma jit. Po

Kce nejkratSi cesty mezi i,
J] je index vrcholu k, pres ktery se

kud k neni -1(null) podivam se do

mezi na nejkratsi cestu mezi i,k a k]
— Toto opakuji rekurzivné dokud nenajdu

mezi[il[j]

== -1.



Minimalni kostra grafu

« Algorimus na hledani minimalni kostry grafu
(Minimum Spannig Tree)

Kostra grafu:
— minimalni souvisly podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy
— neobsahuje cykly — je to strom

Definice: Je dan souvisly graf G, jehoz hrany jsou ohodnoceny
realnymi Cisly, které budeme nazyvat cenami. Kostrou grafu, ktera
ma nejmensi ohodnoceni hran mezi vSemi kostrami, nazyvame
,nejlevnéjsi (minimalni) kostrou grafu”



Aplikace nejlevnéjsi kostry

Elektrifikace nzemi

0. Borivka algoritmus hledani nejlevngjéi kostry objevil jake fedeni konkrétni praktické
ulohy elektrifikace wizemi. V této uloze obce tvori vrcholy grafu, elektricka spojeni hrany a
chodnoceni hran reprezentuje cenu za natazeni vedeni mezi obcemu. Ukolem bvlo najit
takove spojeni, abyv viechnyv obce bvly piipojeny do elektricke sité a piitom cena spojent
byla minimalni.

Sjizdnost silnic

Mame silniéni sit, z niz chceme udrzovat sjizdnou co nejkratsi ¢ast, ktera vzajemné propoji
viechny obce dane oblasti.

Vybudovini zeleznicni sité
Mezi mésty dansho regionu mame navrhnout zelezniéni sit’ tak, aby kazda 2 meésta byla po
zeleznici dosazitelna a piitom naklady na vwbudovani zelezniéni sité byly mumimalni.



Kruskal(v algoritmus:

[Uréit nejlevnédjsi kostru v souvislém ohodnoceneém grafu G=(V,H)]
1. [Inicializace kostry K]
VK) =WG), HEK) =2 (K=(.d)}
2. [Pridani hrany do K]
Necht 7 je hrana s nnmimalnim chodnocenim takova, ze hgH(K)

a (F, HK)w{h}) je acyklicky graf,
H(K) = HK)w{h}.
3. [Test ukonceni.]
Jesthize |H(K)=T(G)| -1, pak K= (F.H(K)). jinak navrat na krok 2.

Alternativné:
1. MK =WMG). HK) =H(G): {K=G}
2. [Odebrani hrany z K]
Necht /1 je hrana s maximalnim ohodnocenim takova, ze heH(K)
a (F, HLK)—{h}) je souvisly graf,
H(K) =H(K)—{h}.
. [Test wkonéeni.]
Jesthze |[H(K)=T(G) —1. pak K= (F . H(K)). jinak navrat na krok 2.

L



Boruvklv algoritmus

[Uréit nejlevnédjst kostru v souvislem ohodnocenem grafu G=(V,H)]
1. [Inicializace lesa L]
VL) =WG): HL) =2:; {(L=(V.2)}
2. [Arualizace lesa L]
Pro kazdou komponentu L’ lesa L uréit nejlevnéjsi hranu z hran vychazejicichz L’
k jinvm komponentam. Necht' 5 je mnoZzina téchto hran. Pak polozme
HL)y=HL)wS

a urceme komponenty souvislosti v lese L = (7. H(L))

Ld

. [Test ukonceni.]
Jesthize |[H(L)=|F(L) —1. pak K= (V,H(L)). jinak navrat na krok 2.
(Alternativné jestlize pocet komponent je roven 1. pak K= (F.H(L)).
jnak navrat na krok 2.)



PrimGv - Jarnik(v algoritmus

[Urcit nejlevngisi kostru v souvislém ohodnocenem grafu G=(V H)]
1. [[nicializace kostry K]
Necht v je libovolny vrchol grafu & |
VK) = {v}: HK) =2 (K =(v1.D) }

. [Aktualizace kostry.]
Necht /1 je hrana s minimalnim chodnocenim z hran spojuicich
vrchol ue F{K) s vrcholem v F(K). pak
VK) = K)wiv: HK) = HK)o{h}

. [Test wkonceni.]

Jesthize |H(K)=T(G)|-1. pak K= (V. H(K)). jinak navrat na krok 2.

[~

L



PrimUv-Jarnikuv algoritmus

. Priklad(1)




PrimUv-Jarnikuv algoritmus

* Priklad - pokraCovani




