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1. Rekapitulace DP ol
—

m Trochu jako D&C, ale jde zdola nahoru,
kazdy podproblém resi jen 1x

m V tabulce ulozena nejlepsi dilci feSeni,
kombinuiji se pro ziskani vétsSich a vétsich
resSeni

= Nevime, které podproblémy vyresit, tak
vyresime vsechny

m Minimalizace usili d@slednym vyuzivanim
dil¢ich vysledkd




s Uskali:
— ne vzdy lze zkombinovat feSeni mensich
problém{ na feseni vétsiho podproblému
— pocet podproblémd mdze byt prilis velky
m Charakteristické rysy problému pro DP:
— nejlepsi reSeni obsahuje optimalni reseni
podproblém{
— podproblémy se prolinaji
m Charakteristické rysy problému pro D&C:
— generuje nové a nové (disjunktni) podproblémy
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Pouzitelnost DP 1—'5

————

m Problém vhodny pro DP: princip optimality -
podstatny je stav, ne zplsob, jakym se do
néj doslo

m DlleZita je cena operaci, ne samotné
operace

m VétSina kombinatorickych problémU

m Nejvétsi omezeni: pocet dilCich feSeni, ktera
je nutno sledovat - potiebujeme
"zastavovaci mista", implicitni poradi prvk{ -
pokud neni splnéno, exponencialni pocet
moznych dilCich feSeni - nedostupné
mnozstvi paméti




Typicky problém pro DP 1—'5
R

m Dekomponovatelny do posloupnosti rozhodnuti,
prijatych v rliznych etapach

m Kazda etapa ma urcity poCet moznych stav(

m Rozhodnuti nas prevadi ze stavu v jedné etapé do
stavu v dalSi etapé

» Nejlepsi posloupnost rozhodnuti v urcité etapé je
nezavisla na rozhodnutich v drivéjSich etapach

m Cena prechodu mezi stavy v rliznych etapach je
jasné definovana

m Existuje rekurentni vztah pro vybér nejlepsiho
rozhodnuti

Pr.1: Nejdelsi spolecny podretézec

7 v v V4 v

A=HELLO, B=ALOHA, nejdéte nejdelsf spojitou
sekvenci vyskytujici se v obou

D3

Redeni 1:

m Pro kazdy z m pocatecnich bodl A kontroluj nejdelsi
spolecny podretézec zacinajici na kazdém z n
pocatecnich bodl B

= Kontroly v prdméru v A(m) Case, celkem O(n?n)
Cas




Nejdelsi spolecny podretézec

Reseni 2 uzivajici DP:

= Necht'L;; = max.délka spolecnych Fetézcd koncicich
VA aB;

] AI = B_] -> LIIJ = Li'l,j'l + 1

LongestCommonSubstring (A,m,B,n)

fori:=0tomdoL[i,0] :=0;
forj:=0ton doL[0,j]:=0;
len := 0; answer := <0,0>; // Délka a konec nejdelsiho podret.
fori:=1tomdo
for j := 1 to n do begin
if A[i]<>B[j] then L[i,j]1:=0
else
begin
L[i,j] := L[i-1,3-11 + 1;
if L[i,j] > len then
begin len := L[i,j] ; answer := <i,j> end
end

o(mn)
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Priklad:
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answer = 5,3, len=2

fori:=0tomdo L[i0] :=0;
forj:=0ton doL[0,j]:=0;
len := 0; answer := <0,0>; // Délka a konec nejdel. podret.
fori:=1tomdo
forj:=1tondo
begin
if A[i]<>B[j] then L[i,j] := 0
else
begin
L[i,j] := L[i-1,j-1] + 1;
if L[i,j] > len then
begin len := L[i,j] ; answer := <i,j> end
end

U této Ulohy by Slo matici usetfit

Pr.2: Nejdelsi spolecna podposloupnost

PY.: houseboat a ousbo

podposloupnosti A i B

Retézec C je podposloupnost Fetézce A, jestlize C Ize ziskat rusenim 0 & vice
symbolli z A
Retézec C je spole¢na podposloupnost Fetézcil A a B, jestlize C je

PF.: houseboat a computer - spole¢na podposloupnost out (nebo oue)

Retézec C je nejdeldi spole¢na podposloupnost (LCS) fetézcl A a B,

jestlize C je spole¢nou podposloupnosti A i B a neexistuje
podposloupnost delsi




Nejdelsi spole¢nad podposloupnost

Reseni uZivajici DP:

= Necht' L;; = délka LCS v A[1..i] a B[1..]]
| AI = BJ -> Ll/J = Li'].,j']. + 1
| Ai <> BJ -> Li,j = max (Li'l,j’ Li,j'].)

/ T

znak se neshoduje,
tak zachovam nejlepsi predchozi feSeni
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LongestCommonSubsequence (A,m,B,n)

fori:=0tomdo L[i,0] :=0;
forj:=0ton doL[0,j]:=0;
fori:=1tomdo
for j := 1 to n do begin
if A[i]=B[j] then
L[i,j] := L[i-1,j-1]1+ 1
else
L[i,j] := max (L[i-1,], L[i,j-1]);
length := L[m,n]

1)
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Priklad:

fori:=0tomdo L[i,0] :=0;
forj:=0ton doL[0j]:=0;
fori:=1tomdo

for j := 1 to n do begin

if A[i]=B[j] then
Lij) = L[i-1,j-1] + 1

else
L[i,j] == max (L[i-1,3], L[i,j-1]1);
length := L[m,n]

Max = 3, ale nevime, které znaky -

- nutno ukladat, kde shoda

=O0UE (nebo OUT,
pokud schovavany posledni indexy,

ne prvni)
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DP pro fetézce

Pr.3: Priblizna shoda retézct

m Nalézt vSechny vyskyty slova v textu, v textu mohou
byt male preklepy.
m Jak najit retézec nejblizsi k danému vzoru?
m P - vzor. retézec, T-retézec ve stejné abecedé
m Editacni vzdalenost mezi P a T - nejmensi pocet
zmen pro transformaci podretezce T na P
= Povolené zmény:
1. Substituce - 2 odpovidajici znaky se lisi: KAT -> CAT
2. Vlozeni - vlozeni znaku, kt. je v P, do T: CT -> CAT
3. Ruseni - zrusit v T znak, kt. neni v P: CAAT -> CAT

Pf.: P=abcdefghijkl, T=bcdeffghixkl, P odpovida T po 3
zménach 14




DP pro fetézce

Vypada jako obtizny problém
Rozlozit na posl. znak + zbytek, posl. znak bud’

odpovida nebo jedna ze 3 zmén
Pfesnéji: DI[i,j] - min. pocet rozdil mezi P1, P2,..Pi
a Casti T kondici v j - cena editace prvnich j znakd T
na prvnich i znakl P

D[i,j] = min ze 3 moznych zplsobd rozsifeni kratsiho fetézce
1. if Pi=Tj then D[i-1,j-1] else D[i-1,j-1] + 1

(shoda nebo substituce)
2. D[i-1,j] + 1

(znak navic v P, neposouvame pointer v T a
platime cenu za vkladani)

2. D[i,j-1] + 1
(znak navic v T, neposouvame pointer v P a
platime cenu za ruseni)

DP pro fetézce

D[0,j] - cena shody prvnich j znaku textu "se
Zadnym znakem" vzoru

D[0,j] = j (cena ruSeni, pokud shoda celého vzoru
v{ci celému textu),

D[0,j] = 0 (pokud se vzor vyskytne v dlouhém
textu, mélo by stat stejneg, at’ je blizko zacatku nebo
konce)

D[i,0] =i (ruSeni prvnich i znakl vzoru neni
zadarmo)

Program tvori D[n,m] (n = délka vzoru, m - délka
textu) 16




Editacni vzdalenost (P, T) DP pro fetézce

Step 1: // Inicializace - pro plny pattern matching
fori:=0tondo D[i,0] =i
Step 2: fori:=0tomdo D[0,i] =i
Step 3: // Hlavni ¢ast - vyhodnoceni rekurence
fori:=1tondo
for j := 1 to m do begin
D[i,j] := min (D[i-1,j-1] + matchcost (pi,§),
D[i-1,j1+1,D[i,j-1]+1)

end
1)
17
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Editacni vzdalenost (P,T) DP pro Fetézce
P ¢ d e f f g h 1 x k 1
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1 priklad,
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DP pro fetézce

Pokud chceme najit nejlépe pasujici podretézec
v textu: cena je min z posledniho radku (nejlevnéjsi

shoda vzoru konciciho kdekoliv v textu)

sV V7

matici nahoru a zpét, zname ceny sousedl a
odpovidajici znaky, takZe Ize rekonstruovat, kt.
vybér jsme udélali pro dosazeni vysledku v bunce

Smér vlevo nebo nahoru nebo vlevo a nahoru -
ruseni, vkladani, substituce

Shoda - na vybéru nezalezi
Cena rekonstrukce: O(m+n), ale kvadr. pamet’

Nebo: neskladovat celou matici, staci 2 sloupce pfi
prlchodu zleva doprava, pak nejde rekonstrukce
prirazeni 19

DP pro fetézce

Alternativa: Hirschbergdv rekurzivni algoritmus -
D&C alg., kt. spocte prifazeni v O(nm) Case a O(m)
paméti

Aplikace priblizné shody fetézcl: OCR, shoda gend,
hledani plagiatd, ...
Nékdy zména znaku povaZovana za drazsi

Pokud nepovolena, hledani nejdelSi spolecné
podsekvence

20
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Pr.4: Nasobeni matic

Najdéte nejucinnéjsi zplsob, jak vynasobit matice M;,
M,,...,M,, kde matice M, ma r,_, radek a r, sloupcll

Poznamky:

= Ménit poradi nelze, neni komutativni
m Sdruzovat Ize, je asociativni

= vhodné pro DP

m Vysledné pocty operaci se mohou dramaticky liSit
podle uzitych zavorek

21

P‘I:I'k| ad Nasobeni matic

Vynasobte M=M,xM,xM;xM,
pro
M, (10,20), M,(20,500), M5(50,1), M,(1,100)

Nasobeni M=M;x(M,xM;xM,) - 125 000 operaci
M=(M;x(M,xM5))xM, - 2200 operaci

Exponencialni pocet fazeni, nutno napred vSechny n-1
nasobeni, pak n-2, az (n-1)! razeni

Lze pomoci DP v O (rP)

22
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Nasobeni matic

Reseni uZivajici DP:

Necht’ m;; = min.cena vypoCtu M; x ... x M,

M5 = Min g (M + My 5 + 1gne) i i<

tohle je cena nasobeni

on

téch dvou ,kust™ dohromady
rozdélit na nasobeni i..k a k+1..j, pocet Fadkd matice i
tohle jsou ceny téchto nasobeni x polet sloupcll matice k
(a zéroven pocet fadk@ kt+1)
x pocet sloupcd matice j

MatrixMultiplication (n,r,m)

tohle je tézké (i a j
jsou od sebe vzdalenost

lenath-a-tu-ménime
lengtR-a-tu-menim

fori:=1tondomii]:s odspoda)

for length :=1ton-1 d

fori:=1to n_|eng d (tj.souciny kolika matic
begin

/ zkoumame)
j =i+ length;

m{i,j] 1= Min gy (M [i,K] +mlk+1,j]

+ rli-17*r[k] *r[j])

pocet matic.nasobeni

end

1)

24
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K nasemu prikladu:

Nasobeni matic

= Napred zjistime, co stoj 0
nasobeni 2 matic - 10
M;xM,, MpxMs, M3xM, -1 -0
length i j k - - - 0
1 1 2 1
m,,=min (m;, + m,, + ryrr
1 2 3 2 1,2 ( 1,1 2,2 0'1 2)
1 3 4 3 m, 3 = min (M,, + My 5 + ryr,rs)

m;, = min (m3l3 +my,+ ryfsfs)

25

Nasobeni matic

m Pak zjistime, co stoji nasobeni
matic M;xM,xM,, M,xM;xM,

= M,xM,xM, : je lepSi cesta pres

length i j k
2 1 3 1,2
2 2 4 2,3

M,X(M,xM5) nebo (M,;xM,)xM,) ?

3 0 10*

- 0 103

- - 0 5x103

m, 3= min (m1,1 + My 3+ roryrs,
My, + My 3 + rohors)
= min(1200,10500)=1200

26
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Nasobeni matic

m Pak zjistime, co stoji nasobeni 3 0 104 | 1200
matic M;xM,xM,, M,xM;xM,
Vs w Y - 0 103
m M,xM;xM, : je lepsi cesta pres
M,X(M;xM,) nebo (M,xM5)xM,) ?
X(M;xM,) nebo (M,xM;)xM,) 5 oo
length i j k - - - 0
2 1 3 1,2
2 2 4 23 My 4 = Min (My, + Mgy + 1o,
My 3 + Myy + 130,)
m, , = min (5000+100x103,
103 + 2x103) =
= 3x103 7
Nasobeni matic
m Nakonec zjistime cenu 0 104 | 1200
nasobeni 4 matic (uz vime, . .
jak nejlépe vynasobit - | 0 | 10° ) 3x10
dvojice a trojice) - - 0 l5x10°
- - - 0

length i j k

3 1 4 1,2,3

Myq = Min (M + My, + Ry,
My, + My, + Fofoly,
My 3+ My, + Fof3ry)

m; , = min (3x103+ 2x103,
104 + 5x103 + 50x10%,
1200+1000) = 2200

14



Nasobeni matic

Nejmensi cena 2200, pokud 0 104 | 1200 | 2200
pouZiju m, 5 a pro ziskani m,;
pouZiju m, 5 - 0 | 10% |3x10°
Nejvhodnéjsi nasobeni tedy: - - 0 |5x10°
M;x(M,xM3)xM, - - - 5
Kontrola:

M(].O,ZO)XM(ZO,SO)XM(SO,1)X ——— 1000 operaci
M(1,100)=M(10,20)xM(20,1)x ,
M(1,100)=M(10,1)xM(1,100) 200 operaci

=M(10,100) 1000 operaci

> 2200 operzagci

Dynamické programovani

e

m Zavér k DP: nahrada heuristiky globalnim optimem
obvykle prinese malé zlepSeni za cenu vétsiho Casu,
nutno zvazit podle aplikace, zda se vyplati

m Jsou problémy, kde DP nestaci (vétSina globalnich
extrém{ ®), nutno pak zlstat u heuristiky (¢asto
zalozené na greedy, simulovaném zihani,
genetickych algoritmech ...)

30
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