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m Trochu jako D&C, ale jde zdola nahoru,
kazdy podproblém resi jen 1x

m V tabulce ulozena nejlepsi dilci feSeni,
kombinuji se pro ziskani vétSich a vétsich
resSeni

m Dynamika - pro problémy, kde ¢as vypoctu a
poradi operaci dllezité

m Tak trochu kombinace brutalni sily a Zravé
strategie

m Minimalizace Usili d@slednym vyuzivanim
dil¢ich vysledkd )




PF.1: Rozdil mezi D&C a Dp  PF Pro Fibonaccho

Spoctéte 7+té Fibonacciho Cislo F(n):
F(0)=F(1)=1, F(n)=F(n1) + F(n2) pro n > 2

DP spocte: F(0),F(1),F(2)=F(1)+F(0),...F(n)=F(n-
1)+F(n-2) => O(n) pro DP

F(n)

D&C spocte: Py

F(n-1) F(n-2)

NN

F(n- 2) F(n-3) F(n-3) F(n-4)

> 0O(2”) pro D&C :

® 3

Odbocka: Fibonacciho &isla  °F P Fronaccho

m Definoval italsky matematik Fibonacci ve
13.st. jako model rlstu krali¢i populace

m Pocet pérﬁ kralikd narozenych v daném roce
= poctu paru kralikG v predch02|ch 2 letech,
na zac. 1 par : ;




Pr.2: Nejdel§i DP pro posloupnost
rostouci posloupnost

= Cisla nemusi tvorit souvisly Usek (pokud souvislé —
tzv. rostouci béh)

m Aplikace: pattern matching, permutace

= 5=(9,5,2,8,7,3,1,6,4)

m NejdelSi rostouci posloupnost: bud’ (2,3,4) nebo
(2,3,6), délka 3

m NejdelSi rostouci béh: (2,8) nebo (1,6), délka 2

m Nalezeni béhu: O(n)

» Nalezeni posloupnosti: Uziti DP

Nejdel§i DP pro posloupnost
rostouci posloupnost

posloupnost |9 (5 2 |8 |7 |3 1 |6 |4

Si

délka |,

predchlidce
pi

m NejdelSi rost. posl. - pfipojenim Cisla 77 k té nejdelsi
uz existujici rost. posl., ktera konci Cislem mensim
nez n

| =max | +1kdes <s | |Nevasidélka:
max |

J— 1<i<
|0_0 i<n




Nejdel§i DP pro posloupnost
rostouci posloupnost

posloupnost |9 |5 2 8 |7 3 1 |6 |4

Si

délka |, 1 11 |1
predchlidce - -
pi /

m Ad 5: exist. posloupnosti: 9, exist. posl. s poslednim
¢lenem < 5: -, takZe vyplnime délku 1, predchidce
0

m Ad 2: totéz

Nejdel§i DP pro posloupnost
rostouci posloupnost

posloupnost |9 |5 2 8 |7 3 1 |6 |4

Si

délka I; 1 (1 |1 |2 |2 |2

pfedchldce |- - - 2 |2 2
Pi

m Ad 8: exist. posloupnosti: 9; 5; 2; exist. posl. s posl.
clenem < 8: 5; 2, takZe vyplnime délku 2, predchddce
5 nebo 2

= Ad 7, 3: obdobné




Nejdel§i DP pro posloupnost
rostouci posloupnost

posloupnost |9 |5 2 8 |7 3 1 |6 |4

Si

délka | 1 |1 1 2 |2 |2 1 |3
predchldce |- |- - 2 < 13
pi —— ;/

m Ad 1: exist. posl. s . Clenem < 1: -, takze
vyplnime délku t; predchtidce -

m Ad 6: exist. posl. s posl. ¢lenem < 6: 5; 2,3; 1, takze
vyplnime délku 3, predchlidce 3

= Ad 4: obdobné 9

Nejdel§i DP pro posloupnost
rostouci posloupnost

posloupnost |9 (5 (2 |8 |7 |3 1 |6 |4

Si

delka |; 1)1 |1 (2 (2 (2 |1 |3 (3

predchlidce
Pi

1

1

1
N
N
N

1
w
w

m Rekonstrukce posloupnosti: pres predchlidce
(z 4 nebo 6 se vratim na 3, odtud na 2 ...)

m O(m?) az O(nlog n) s pouzitim datové struktury
slovnik apod.




r & Sleni DP pro déleni
Pr.3: Problem deleni pro delent

3 pracovnici maji najit informaci skrytou v nékteré z
knih na polici. Chceme rovnomérnou praci pro
vSechny tri - rozdélit polici na 3 ¢asti, knihy
nepresouvat a nedélit.

Pokud knihy stejné silné, "trivka":

100 100 100| 100 100 100| 100 100 100

Pokud ne: 100 200 300 | 400 500 600 |700 800 900

© - ®

Nejrovnomérnéjsi mozné déleni:

100 200 300 400 500 |600 700 |800 900
- © ®

Problém linearniho deéleni DP pro linearni déleni

Input: Dané seskupeni S nezapornych Cisel
{s1,S,,---,S,} @ celé Cislo &

Output: Déleni S na Ak nebo méné intervalli, aby max.
suma v kazdém intervalu byla minimalni

Heuristika: spoditat prdmeér. velikost déleni ;S' Tk
a pak se pokusit vlozit oddélovace, aby blizkost
prdméru; na nékt. vstupech selze - nevyhodnocuije
systematicky vSechny moznosti

DP: kam dam posledni zarazku




Problém linearniho déleni DP pro linearni delent
m DP feSeni : kam dam posledni zarazku?
Mezi i-ty a (i+1). prvek

Cena: max z: (1) ceny posledniho déleni J.;ls]
(2) nejvyssi ceny doleva od i

m NejvySSi cena doleva od i: DP pro {s;,s,,...,S} =>
rekurze

Problém linearniho deéleni DP pro linearni déleni

m Formalné: M[n,k] - min. mozna cena pres vSechna
déleni {s;,s,,...,S,} do kintervalll, kde cena déleni -
nejvétsi suma prvkl v jedné Casti

] Shih O(kr)

M[n,k] = r;]__illnmax(M[i,k—l], is,—)

j=i+l
kde
M[Lk]=s VK >0

M[n,l]:i:s1




Problém linearniho deéleni DP pro linearni d&leni
[100 200 300 400 500 600 700 800 900], m=9, £=3
S; S, S3 S4 Ss Sg S; Sg Sq

Pokud budeme pocitat M[9,3] odzdola presné podle
vztahl bez snahy o Usporu:

M[2,1]=suma s1, s2
M[2,2]=min (max (M[1,1], s2)) - min jen pro i=1
M[2,2]=max(100,200)=200
M[2,3]=max(M[1,2],s2)=max(100,200)=200
M[3,1]=max(suma sl az s3, s1 az s2 nebo s1)
= suma sl az s3
M[3,2]=min (max (M[i,1],suma s;,, az s3) pro i=1,2
=min(max(100,500),max(300,300))=300
M[3,3]=min(max(M[1,2],52+s3),max(M[2,2],s3))
=min(max(300,500),max(200,300))=300 15

Problém linearniho deéleni DP pro linearni déleni

To bychom se ale nadreli!

=> Vyplnuje se do tabulky, mezivysledky
najdeme v tabulce v predchozich radcich a
sloupcich




Problém linearniho deéleni DP pro linearni d&leni
[100 200 300 400 500 600 700 800 900], =9, £=3
S; S, S3 S; Ss Sg S; Sg Sq

1. Spocteme Castecné soucty
P [0,100,300,600,1000,1500,2100,2800,3600,4500]

2. Vyplnime po¢. podm. ! 2 3
1 100 100 100
2 300
M[9,3]: . o0
4 1000
5 1500
6 2100
7 2800
8 3600
9 4500 17

Problém linearniho deéleni DP pro line4rni déleni

3. Vyplhujeme max z 2 hodnot:

CasteCnymi soucty

Co to znamena: rozdil ¢astecnych souctli v 1. sloupci
da potrebnou dil¢i sumu (cena posledniho Useku),
Cislo v minulém sloupci pak ,rekurzivni dilci
vysledek™ M[i, k-1]

- pro vSechny predchozi radky,
z toho minimum

Co to znamena: chceme nejlevnéjSi mozné déleni 18




Problém linearniho déleni

DP pro linearni déleni

1 2 3

1 100 100 100
2 300\\1;209

3 600

4 1000

5 1500

6 2100

7 2800

8 3600

9 4500

Vypliujeme max
z 2 hodnot:

- z Cisla v minulém
sloupci a z rozdilu mezi
Castecnymi soucty —

Pro vSechny predchozi
fadky,
Z toho minimum

max (M[1,1],p2-pl)=
max (100,200)=200
19

Problém linearniho déleni

DP pro linearni déleni

1 2 3
1 100__| 100 100
2 300——266——tm 200
3 600
4 1000
5 1500
6 2100
7 2800
8 3600
9 4500

Vypliujeme max
z 2 hodnot:

- z Cisla v minulém
sloupci a z rozdilu mezi
Castecnymi soucty —

Pro vSechny predchozi
fadky,
Z toho minimum

max (M[1,2],p2-p1)=
max (100,200)=200
20

10



Problém linearniho déleni

DP pro linearni déleni

1 2 3
1 100 100 100
2 300 200 200
v
3 600 —% 300
AN

4 1000

5 1500

6 2100

7 2800

8 3600

9 4500

Vypliiujeme max
z 2 hodnot:

- z Cisla v minulém
sloupci a z rozdilu mezi
Castecnymi soucty —

Pro vSechny predchozi
fadky,
Z toho minimum

min (

max (M[lll]lp?’-pl)l
max (M[2,1],p3-p2)) =
min (500,300)=300 -

Problém linearniho déleni

DP pro linearni déleni

1 2 3

1 100 100 100

2 300 \\\\\Eixl\\ \\\ago

3 600 3003 300

4 | 1000 K\\\
5 | 1500

6 | 2100

7 | 2800

8 | 3600

9 | 4500

Vypliujeme max
z 2 hodnot:

- z Cisla v minulém
sloupci a z rozdilu mezi
Castecnymi soucty —

Pro vSechny predchozi
fadky,
Z toho minimum

min (

max (M[1I2]Ip3_p1)l
max (M[212]1p3'p2))=
min (500,300)=300_

11



Problém linearniho déleni DP pro line4rni déleni

Celkem:

Z toho nejde zjistit,
1 100 100 100 jak jsme délili,
jen cena nejdrazsiho Useku

2 300 200 200 - uvidime dal, co s tim
3 600 300 300
4 1000 600 400
5 1500 900 600
6 2100 1100 900
7 2800 | 1500 1100

8 3600 2100 1500

9 4500 | 2400 1700 s

Problém linearniho déleni DP pro line4rni déleni

Kromé matice M je tfeba plnit matici D — indexy
pouzitych oddélovacd "i", z nich rekurzivné od konce

se najde feseni

1 2 3 1 2 3
1 100 100 100 1

2 300 200 200 2 1 1
3 600 300 300 3 2 2
4 1000 600 400 4 3 3
5 1500 900 600 5 3 4
6 2100 1100 900 6 4 S
7 2800 1500 1100 7 5 6
8 3600 2100 1500 8 5 6
9 4500 | 2400 1700 9 6 7

24




Problém linearniho deéleni DP pro linearni déleni

A nyni trochu presnéji:

25

Problém linearniho deéleni DP pro linearni déleni

Step 1: // Spocitat ¢asteCné soucty|plk] =Zk:s

pf01="0
fori:=1to ndo p[i] = p[i-1] + si

Step 2: // Inicializovat hrani¢ni podminky
fori:=1tondo M[i1] = p[i]
forj:=1tokdo M[1,j] =sl1

Step 3: // Hlavni ¢ast - vyhodnoceni rekurence pro

fori:=2tondo rekonstrukci
for j := 2 to k do begin °Pt"|“i1de'e“'
M[i,j] := oo P o
l oddélovacu

for x := 1 to i-1 do begin
s = max (M[x,j-1],p[i]-p[x])
if (M[i,j] > s) then
begin M[i,j] = s, D[i,j] = xend
end end

13



Problém linearniho déleni DP pro linearni délent

Step 4: Rekonstrukce déleni z vysledné matice

procedure ReconstructPartition (S,D,n,k)

if k=1 then tisk 1.déleni {s,,s,,...,S,}
else
begin
ReconstructPartition (S,D,D[n,k],k-1)
tisk k-tého déleni {Spp, kj+1/+++Sn}
end

27

Problém linearniho déleni DP pro linedrni d&len
ReSeni: D[9,3] -> D[7,2] -> D[5,1] => tisk s;..Ss,
return, tisk sg..S;, return, tisk sg..Sq

1 2 3 1 2 3
1 100 100 100 1
2 300 200 200 2 1 1
3 600 300 300 3 2 2
4 1000 600 400 4 3 3
5 1500 900 600 5 3 4
6 2100 1100 900 6 4 S
7 | 2800 | 1500 1100 7 ® s
8 3600 2100 1500 8 5 6
9 4500 | 2400 1700 9 6 .

28
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Problém linearniho déleni DP pro line4rni déleni

Pokud délime [100 100 100 100 100 100 100 100
100], n=9, =3

M[9,3]: 1 2 3 1 2 3

1 100 100 100 1

2 200 100 100 2 1 1

3 300 200 100 3 1 2

4 400 200 200 4 2 2

5 500 300 200 5 2 3

6 600 300 200 6 3 4

7 700 400 300 7 3 4

8 800 400 300 8 4 5

9 900 500 300 9 4 6

v | |

Pouzitelnost DP 1—J

————

m Problém vhodny pro DP: princip optimality -
podstatny je stav, ne zplsob, jakym se do
néj doslo

m DlleZita je cena operaci, ne samotné
operace

m VétSina kombinatorickych problémU

m Nejvétsi omezeni: pocet dilCich feSeni, ktera
je nutno sledovat - potiebujeme
"zastavovaci mista", implicitni poradi prvk{ -
pokud neni splnéno, exponencialni pocet
moznych dilCich feSeni - nedostupné
mnozstvi paméti

30
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Typicky problém pro DP 1—'5
———

m Dekomponovatelny do posloupnosti rozhodnuti,
prijatych v rliznych etapach

m Kazda etapa ma urcity poCet moznych stav(

m Rozhodnuti nas prevadi ze stavu v jedné etapé do
stavu v dalSi etapé

» Nejlepsi posloupnost rozhodnuti v urcité etapé je
nezavisla na rozhodnutich v drivéjSich etapach

m Cena prechodu mezi stavy v rliznych etapach je
jasné definovana

m Existuje rekurentni vztah pro vybér nejlepsiho
rozhodnuti

31
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