Zasobnikové automaty a LL gramatiky

Zasobnikovy automat je schopen akceptovat (rozpozndvat) véty tvorené bezkontextovymi gramatikami. Je definovan usporadanou sedmici
(K, T, G, d, qo, zo, F), kde

« K je mnozina vnitfnich stavd,

« T vstupni abeceda,

« G abeceda zasobniku,

« d zobrazeni K x (T + {e}) x G* --> S, S je mnozina kone&nych podmnozin (K x G*),
e (g pocatecni vnitfni stav automatu.

e zg pocatacni obsah zasobniku a

« Fje mnozina koncovych stavd.

Konfigurace automatu se da popsat usporadanou trojici (q, w, alfa), kde g je vnitfni stav, w dosud nezpracovana c¢ast vstupu a alfa obsah
zdsobniku. Na pocatku prace je automat v konfiguraci (qg, w, zg).

Zasobnikovy automat mZe akceptovat vstup bud koncovym stavem, nebo stavem zasobniku.
Existuji dva zakladni zplsoby analyzy véty - shora doll a zdola nahoru. Pro analyzu shora dolll potfebujeme zasobnikovy automat, kde

K = {q} (automat ma jen jeden vnitfni stav),

T je shodna s mnozinou terminélnich symboll rozpoznavané gramatiky,

G = N+T, tj. v zdsobniku se m{ze vyskytnout jakykoliv symbol rozpoznévané gramatiky,
d je dano rozkladovou tabulkou,

qo = q, po¢ateéni stav automatu je g, nebot automat jiné stavy nema,

e zg = S, tj. na pocatku je v zédsobniku startovaci symbol gramatiky

e F = {}, coZ se interpretuje jako "automat akceptuje vyprazdnénim zasobniku".

Analyza zdola nahoru je obecnéjsi a vyzaduje trochu slozitéjsi automat:

« K = {q, r}, stav q je "pracovni", stav r "akceptacni",

o T je shodnd s mnozinou termindlnich symboll rozpoznavané gramatiky,

« G je v nejjednodussim pripadé rovno N+T+{#}, tj. sjednoceni symboll gramatiky a specidlniho symbolu "#"; deterministicky automat
mUZe mit nmoZinu G sloZit&ji, viz LR gramatiky (cca 12. cviéeni),

« d je dano rozkladovou tabulkou,

* Jo =q,
¢ 79 = #,
o F={r}.

Analyza Fetézce metodou shora dolf

Pro priklad si ukdzeme akceptaci retézce "abaaab" automatem Fizenym gramatikou

S --> aAS (1)

S -->b (2)

A --> bA (3)

A -->a (4)

(q, abaaab, S) :- start

(q, abaaab, aAS) :- rozklad podle (1), dale jen (1)

(q, baaab, AS) :- srovnani termindlnich symboll, ddle jen srovnani
(q, baaab, bAS) :- (3), rozklada se vzdy nejlevéjsi symbol
(g, aaab, AS) :- srovnani

(q, aaab, asS) :- (4)

(q, aab, S) :- srovnani

(q, aab, aAS) :- (1)

(q, ab, AS) :- srovnani

(q) ab, aS) i (4)

(g, b, S) :- srovnani

(a, b, b) :- (2)

(q, e, e) akceptovano

LL gramatiky

LL gramatiky se pouzivaji pro analyzu shora dold. Pismena LL znamenaji, Ze se vstup &te zleva doprava a Ze se derivace prepisuji rovnéz
zleva doprava (u LR gramatik - viz pfiklad na analyzu zdola nahoru - se pravidla redukuji zprava doleva). Jednoducha LL gramatika je takova
gramatika, kde kazda prava strana zacind terminalnim symbolem. Navic musi platit, Ze pro pravidla A --> ... jsou pocatecni terminaini
symboly rizné. Tzv. q-gramatika vypadé podobné jako jednoducha LL gramatika, ale mdZe navic obsahovat i e-pravidla. Obecné LL(1)
gramatika nemé& omezeni, ale musi pro ni existovat rozkladova tabulka.

Priklady
1. Sestavte rozkladovou tabulku a pokuste se akceptovat fetézce "abbab" a "aaa". Gramatika G je dana:
S --> aAS (1)
S -->b (2)
A -->a (3)
A --> bSA (4)

Reseni:
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V horni Fad€ tabulky je poCatecni symbol vstupujiciho fetézce (e znamena, Ze na vstupu nic neni). V levém sloupci je symbol na vrcholu
zasobniku. Cislo v tabulce odpovida prepisovacimu pravidlu, sr. znamena srovnani, akc. akceptaci.

’akc.

V dalSich pfikladech nebudeme do konfigurace automatu zapisovat vnitfni stav (je jen jeden). Navic ale budeme zapisovat seznam

prepisovacich pravidel, které jsme pfi rozpoznavani pouzili.

(abbab, S, e) :-
(abbab, aAs, 1) :
(bbab, AS, 1) :-
(bbab, bSAS, 14)
(bab, SAS, 14) :-
(bab, bAs, 142) :
(ab, As, 142) :-
(ab, as, 1423) :-
(b, S, 1423) :-

(b, b, 14232) :-
(e, e, 14232) :-

start

na vstupu bylo a, na vrcholu S => pouzijeme pravidlo 1, dale jen (1)
srovnani

(4)

srovhani

(2)

srovnani

(3)

srovnani

(2)

srovhani, akceptace

Nyni zkusime Fetézec "aaa":

(aaa, S, e) :- (aaa, aAS, 1) :- (aa, AS, 1) :- (aa, aS, 13) :- (a, S, 13) :-
(a, aAS, 131) :- (e, AS, 131) :- neakceptovano

2. Pro gramatiku G sestavte rozkladovou tabulku a akceptujte fetézec "ddbcccc". G =

S --> dSA (1)
S --> bAc (2)
A-->dA (3)
A-->c (4)
Reseni
Mo ]el

S |2 1

A 413

V tabulce uz jsme nezapsali do levého sloupce termindlni symboly, v horni Fadé jsme vynechali "e" - tato Cast je pokaZzdé stejnd a jen
zabird misto. Zapis akceptace také zjednodusime: bude-li to mozné, budeme dva kroky "pfepsani neterminalniho symbolu" a
"srovnani" zapisovat jako jednu ¢innost.

(ddbcccc, S, e) :- (dbcccc, SA, 1) :- (bcccc, SAA, 11) :- (cccc, AcAA, 112) :-
(ccc, cAA, 1124) :- (cc, AA, 1124) :- (c, A, 11244) :- (e, e, 112444) :- akceptace

Prochazime-li seznam pouzitych pravidel zleva doprava, mizeme snadno nakreslit derivaéni strom:

S
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|
o e
d S A
|
P .0
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b A ¢

3. Urcete rozkladovou tabulku pro g-gramatiku a akceptujte fetézec "aacbb". G je dana:

S --> aAs (1)
S -->b (2)
A --> cAS  (3)
A-->e (4)
Reseni:

Vyskytne-li se v gramatice e-pravidlo, v nasem pripadé pravidlo 4, nastava problém. Neni totiZz zfejmé, zda a kdy pouzit toto pravidlo
k pfepisu neterminalniho symbolu na vrcholu zasobniku. Je-li na vrcholu symbol "A" a na vstupu symbol "c", pouZijeme zfejmé
prepsani podle (3). Mizeme pouzit (4) v piipadé, Ze je na vstupu "a" nebo "b"? Odpovéd je kladnd, mdze-li za symbolem A symbol "a"
nebo "b" nasledovat. K tomu se hodi funkce follow, ktera je definovana takto:

follow(Q) = {c: S -->* alfa Q beta, beta -> c gama,
kde ¢ je terminalni symbol, S startovaci symbol
a alfa, beta, gama retézce z termindlnich i netermindlnich symbolG} +
{e: S -->* alfa Q}



Lidové receno jsou to ty terminalni symboly, které se mohou za danym neterminalnim symbolem vyskytnout. Da-li se startovaci
symbol prepsat na vétu, ve které je dany netermindlni symbol az na konci, patfi do mnoziny follow i prazdny retézec.

Na vypocet funkce follow existuji tfi postupy:

o kouknu a vidim,
o rekurzivni sestup, ktery je formalizaci "kouknu a vidim" a
o "algoritmus s teckou", ktery se dobre implementuje a ktery si ukdzeme pozdéji.
Nas bude zajimat follow(A). Prvni metodou snadno zjistime, Ze follow(A) = {a, b}. Rozkladova tabulka je tedy:
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Zkusime néco akceptovat:

(aacbb, S, e) :- (acbb, AS, 1) :- (acbb, S, 14) :- (cbb, AS, 141) :- (bb, ASS, 1413) :-
(bb, SS, 14134) :- (b, S, 141342) :- (e, e, 1413422) :- akceptace

. Urcete rozkladovou tabulku pro g-gramatiku a akceptujte Fetézce "acaa" a "a". G je dana:

S --> aA (1)
S -->b (2)
A --> cSa (3)
A-->e (4)
Reseni:

follow(A) = {e, a}, rozkladova tabulka je proto:

Prvni Fetézec:

(acaa, S, e) :- (caa, A, 1) :- (aa, Sa, 13) :- (a, Aa, 131) :- (a, a, 1314) :-
(e, e, 1314) :- akceptace

Na druhém retézci si ukazeme, proc¢ jsme museli do rozkladové tabulky dolpnit sloupec pro "e", resp. proc follow(A) obsahuje "e":
(a, S, e) :- (a, aA, 1) :- (e, A, 1) :- (e, e, 14) :- akceptace

Kdybychom neméli v rozkladové tabulce zminény sloupec, nikdy bychom se z konfigurace (e, A, 1) nedostali!

. Vytvorte rozkladovou tabulku a akceptujte vétu "a+a". G(N, T, P, E) je dana:

E --> TE' (1)
E' --> +TE' (2)
E' --> e (3)
T --> FT' (4)
T' --> *FT (5)
T --> e (6)
F--> (E) (7)
F -->a (8)
Reseni:

G je obecnd LL gramatika - neni jednoducha ani g-gramatika, ale rozkladova tabulka existuje. Pro jeji vytvoreni potfebujeme znat prvni
terminalni symbol kazdé pravé strany. K tomu slouzi funkce first(alfa):

first(TE') = {a, (}
first(FT') = {a, (}
first(+TE') = {+}
first(*FT') = {*}
first{(E)} = {(}
first(a} = {a}

Vypocet funkce first se d& opét délat metodou "kouknu a vidim", rekurzivnim algoritmem nebo "algoritmem s teckou". Prozatim se
spokojime s prvni metodou.

V gramatice jsou dvé e-pravidla, budeme tedy potifebovat i funkci follow:

{e;, )}
{e, ), +}

Sestavit rozkladovu tabulku je nyni prosté:

follow(E")
follow(T")
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Zkusime akceptovat "a+a":

(a+a, E, e) :- (a+a, TE', 1) :- (a+a, FT'E', 14) :- (a+a, aT'E', 148) :-

(+a, T'E', 148) :- (+a, E', 1486) :- (a, TE', 14862) :- (a, FT'E', 148624) :-
(e, T'E', 1486248) :- (e, E', 14862486) :- (e, e, 148624863) :- akceptace

Zkusime si vypocitat funkci first pomoci nerekurzivniho algoritmu:

Algoritmus vypoctu first(alfa)

Zjistujeme, jakym terminalnim symbolem zacina Fetézec alfa=X{X5...X,,
Krok 1a:

Polozime mnozinu F={.X1X5...Xp}

Krok 1b:

Je-li v F pravidlo B --> beta . A gama, pfiddme do F pravidla A --> . delta
Tento krok provadime tak dlouho, dokud to jde.

Krok 1c:

Je-li v F pravidlo B --> delta ., ddme do F pravidla z F, ve kterych se vyskytovaly symboly .B, ale teCku umistime az za B
Krok 1d:

Kroky b a c se opakuji tak dlouho, dokud Ize do F pFidavat.

Krok 2:

first(alfa) = { vSechny terminalni symboly z F, které jsou bezprostiedné za teckou } + {e: je-li teCka na konci pravidla }

Zkusime si spocitat napf. first(E):

F={.E krok 1a; mnozina F a neterminalni symbol F nemaji nic spolecného,
je to jen shoda jmen
E --> .TE'
T --> .FT'
F --> .(E)
F --> .a predchozi ¢tyri pravidla se pridala na zakladé kroku 1b
}
first(E) = {a, (} krok 2

. Vypoctéte follow(A) v gramatice G:

--> aSAb
--> AB
--> Bb
--> aA
--> bB
--> e

WwW>>unn

Reseni:

Algoritmus vypoctu follow(A)

Krok 1:

Polozime N rovno mnoziné viech prvkd, které se daji pFepsat (i rekurzivné) na prazdny retézec.
Krok 2a:

F={A-->A.} do Fumistime fiktivni pravidlo, z kterého vyjdeme.

Krok 2b:

Je-li v F pravidlo B --> gama ., kde gama je neprazdny fetézec, ddme do F vSechna pravidla, ve kterych je na pravé strané B
a tecku umistime za B. V podstaté budeme dale urcovat first(fetézec, ktery nasleduje za B).

Krok 2c:
Je-li v F pravidlo c --> alfa . B beta, pfiddme do F vSechna pravidla s B na levé strané, tecku umistime na zacatek.
Krok 2d:

Je-li v F pravidlo, kde je za teckou neterminalni symbol, ktery patfi do Ng, do F vloZime toto pravidlo jesté jednou, ale
tecku posuneme o jeden symbol doprava.

Krok 2e:



Kroky 2b, 2c, 2d opakujeme, dokud do F mdzeme pridavat dali polozky.
Krok 3:

Do follow(A) dame vSechny terminalni symboly, pred kterymi je tecka. Je-li v F pravidlo s --> alfa ., kde s je startovaci
symbol, pfiddme do follow(A) i symbol "e".

Aplikujeme algoritmus na vypocet follow(A):

Ne = {B}
F={A-->A. krok 2a
S --> aSA.b
S --> A.B krok 2b (A je na pravé strané)
A --> aA.
B --> .bB krok 2c
B --> . (plyne z S --> A.B)
S --> AB. krok 2d (plyne z S --> A.B)
S --> aS.Ab krok 2b (plyne z S --> AB.)
A --> .Bb krok 2c
A --> .aA (plyne z S --> aS.Ab)
A --> B.b krok 2d (plyne z A --> .Bb)
}

follow(A) = {e, a, b} (e proto, Ze je v F pravidlo S --> AB.)
7. Sestavte rozkladovou tabulku a akceptujte fetézec "[ [[11[ ]1]" pro G:

S --> [S]s (1)
S -->e (2)

Reseni:

Je zrejmé, ze follow(S) = {e, ]}. Proto bude rozkladova tabulka:

o]
[s]1]2]2]

Akceptujeme retézec:

[[1101), s, e) :- (L[1I[]1], sIs, 1) :- ([JI[11, sIsls, 11) :- (J][1], s]sIs]s, 111) :-
1011, 1s1Isls, 1112) :- (1[11, S1sls, 1112) :- (I[]1, 1S1s, 11122) :- ([]], SIS, 11122) :-
1, S1sls, 111221) :- (1], 1S1S, 1112212) :- (], SIS, 1112212) :- (], ]S, 11122122) :-

, S, 11122122) :- (e, e, 111221222) :- akceptace

([

(]

(]

(e

8. Vytvorte LL(1) gramatiku, ktera akceptuje vyraz 1"a0", kde n je celé Cislo. Vytvorte rozkladovou tabulku a akceptujte "11a00".
Reseni:

S -->a (1)
S --> 150 (2)

Rozkladova tabulka:

MORE
s| 2]

Akceptujeme retézec:

(11a00, S, e) :- (1a0@, SO, 2) :- (aeo, Se., 22) :- (00, 00, 221) :- akceptace
Domaci ukol:
Pro danou gramatiku zjistéte, zda je LL(1) a (protoze skutecné je) sestavte rozkladovou tabulku. Pro ovéfeni, zda to funguje, zkuste

akceptovat Fetézec "xdbbcabbcddd". Priklad je docela zapeklity a zabere vam asi 20 minut. Mélo by to vyjit asi takhle: 138???137??52
(nem@zu prozradit celé Fedeni, ale je to lepsi nez nic). Vezméte si vétsi papir, na A5 se to skoro nevejde :)

S --> AbB (1)
S -->d (2)
A --> CAb (3)
A-->B (4)
B --> cSd (5)
B --> e (6)
cC-->a (7)
C -->xd (8)



