Transformace bezkontextovych gramatik

V tomto cviceni se budeme zabyvat zakladnimi transformacemi bezkontextovych gramatik - BKG (téz CFG, context-free grammar). Popsané
postupy a myslenky jsou jednoduché a vcelku piimocaré, le¢ zacate¢nik se mize na chvili v zaplavé pismenek ztratit. Stane-li se vdm to,
nezoufejte. Zkuste na véc prijit selskym rozumem a uvidite, Ze na tom nic neni :).

Necht G je bezkontextové gramatika dana ctvefici (N, T, P, S), kde N je mnoZina neterminélinich symbol{l, T mnozina terminalnich symbold, P
prepisovaci pravidla a S startovaci symbol. PFipomerime si, Ze gramatika je bezkontextova, tvori-li levou stranu vsech prepisovacich pravidel
pravé jeden netermindlni symbol, tj. pravidla jsou ve tvaru x --> w, kde X je netermindlni symbol a w fetézec slozeny z terminalnich i
neterminalnich symbold.

Gramatika generuje né&jaky jazyk, tj. mnozinu etézcl terminalnich symbolG. Tato mnozina mize byt kone¢nd, nekone¢na nebo i prazdna.
Postupné se budeme zabyvat témito otdzkami: Je generovany jazyk prazdny? Jsou v gramatice takové symboly, které by v ni byt nemusely?
Da se néco udélat s prepisovacimi pravidly, aby gramatika vypadala "lépe"?

Ukazka algoritmi

Minuly rok vznikly v rdmci DP demonstrace pro uvadéné algortimy, mizete se na né podivat v docasném Ulozisti, na prevodu do portalu se
zatim pracuje.

Nedostupné symboly
Zalneme-li vytvaret ze startovaciho symbolu S gramatiky G vétné formy, mizZe se stat, Ze k nékterym symboldm (terminainim &
neterminalnim) viibec nedojdeme. Takové symboly nazveme nedostupné. Zakladem algoritmu k jejich vyhledani je pfimocary postup, kterym

"prolézame" pravidla a sespisujeme symboly, na které jsme narazili.

MZete se podivat na demonstraci na webu.

Algoritmus

1) ve = {S}, i=1

2) Vi = {X: A --> a X b je prepisovaci pravidlo, g a b jsou retézce symboll, A ndlezi Vi-1} + Vi-1
3) Je-1i vi != vi-1, pak i++ a jdi na (2), jinak

VD = Vi (dostupné symboly)

VN = N + T - VD (nedostupné symboly)

Gramatiku bez nedostupnych symbold zapiseme snadno - budeme psat jen ta prepisovaci pravidla, ve kterych figuruji dostupné symboly.
Zaroven upravime i mnoziny N a T.

Priklady

1. G=(N,T,P,S),N={S, A B}, T={a, b}, P:
S --> aB | bB
A -->a | BA
B --> aS | bB
Postupujeme podle algoritmu:
Ve = {S}
Vi = {S, B, a, b}
V2 = {S, B, a, b} = Vi, tj. VWb = {S, B, a, b}
Potom G' = {N', T, P!, S}, kde N' = {S, B}, T'= {a, b} a P:

S --> aB | bB
B -->aS | bB

2. G=(N,T,P,S),N=AS,A B, C} T={a, b}, P:

S -->A| aB
A -->a | BA
B -->bB | e

C-->ABC | S

Postupujeme podle algoritmu:

ve = {S}

Vi = {S, A, B, a}

V2 = {S, A, B, a, b}

V3 = V2, tj. WD = {S, A, B, a, b}

Potom G' = {N', T', P', S}, kde N' = {S, A, B}, T'= {a, b} a P:
S -->A | aB

A -->a | BA
B -->bB | e

Je jazyk prazdny?
Diky pfedchozimu textu umime vyloucdit z gramatiky takové symboly, které v ni nejsou evidentné uziteéné. Za chvili si ukdzeme, Ze existuje
jesté jeden typ takovych symboll. K tomu budeme potfebovat védét, zda jazyk generovany gramatikou G neni prazdny, respektive budeme

potfebovat algoritmus, ktery to zjisti.

Jazyk L(G) je mnozina iretézcl terminalnich symboli. Gramatika mze mit ale takovou vlastnost, e p¥i derivacich (piepisovani) nebudou
ubyvat neterminaini symboly. Nyni tedy chceme zjistit, zda z gramatiky G viibec Ize takovy retézec generovat.

Mlzete se podivat na demonstraci na webu.

Algoritmus:

1) Ne ={}, i =1


http://algoritmy-fjp.chytry.cz/alg2/alg2.swf
http://algoritmy-fjp.chytry.cz/
https://courseware.zcu.cz/wps/myportal/!ut/p/c5/jY7LDoIwFES_xS_oUGiLy9qaUkEQFUQ2hIUhJCoujN8vqDEx8TV3eXLuDClJf8f60jb1ue2O9Z4UpORVGE39RPkekpB7sGPLpM4U-vR8yytlZOCJCDCCMtCYrehc5oB1_7Gf3J8oBes4y4zrFHMmftibYe339oHjQyTuXCSpcReawlgqQBldx2monaGhfFnwZt_tvwFfSlflGtyZKc2M92j47seCxEF32JHTISvQ2nbRjEZX8BLKww!!/dl3/d3/L0lDU0NsQSEhL3dHa0FKTk1BLzRCRWo5NEFnLzdfS0xFOE9DODQwT0s2NDBJOUk1QURVQzAwMDMvbWluaW1pemVk/
https://courseware.zcu.cz/wps/myportal/!ut/p/c5/jY7LDoIwFES_xS_oUGiLy9qaUkEQFUQ2hIUhJCoujN8vqDEx8TV3eXLuDClJf8f60jb1ue2O9Z4UpORVGE39RPkekpB7sGPLpM4U-vR8yytlZOCJCDCCMtCYrehc5oB1_7Gf3J8oBes4y4zrFHMmftibYe339oHjQyTuXCSpcReawlgqQBldx2monaGhfFnwZt_tvwFfSlflGtyZKc2M92j47seCxEF32JHTISvQ2nbRjEZX8BLKww!!/dl3/d3/L0lDU0tLVUEhL3dPa0FKRk5FRENBIS80QkVqOTRBZy83X0tMRThPQzg0ME9LNjQwSTlJNUFEVUMwMDAzL21heGltaXplZA!!/
https://courseware.zcu.cz/wps/myportal/!ut/p/c5/jY7LDoIwFES_xS_oUGiLy9qaUkEQFUQ2hIUhJCoujN8vqDEx8TV3eXLuDClJf8f60jb1ue2O9Z4UpORVGE39RPkekpB7sGPLpM4U-vR8yytlZOCJCDCCMtCYrehc5oB1_7Gf3J8oBes4y4zrFHMmftibYe339oHjQyTuXCSpcReawlgqQBldx2monaGhfFnwZt_tvwFfSlflGtyZKc2M92j47seCxEF32JHTISvQ2nbRjEZX8BLKww!!/dl3/d3/L0lJSklLVUpKSkptaWxBISEvb0V3d0FBQVlRQUFFSUlnbUtVd3huSVlSaEVCSUVBISEvNEJuNFJJQTJJSnBDeUF3UEdFQSEvNl9LTEU4T0M4NDBPSzY0MEk5STVBRFVDMDAwMC83X0tMRThPQzg0ME9LNjQwSTlJNUFEVUMwMDAzL2hlbHAvMjQ3MS9tYXhpbWl6ZWQ!/
http://algoritmy-fjp.chytry.cz/alg1/alg1.swf

2) Ni = {A: A --> g, a je retézec slozeny ze symboll Ni-1 a T} + Ni-1
3) Je-1i Ni != Ni-1, i++ a jdi na (2), jinak

Nt = Ni
4) Je-1i S prvkem Nt, je L(G) neprazdny, v opacném pripadé je prazdny.

Zakladni myslenka je prosta. Pravidla byvaji rekurzivni. Aby se mohl generovat ietézec terminalnich symbol{l, musi se rekurze nékde
zastavit. Nejprve najdeme takové neterminalni symboly, u kterych se rekurze mize zastavit diky vhodnému prepisovacimu pravidlu (symbol
se prepisuje na prazdny fetézec nebo na fetézec terminalnich symbold). Takovym symbollm budeme fikat "dobré". Ma-li néjaky jiny
netermindlni symbol X na pravé strané prepisovaciho pravidla fetézec z terminalnich symboll a "dobrych" neterminélnich symbold, je i X
"dobry". A tak dale. Je-li "dobry" i startovaci symbol, je celd gramatika "dobra", tj. generuje neprazdny jazyk. Jasné?

Priklady
3. gramatika G z prikladu 1 bez nedostupnych symbold, tj. G = (N, T, P, S), N = {S, B}, T = {a, b}, P:

S --> aB | bs
B --> aS | bB

Postupujeme podle algoritmu:

{}

NO@, protoze P neobsahuje zadné "dobré" pravidlo

NO
N1

Jazyk L(G) je tedy prazdny.

4. G=(N,T,P,S),N=<{S,A B} T={a, b}, P:

S -->A | aB
A-->a | BA
B -->bB | e

Postupujeme podle algoritmu:

Ne = {}
N1 = {A, B}
N2 = {S, A, B} = Nt

Startovaci symbol je "dobry", tj. ndlezi do mnoziny N, tj. L(G) je neprazdny.

5. G=(N,T,P,S),N=<S,A, B, C, D} T={a, b}, P:

S -->aMB | A

A -->bC | D
B-->A|b
C-->5S

Pfipada-li vdm, Ze je v zadani chyba, nebot pravidla nedefinuji pfepisovaci pravidla pro symbol D, davate pozor. Ale ne Uplné, protoze
neni nikde receno, Ze se vSechny neterminalni symboly musi vyskytovat na levé strané! Asi citite, Ze symbol D je v této gramatice
zbytecny, tim se ale budeme zabyvat aZ za chvili. Nyni jen zjistime, zda je L(G) prazdny nebo ne.

Ne = {}
N1 = {B}
N2 = {B} = N1 = Nt

Nejenze gramatika obsahuje zbyteény symbol, gramatika je néjak zbytecna cela, protoze generuje prazdny jazyk.
Zbytecné symboly

Vime, Ze nékteré symboly gramatiky mohou byt nedostupné. Ty jsou zbytec¢né automaticky. V poslednim prikladu jsme vidéli, Ze symbol D
byl také zbytecény, protoze pro néj neexistovalo prepisovaci pravidlo. Pokud si cely problém formalizujeme, zjistime, ze pfepisovani probiha
asi takto:

S->*aXb-->achb

kde a, b a c jsou Fetézce terminélnich symbold, X je neterminalni symbol a S startovaci symbol. Sipka s hvézdi¢kou predstavuje prepsani,
které mlze byt sérii zakladnich derivaci. Pokud pro symbol X neexistuje takové pFepsani, je symbol X zbyte¢ny. Jinymi slovy, jakmile se ve
vétné formeé objevi X, nikdy uz z ni nevylou¢im netermindlni symboly.

Odstranéni zbyte¢nych symbold probihd ve dvou krocich. Nejprve najdeme mnozinu Ni. Nové gramatika bude obsahovat jen tyto "dobré"
netermindlni symboly. Z nich je ale zapotfebi vyhazet vsechny nedostupné symboly. Snadné, ze?

Priklady
6. G=(N,T,P,S),N={S, A B}, T={a, b}, P:
S -->ab | AB
A --> AB
B -->b

Nejprve najdeme N¢:

Ne = {}
N1 = {S, B}
N2 = N1 = Nt

Pomocna gramatika je:

S -->ab
B -->b

Vylou¢ime nedostupné symboly:

{s}
{s, a, b} = VD

Ve
V1



Gramatika bez zbyte¢nych symbol{ obsahuije jen jedno pravidlo, a to:

S -->ab

7. G=(N,T,P,S),N=<S,A B, C D} T={a, b, c} P:

S --> aB | bD
A --> aB | bCD
B --> ABCD
C-->cC| A
D-->aD | e
Najdeme N¢:
Ne = {}

N1 = {D}

N2 = {S, D}

N3 = N2 = Nt

Nova gramatika ma dvé pravidla (vSechny symboly jsou dostupné):

S --> bD
D-->aD | e

Vylouceni pravidla
V tomto okamziku umime z gramatiky vyloucit vSechny nepotfebné symboly. Nékdy je také vhodné upravit ¢i vyloucit néjaka pravidla.
Princip je prosty: misto toho, aby se prepisovani provedlo pfi derivaci vétné formy, provedeme ho uz v zapisu gramatiky. Potfebujeme-li

pozménit pravidlo A --> aBb a vSechna pravidla pro B jsou B --> ¢;, ¢5, ..., ¢, prepiSeme pravidlo pro A na A --> ac;b, acyb, ..., acyb (a, b,
c jsou Fetézce terminalnich symbold)

Specialnimi pravidly, kterych se nékdy potfebujeme zbavit, jsou tzv. e-pravidla, tj. pfepsani neterminalniho symbolu na prazdny retézec.
Gramatikou bez e-pravidel pak budeme rozumét takovou gramatiku, ve které nejsou zadna e-pravidla, az na jednu vyjimku. Tou je pravidlo s
--> e, které do gramatiky zahrneme v pfipadé, Ze gramatika generuje prazdny retézec (S je startovaci symbol). Potom se ovéem nesmi
symbol S objevit na Zadné z pravych stran pfepisovacich pravidel.

Algoritmus:

1) Zplsobem podobnym jako pFi hledani N; najdeme N, mnoZinu symbold, které se daji pFepsat na e.

2) Pravidlo A --> ay By a; By a, ... B, a, nahradime pravidly A --> ap X; a; X, ay ... X, a,, kde X; je bud’ e nebo B; (vystiiddme viech 2!
moznosti). Pravidlo typu A --> e pochopitelné zapisovat nebudeme, protoze takovych pravidel se snazime zbavit.

3) Patfi-li startovaci symbol S do mnoziny N, zafadime do gramatiky pravidlo s* --> s | e. Novym startovacim symbolem pak bude S'.
Priklady

8. G=(N,T,P,S),N=4{S,A}, T={a, b}, P:

S --> aSbS | aSbA | A
A-->aA | e

Najdeme mnozinu Neg:

Ne = {}
N1 = {A} (protoze A se da prepsat na e)
N2 = {A, S} (protoze S se da prepsat na A)
Ne = N2

Nyni budeme postupné vynechdvat v pravidlech ty symboly, které se daji pfepsat na e:

S --> asbs | asb | abs | ab |
aSbA | abA |
A
A-->aA | a
S' -->S | e (protoze S patfi do Ne)

9. G=(N,T,P,S),N={S, A B} T={a, b}, P:

S --> aB | bA
A-->aA | B | e
B-->bB | A]e

Najdeme mnozinu Neg:

No = {}

N1 = {A, B}
N2 = N1 = Ne
Po prepisu:

S-->a | bA|a]|b
A-->aA | al| B
B-->bB | b | A

Jednoducha pravidla

Jednoduché pravidlo ja takové, pfi kterém se netermindlni symbol prepisuje na jiny neterminalni symbol, tedy pravidlo typu A --> B. Sama o
sobé by takova pravidla v gramatice nevadila, i kdyz se da diskutovat nad tim, zda jsou skutecné nutnd. Hlavni motivaci jejich odstranéni je
vedlejsi jev, a to cykly. Na gramatice v poslednim ptikladu mdzeme takovy cyklus vidét: A se prepisuje na B a to opét na A. Odstranénim

jednoduchych pravidel tedy odstranime i cykly, které jsou nezadouci pfi syntaktické analyze.

Nejprve pro kazdy netermindini symbol zjistime, na jaké neterminalni symboly se mize prepsat pomoci jednoduchych pravidel. To se da



zjistit postupem podobnym jako pFi hledani dostupnych symboll. Pro neterminalni symbol A zatadime do mnoziny N, jak symbol 4, tak
véechny "jednoduse dostupné" symboly.

V dals$im kroku jiz piSeme nova pravidla. Pro neterminalni symbol A napiSeme vechna pravidla A --> a, kde a jsou ne-jednoducha pravidla pro
véechny symboly z N,.

Priklady

10. G=(N, T,P,E), N=ALE T, F}, T={+,% () i}, P:

E->E+T|T
T-->T*F|F
F-->(E) | i

V této gramatice se sice cykly nevyskytuji, ale z cvié¢nych ddvod@ jednoduchd pravidla odstranime:

NE = {E, T, F}

NT = {T, F}

NF = {F}

Nova gramatika je tedy:
E->E+T | T*F ]| (E) | i
T->T*F | (E) | 1

F--> ()| 1i

11. G=(N,T,P,S), N={A, B, S} T={a, b}, P:
S --> aB | bA
A-->aA | al|B
B-->bB | b ]| A

Sestavime mnoziny N»:

NS = {S} (zajimaji nas jen jednoduchd pravidlal)
NA = {A, B}
NB = {A, B}

Nova gramatika je:

S -->aB | bA

A-->a | aA| b | bB

B-->a| aA | b | bB
Vlastni gramatika je gramatika bez zbyte&nych symbold, bez e-pravidel a bez cykld.

Odstranéni levé rekurze

Pravidlo je levorekurzivni, je-li ve tvaru A --> A.... Gramatiky s levorekurzivnimi pravidly jsou nevhodné pro nékteré typy syntaktické
analyzy. Jsou-li véechna pravidla pro neterminalni symbol A zapséna jako

A -->Adl | Aa2 | ... | Aam |
b1 | b2 | ... | bn

kde aj a b; jsou Fetézce termindlnich a neterminalnich symbold a 74dné b; nezacind symbolem A, miZeme odstranit pfimou levou rekurzi
takto:

A -->bl | b2 ... ]| bn|
b1A' | b2A' | ... | bnA’

A" -->al | a2 | ... | am |
alA' | a2A' | ... | amA’

nebo pomoci e-pravidel:

A --> b1A' | b2A" | ... | bnA'
A" --> e | glA' | a2A" | ... | amA’

Sice jsme se ucili e-pravidla odstrarnovat, ale nékdy jsou mensi zlo.

Neprima leva rekurze je napriklad toto: A --> B..., B --> A.... Jeji odstranéni funguje podobné jako u prfimé rekurze. Je velmi vhodné si do
odstrafovani zavést néjaky systém, jinak je slusnd Sance, Ze se v zaplavé pismenek clovék ztrati!

Jeden ze systémdi je nasledujici. Oznaéime si neterminalni symboly jako Ny, Ny, ..., N,. Jsou-li v gramatice pravidla typu N; --> Nj..., budeme

se snazit, aby pokud mozno i < j , tj. aby se prepisovéani neodkazovalo na predchézejici symboly. Neni to nutné, ale mize to uSetfit praci.
Pro pravidlo N; --> ... nejprve zajistime, aby se neodkazovalo na predchazejici symboly. I v tom je tfeba zavést poradek, proto nejdrive

odstranime odkaz na N;, pak na N, atd. Az na zavér si nechame odstranéni primé levé rekurze N; --> N;. Toto "Cisténi" pravidel provedeme
postupné pro Ny, N, atd.

Priklady

12. 6= (N, T, P, E), N={E, T, F}, T={+, %, (, ), i}, P:

E->E+T|T
T-->T*F|F
F-->(E) | i

Vidime, ze zde nepfima leva rekurze neni, budeme mit méné prace. Nejprve bez e-pravidel:

E -->T | TE'
E' --> + T | + TE'
T -->F | FT'
T' --> * F | * FT'
F -->(E) | i



V dalSim cviceni zjistime, Ze pro syntaktickou analyzu je vhodnéjsi zavedeni e-pravidel:

E --> TE'
E' -->e | + TE'
T -->FT'

T -->e | * FT'
F -->(E) | i

13. 6= (N, T, P, A), N={A, B, C}, T = {a, b}, P:

A -->AB | C| Bb
B --> Ab | Ca
C-->Aa | b

Zde se neptima leva rekurze vyskytuje. Pii usporadani symbold A-B-C se B i C odkazuji na prede$ly symbol, A. V usporadani B-C-A se
na predesly symbol odkazuje jen A. PouZijeme tedy poradi B-C-A.

B -->Ab | Ca (prvni pravidlo se nemize odkazovat na prede$lé symboly,
primd leva rekurze zde neni)
C -->Aa | b (neodkazuje se na B, primd leva rekurze zde neni)
A -->AB | C | Bb (pGvodni pravidla)
A -->AB | C | Abb | Cab (odstranili jsme odkaz na B)
A -->AB | Aa | b | Abb | Aaab | bab (odstranili jsme odkaz na C)
A -->b | bab | bA' | babA' (nyni uz piseme definitivni pravidla)

A" -->B | a | bb | aab | BA' | aA' | bbA' | aabA’

S e-pravidly:

B -->Ab | Ca
C -->Aa| b

A -->AB | C | Bb (pGvodni pravidla)

A -->AB | C | Abb | Cab (odstranili jsme odkaz na B)

A -->AB | Aa | b | Abb | Aaab | bab (odstranili jsme odkaz na C)
A --> bA' | babA' (definitivni pravidla)

A' --> e | BA' | aA' | bbA' | aabA'

Priklady na domaci procviceni (vyreSte nejméné 3)

1. Prevedte G = (N, T, P, S) na gramatiku bez zbyte¢nych symbold:
S-->A| B
A-->aB | bS | b

B --> AB | Ba
C-->AS | b

2. Odstrante u G=(N, T, P, S) e-pravidla:

S --> ABC

A -->BB | e
B -->CC | a
C-->AA | b

3. Odstrante u G=(N, T, P, S") jednoducha pravidla:
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4. Odstrante u G=(N, T, P, A) levou rekurzi bez pouziti e-pravidel:

A -->Ba | c
B --> CA | bb
C -->Ab | Bb

5. Odstrarnte u G=(N, T, P, S) levou rekurzi s pouzitim e-pravidel:

S --> AB
A-->BS | b
B -->SA | a
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