Pi'enos energie elmg. vinénim

Vime jiz z prvniho semestru fyziky, Zze pfi mechanickém vinéni pruzného hmotného prostiedi se
pocatecni vychylka (kmity) vychoziho hmotného bodu (zdroje) pfendsi pruznymi vazebnimi silami na
okolni ¢astice a kmitani se tak Siti do dalSich a dalSich mist prostfedi. Protoze kmitajici hmotny bod mé
energii, dochazi tak vlastné k jejimu Sifeni, k pfenosu energie v prostoru.

U elektromagnetického vinéni samoziejm¢ nekmitaji zadné hmotné body, ale prostorem se $ifi
elektromagnetické pole popsané vektory elektrické a magnetické intenzity (a indukce) a z ptfedchozich
kapitol si asi pamatujete, ze s témito veliCinami je spojena elektricka a magnetickd (hustota) energie,

nastava tedy rovnéz Sifeni energie v prostoru.

Ziejmé je spravné konstatovani, Ze s jakymkoliv postupnym vinénim je vzdy spojen prenos energie
v prostoru (proto misto vinéni ¢asto pouzivame slovo ,,zafeni®).

VInéni prochazejici prostorem a s nim spojend energie tento prostor spojité vypliuje, je tedy vzdy mozno

definovat hustotu této energie - a smér vinéni a tedy také smér postupu energie je v kazdém misté

charakterizovan vektorem (fazové) rychlosti — matematicky jde proto o stejny problém jako pti pohybu

nabojil v prostoru, ktery je také popsan rychlosti ndbojli a jejich objemovou hustotou.
Neptekvapi nas proto, ze definice a zakonitosti pfenosu energie budou matematicky stejné (analogickeé)

jako rovnice v kapitole ,,Elektricky proud* (Ize vyuzit pii uceni !!).

Pozn.: Pienos energie a naboje také spoleéné patii do fyzikalni kategorie ,,Pfenos fyzikalni veli¢iny” - a

analogické matematické vztahy se pak pouzivaji v riznych fyzikalnich oborech

S veli¢inou ,.elektricky proud“, vyjadiujici celkovy (integralni) pfenos naboje pfes danou plochu, je

analogicka veli¢ina ,.zdfivy tok*, popisujici celkovy (integralni) pfestup energie urcitou plochou -

budeme ji tedy definovat stejnym zptisobem :

S paprsky
C (x.y,2)

= ds




V prostoru, kterym prochéazi vinéni (obecné i vice rliznych vin), zvolime spojitou plochu S . Musime

také soucasn¢ volit (kladny) smysl pfechdzeni této plochy, nejlépe pomoci normalovych vektorti plochy
d§ (viz Gvahy v kapitole ,,Elektricky proud* ). Potom necht dW je celkové energie zafeni, kterd za

dobu dt projde pies plochu S ve zvoleném sméru (smyslu) a definujeme:

LW
- dt zarivy tok (prochazejici plochou S)

Slovni vyjadieni : je to celkova energie zdieni (vinéni), prosla zvolenou plochou S za jednotku casu (ve

stanoveném sméru), tj. viastné zdaiivy vvkon prosly plochou S .

Fyzikalni jednotkou je proto jednotka vykonu :

[J]
[s]

Stejné jako u naboji i ,,lokalni* pfenos energie v riznych mistech plochy S muze byt dosti odlisny,
proto pro pfesny popis pohybu energie v daném misté¢ zavadime vektorovou veliinu intenzita zdareni

=W [watt]

(plo$na hustota zativého toku) I , a to nasledovné (viz obr.) :

c
= paprsky
dw @
(O — =
ds f_ds ¢  __
== |
(] =
@

V daném misté zvolime malou plosku dS kolmou smér §ifeni vinéni (fazovou rychlost) ¢ a oznadime
dP zativy tok prochazejici touto ploskou ve sméru C ( stejném jako d.S', i jako normalovy vektor 71 ).

Pak definujeme vektor intenzity zafeni / pomoci jeho velikosti a jednotkového vektoru :
- smér a orientaci mu pfifadime stejnou jako mé rychlost 3ifeni vinéni C , tj. jako jednotkovy
normalovy vektor 71 plosky dS

- ajeho velikost definujeme vztahem :

=%

intenzita zarveni (velikost
ds gita zarent (velikost)

Slovné . je to zarivy tok prochazejici jednotkovou plochou kolmou ke sméru Sireni vinéni, nebo-li

energie prosla za I casu touto plochou — jde vlastne o ploSnou _hustotu zarivého toku .
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Jednotkou intenzity zafeni tedy je :

[W-m™?]

Kompletni vektorovy zapis intenzity zafeni pak mtze byt standardné vyjadien pomoci velikosti vektoru a

jeho jednotkového vektoru:

I =17

intenzita zareni (vektor)

Jiz v uvodu jsme konstatovali (a je to zfejmé z principu vinéni jako kmitani celého pruzného spojitého
prostieni), ze vinéni i energie prochdzejici prostorem tento prostor spojité vypliuje, a tedy pro jakékoliv
vinéni Ize vzdy definovat veliCinu (objemova) hustota energie -

Jestlize tedy objem d} obsahuje celkovou energii pfislusnou vinéni dW , potom plati :

aw

- hustota energie (vinéni, zateni
dV ‘gie ( )

Smysl : je to energie vinéni obsazend v jednotce objemu prostoru.

Pozn. : Hustota zafivé energie, stejné jako intenzita zafeni, jsou samoziejmé funkce mista a asu :

I = I(Ft)= 1(xyz1t) w = w(x,y,zt)
Nyni vyjadiime intenzitu zafeni pomoci rychlosti vinéni za ptedpokladu znalosti hustoty energie w :

Pfestoze pohyb energie v prostoru neni (ani v pfipadé¢ mechanického vinéni) spojen s pohybem hmoty ,

1ze stejné také vyuzit veliCinu objemového toku, ovSem jen z Cisté ,,geometrického hlediska* :

Podle definice hustoty energie je ziejmé, ze kazdy objemovy element prostoru obsahuje energii zaieni :
dw = w-dV

A protoze se tato energie pohybuje, miizeme si predstavit, Ze s ni soucasn¢ (a s vinénim) se pohybuje i
prislusny geometricky objemovy element.

Jestlize potom uvazime situaci pti definici intenzity zafeni, kdy je dana diferencilni ploska dS kolma
na smér fazové rychlosti vinéni C, pak objemovy tok pies tuto plosku (jako objem protekly pies tuto
plosku za I Casu, na obrazku zvyraznény) lze podle zndmého vztahu z hydrodynamiky (viz kapitola
Gausstiv  zdkon) vyjadfit skalarnim soucinem vektoru plosky a rychlosti, ktery ma v ptipadé
rovnobéznych vektorii jednoduchy tvar :

v-dS = ¢-dS = cdS



A vynasobenim hustotou energie w ziskame celkovou energii vinéni v tomto objemu - a to je takeé

energie prosla ploskou dS za jednotku &asu - nebo-li podle definice to je zafivy tok ptes tuto plodku

(kterd je diferencidlné mald, proto i zafivy tok pies ni bude takovy a oznacime ho tedy diferencidlem) :
w-cdS = dP
A nyni miizeme vypocitat velikost intenzity zateni :

dP _ w-cdS _

] — —
ds ds

ProtoZe je to vztah mezi velikostmi rovnobéznych vektor, mizeme pfimo zménit rovnici na vektorovou

w-cC

(nebo stadi vynasobit obé strany jednotkovym vektorem 71 ) :

—

I =w-¢ vztah intenzity zdveni_a rychlosti vinéni

Podle tohoto vztahu nam tedy znalost hustoty energie a fazové rychlosti vinéni ve sledovaném prostoru

umoziuji stanovit intenzitu vinéni a tim ziskat informaci o lokdlnich pohybech energie v libovolném

misté prostoru.

Pak také musi byt principialné mozné urcit 1 celkovy prenos zafivé energie pies libovolné zvolenou

velkou plochu S — tedy zdFivy tok prochéazejici touto plochou :
Nejprve pomoci objemového toku vypo&itdme zafivy tok pies jeji libovolnou elementarni plosku dS
(protoze ma nyni tato ploska obecnou polohu, vektory plosky a rychlosti jiz nejsou rovnobézné, musime

ponechat obecny tvar skalarniho soucinu, pfitom pouzijeme ptedchozi vztah pro vektor intenzity zateni) :

dP = wé-dS = I-dS




Pak celkovy zafivy tok ptes celou plochu S je souctem (integralem) téchto vyrazi:

P = jdp = jjl"-dS*
S S

zarivy tok jako tok intenzity vinéni

Stejné jako u pienosu naboje sestavime dale vztah analogicky rovnici kontinuity :
V oblasti (prostoru), kterou prochéazi vinéni, zvolme libovolnou spojitou uzavienou plochu S (takova
plocha obklopuje, uzavira n&jaky objem V', miizeme si ji proto ptedstavit jako povrch télesa o objemu V,

viz obrazek) .

NapiSme zativy tok touto plochou, ve sméru orientace ploSek dg , ven z vnitiku plochy (z objemu V) :
P = {{ap = {{I-dS
S S

Ptedpokladejme, ze hodnota zafivého toku je kladnd (tj. ze vektory intenzity a vektory dS; sviraji
vétSinou ostry uhel, viz obr.) a uvazme jeho vyznam pro tuto specidlni plochu:

- jeto energie prosla za 1 Gasu pies plochu S, ve sméru vektort dg

- tato energie proto pochazi z vnitiku plochy S, tedy z objemu V

- za 1 Casu (po jejim uplynuti) bude tedy v objemu } tato energie chybét, jinak fedeno - nastane zde

ubytek - obecné zména — celkové energie (protoze objem V je ¢asti zkoumané oblasti, ve které se

pohybuje zatriva energie, obsahuje vzdy néjakou celkovou energii). Tato zména energie ma ovSem

opacné znaménko, nez velikost proslé energie (zafivy tok) :

5



—ﬁi-dﬁ
S

ProtoZe se zafiva energie pohybuje — a disledkem toho je, Ze ven z objemu V proudi pies plochu S

zativy tok — je celkovad energie v objemu jist¢ funkci Casu (stile klesajici, v pfipadé stale kladného

zétivého toku) :

W= W(t)

A matematickym vyjadfenim zmény této funkce (za 1 €asu) je jeji Casova derivace :

aw
dt

Dostavame tak zasadni matematicky vztah :

_Cﬁ.] 45 = aw

d rovnice kontinuity zaiivého toku (integralni tvar)

Na pravé stran¢ rovnice vyjadiend zména celkové energie za jednotku cCasu ve zkoumaném objemu
prostoru je vzdy piesné rovna (na levé strané rovnice uvedené) energii vyteklé za stejny Cas z tohoto

objemu do okolniho prostoru.
ProtoZe tato rovnice jasné ukazuje, jaka je fyzikalni pfiina Ubytku energie v néjakém objemu - Ze se

energie ,,neztraci“ , ani ,,neni¢i”, ale jen odtéka do okoli - povazujeme ji za obecny zdkon zachovani

elektromagneticke energie.

Upravme tuto rovnici tim, ze vyjadfime celkovou energii W v objemu V jako soucet energii ve vSech

objemovych elementech :
[[Jaw = |[[w-av
Vv Vv

Dosadime do rovnice kontinuity :

—ﬁ] dS = — mde

Derivace a integrace na praveé stran¢ se tykaji riznych proménnych, proto je mozné piehodit jejich potadi.
Uvazme soucasné, Ze hustota energie je stejné¢ jako intenzita zafeni funkci mista a Casu :
w = w(x,y,zt)

Casova zména hustoty energie je proto tedy pouze jeji parcialni derivaci.



B 5
—cgl-dS ~ gj?v;-dlf

Nakonec jesté¢ upravime levou stranu vyuzitim Gaussovy véty matematiky, jejiz podminky jsou dobie

splnény (uzaviend plocha, spojité funkce) - tak dostaneme :

_ _g_[divf-dV _ gj%ﬂdv

Z rovnosti stejnych integralt pak plyne rovnost funkci :

—divl = ow

/ rovnice kontinuity zarive energie (diferencialni tvar)

Diferencialni tvar rovnice kontinuity se vztahuje — na rozdil od tvaru integradlniho — k danému bodu

prostoru, k jeho nekone¢né malému okoli ...... ma vSak naprosto stejny fyzikélni smysl jako integralni

tvar : Divergence je pfece vytok vektoru (zde energie za 1 ¢asu) z jednotkového objemu a rovna se Casové
zméné hustoty, tj. zméné energie v tomto jednotkovém objemu. Diferencialni tvar rovnice kontinuity

predstavuje tak lokalni zdkon zachovani elektromagnetické energie (v jednotkovém objemu v daném

miste).

VSechny predchozi rovnice — definice i zakony — plati zcela obecné , pro jakékoliv vinéni.

V nasledujicich fadcich se dale pokusime specifikovat zakladni veli¢iny pienosu energie pro zvlastni druh

vinéni, se kterym jsme se seznamili v minulé kapitole, tj. pro elektromagnetické vinéni. Za¢neme tim, ze

stanovime hustotu elektromagnetickée energie :

Znéme jiz — a peclivé jsme ho odvodili — vztah pro hustotu elektrické energie :

] - =
w=—-FE-D
2
A také jsme uvedli analogicky vztah pro hustotu energie magnetické :
] - =
w=—H-B
2

Protoze obecné elektromagnetické pole musi v sobé zahrnout jak pole elektrické, tak pole magnetické,
jako svoje specidlni projevy, je nejpiirozenéjSim predpokladem pro jeho energii, Ze se bude skladat

z obou uvedenych slozek :



w = E-D + H-B = (E D + H - B) hustota energie elmg. pole

N |~
N |~

1
2

Tento predpoklad se stoprocentné potvrdil a energii elektromagnetického pole proto vzdy miiZeme

interpretovat jako soucet energii jeho elektrické a magnetické ,,casti (které jsou reprezentovany
elektrickymi a magnetickymi vektory intenzit a indukci) a uvedeny obecny vztah pro hustotu

elektromagnetické energie je platny ve vSech specifickych projevech elektromagnetického pole — plati

tedy také pro elektromagnetického vinéni :
] - - Lo
w=_(E:D+HB)

hustota energie elektromagnetickéeho vinéni

Pro homogenni izotropni dielektrikum jsou vektory indukce a intenzity vzdy rovnobézné :

— — — —

B=uH D=c¢FE

Pak ovSem skalarni sou¢iny davaji jednoduchy vysledek :

w = é(E-D + H-B)

Z minulé kapitoly zndme vztah pro fazovou rychlost elektromagnetického vInéni :

1
JE U

Za ptedpokladu, ze do sméru vinéni polozime osu x , mizeme tuto rychlost vyjadiit jednoduse jako

CcC =

vektor (pomoci jednotkového vektoru osy) :

_ - I -

c =c-l = ‘1
NE U

A rychlost a hustotu elektromagnetické energie pak dosadime do obecného vztahu pro intenzitu zéateni :

[ = w-¢ = é(E-D + H-B)-c-i

Pouzijeme jesté dalsi znalosti z minulé kapitoly :

E=cB=—1_5
NE U
A tedy :
p=*t
C

Dale pouzijeme vztahy pro homogenni izotropni dielektrikum ( postaci ve skalarnim tvaru) :
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B=uH D=¢E

Druhou rovnici upravime :

D =¢-FE = ¢- 1 B = ¢ 1 Iqu,/gluH

S ohledem na vztah pro fazovou rychlost vinéni tak dostavame :

Oba (zvyraznéné) vztahy nyni dosadime do rovnice pro intenzitu :

[ =w¢ = i(E-E + H-E)-c-f
2 c c

Po jednoduchych upravach (kraceni a secteni) dostaneme :

I = é(E-H + H-E)-i = §(2-E-H)-f = E-H-i

Uvazme sméry vektori v elektromagnetickém vinéni, které jsme poznali v minulé kapitole - vektor £

je kolmy na E atedyina H aoba tyto vektory jsou kolmé k ose X , tj. k vektoru I (viz obr.) :

E

-1
Wo‘
X

H
B

Pak mlzeme konstatovat, ze sou¢in FE - [ je pravé roven velikosti vektorového soucinu £ X H a

smér tohoto vektorového soucinu je rovnobézny s osou X, tj. sjednotkovym vektorem osy 1, i

—

s vektorem intenzity zateni [/

Z toho ovsem plyne jednoduchy zépis posledni rovnice :

—

I = ExH intenzita elektromagnetickeho vinéni




Podle svého objevitele se tato veli¢ina také nazyva Poyntingiy vektor (1897)

Dodatek 1.
Daéle napisme Maxwellovy rovnice a ukazme si, Ze z nich zdkon zachovani zafivé energie piimo vyplyva :

) divD = Yo,

2) divB = 0
3) rot E = —8—8
ot
oD

4) rotH = 1 + —

Ptedpokladejme homogenni a izotropni dielektrikum bez volnych ndbojt a proudi, tj. :

B=uH D=c¢E i =0 p =0

Rovnici (3) vynasobime skaldrné magnetickou intenzitou a rovnici (4) elektrickou intenzitou :

o HorotE = _g.98
ot

. . . 0aD
4) E-rotH = E-—
ot
Odecteme rovnici (3) od rovnice (4), elektrické a magnetické indukce na pravé strané vyjadiime pomoci
intenzit, konstanty vytkneme z derivaci :
~ . - . .dD - OB
E-rotH — H-rotEk = E-— + H-—
ot ot
Souciny s derivacemi na pravé stran¢ mtizeme nahradit derivaci soucini (pfitom se vyuziji vztahy indukei

a intenzit) :

— —

E-rotH — H-rotE = E.D i

o o - =
—(E-D) + ——(H-B
o (ED)+ g (HB)

Na pravé strané vytvofime derivaci souctu a levou stranu upravime pomoci obecného matematického

1
2

VZOrce :

divAxB = B-rotA — A-rotB
Tak dostaneme :

dvixi =L BB+ B
ot 2
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Na pravé stran¢ je ale hustota elektromagnetické energie a na levé strané jsme dostali intenzitu zafeni (se

zapornym znaménkem) — vznikl diferencidlni tvar zakona zachovani elektromagnetické energie :

—divl = 8_w
ot

Odvozeni zdkona zachovéni elektromagnetické energie ptimo z Maxwellovych rovnic dokazuje jejich
zéasadni dulezitost pro teorii elektromagnetickych jevi.
Vidime rovnéz piesné, za jakych podminek plati tento tvar zakona zachovani energie — pro homogenni a

izotropni dielektrikum bez volnych naboju a proudu.

Pozn. : Jestlize by naptiklad latce existovaly volné naboje a mohly by vytvaret proudy, potom ¢ast
elektromagnetické energie by se také jako vykon elektrického proudu pfeménovala na energii
tepelnou — Jouleovo teplo, které zname z elektrickych obvodii. Zakon zachovani energie by potom

mél tvar :

avi — Ei =2V
—arwvil — L= ot obecny tvar zakona zachovdni elmg. energie

Casova zména ((bytek) energie v jednotce objemu je tedy obecné tvofena energii vyteklou z tohoto

objemu a hustotou vykonu elektrického proudu, pfeménénou na teplo.

Dodatek 2

Podivejme se jeSté¢ , jak spolu souvisi intenzita zafeni a amplituda elektromagnetickych kmitd.

Predpokladejme né&jaké jednoduché vinéni, napt. postupnou rovinnou linedrné polarizovanou vinu ve
sméru osy X , v homogennim a izotropnim prostfedi. Jeji magnetickd i elektrickd indukce a intenzita

jsou podle minulé kapitoly feSenim vlnovych rovnic :

B, =B = B, -sin(w-t—k-x)

E, =E=E, sin(o-t—k-x)

z

Pouzijeme také vztah mezi velikostmi téchto vektort :

E =c¢-B

V tomto ptipadé z této rovnice plyne také stejny vztah mezi amplitudami kmitt :
E, =c-B,

A rovnice pro magnetickou indukci bude mit tedy tvar :
E :
B = """ sin(w-t—k-x)
C

Magnetickou indukei jesté pievedeme na intenzitu :
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H = 5 E—m-sin(a)-t—k-x)

Hooocop

A vyuzijeme také vztah pro fazovou rychlost vinéni :

H = 1/8-;1-]5—’”-Sin(a)-t—k-x): Je/ u-E, -sin(o-t—k-x)
U

Nyni jiZ mizeme stanovit intenzitu zafeni podle vztahu :

I = ExH

Vektor intenzity méa smér osy X, postaci tedy urcit jenom jeho velikost :
I =FE-H

Dosadime sem vySe ziskané vztahy pro elektrickou a magnetickou intenzitu :

I = Em-sin(a)-t—k-x)-\/%-Em-sin(a)-t—k-x) = \/%-E,i-sinz(a)-t—k-x)

A dostaneme :

_ & 2 . 2
I = A/ ; 'Em sin (a) t—k-x ) intengita elektromagnetického zdi'eni (okamzitd)

Tento vysledek nam poskytuje dvé dilezité informace :

1) Okamzita velikost intenzity zafeni je umérna kvadratu kmith elektrické intenzity. Velikosti vektora
vSech elektromagnetickych veli¢in, tj. magnetické intenzity a indukce a elektrické intenzity a indukce
jsou vSechny navzajem piimo imérné, nebot’ plati :

B=uH D=c¢E E=cB

OkamZitad intenzita zdieni je tedy umérnd kvadrdtu kmitit jakékoliv veliCiny elektromagnetického pole .

2) Intenzita zafeni tedy neni konstantni, je to funkce mista a ¢asu :

I =1(xt)

Je také vidét, ze - jako kvadrat funkce sinus — jde o periodickou funkci, s poloviéni periodou oproti
kmitlim pole, tedy s dvojndsobnou frekvenci.

Kdyz si uvédomime vysokou frekvenci naptiklad viditelného svétla - pro vilnovou délku 500 nm (zluta

barva) to je :

8
f=£— 3-10°m/s _ .10 2

A 500-107° m
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Potom je ovSem jasné, ze naptiklad lidské oko nedokéze vnimat tak rychlé kmity (vime, ze frekvence, pfi

které jiz neregistrujeme kolisani intenzity obrazl je asi 60 Hz — frekvence monitoril) a Ze tedy ziejmé

vnimame jen stiedni hodnotu intenzity :

T
I)=1 = L [1(x,t)-at
T 0

Pozn.: Stiedni hodnota fyzikalni veli¢iny se vzdy definuje jako mySlena konstantni hodnota dané

proménlivé veli¢iny, kterd ma béhem zadané doby stejny ti€inek jako tato proménliva veliCina.
Zde to je takova konstantni intenzita, pii které se béhem periody (tj. i béhem jakéhokoliv jejiho

nasobku) pies jednotkovou kolmou ploSku pienese stejny zativy vykon :
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Dosad’'me do integralu nasi okamzitou intenzitu :
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Laskavy &tenaf se snadno vypodtem piesvédéi, ze hodnota urditého integralu je 772 , potom bude :
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ZapiSeme to obecnéji :

I = konst - E,i

stiedni intenzita elmg. zdieni

Stiedni intenzita je pfimo imérnd kvadratu amplitudy elektrické intenzity, nebo - opét z divodu piimé

umeéry velikosti vSech elektromagnetickych veli¢in — je pFimo umérnd _kvadratu amplitudy jakékoliv

veli¢iny elektromagnetického pole ( E, D, B, H).
Takto reaguje na dopadajici elektromagnetickou energii nejen lidské oko, ale 1 vétSina béznych detektori
svétla (fotondsobice, polovodicové detektory) — jejich signaly jsou umérné kvadratu amplitudy — jsou

proto oznacovany jako kvadratické detektory .

(konec kapitoly) (K.Rusiak, 11/05)
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