Energie elektrického pole

Jiz v Givodni kapitole jsme poznali, Ze nehybny (centralni) elektricky naboj vytvaii v celém nekonecném
prostoru silové elektrické pole, které je konzervativni, to znamena, zZe jakykoliv jiny néboj (zkusebni) ma
v tomto poli potencialni energii.
Tato energie tedy jednoznacné souvisi se zkuSebnim nabojem, je ovSem také zfejmym dusledkem
existence centralniho naboje, se kterym spojujeme pojem elektrického pole. Podle pfislusného
matematického vztahu je potencialni energie jednoznacnou funkci obou naboju (viz diive) :
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Tento problém je v disledku zdkona akce a reakce zcela symetricky, pojmy zkusSebni a centralni naboj je

mozno bez omezeni zaménit a pojem elektrického pole mize byt spojen s obéma naboji.

Muzeme tedy ucinit dvoji zavér :

1) energie (elektrického ndboje) je jednoznacné a soucasné spojena s obéma elektrickymi ndboji (také
s obéma télesy, které jsou nositelé nabojt) , a

2) tato energie je v jednozna¢ném vztahu se vzniklym elektrickym polem.

Prozkoumame-li nyni tento problém podrobnéji, nalezneme nékolik velmi uzite¢nych vztaht a dojdeme
k necekanému vysledku, Ze pojem energie mize byt (formdln€¢ matematicky) zcela odtrzen od
elektrickych naboju, které jsou podle definice jeho nositelem.

Budeme logicky postupovat od nejjednodussi situace k nejobecné;jsi formulaci :

1) energie dvou bodovych nabojii :

Ptedstavme si dva bodové naboje v obecnych polohach, tedy :

prvni ndboj Q; ...... v misté 77

—

druhy naboj Q> ...... v misté 7

Jsme vlastné zpatky v zékladni situaci, jako u Coulombova zékona, kdy zaddny z ndbojl neni v pocatku

soufadnic a oba naboje jsou jinak oznaceny, jsou to tedy podminky, za kterych jsme tento zakon
zobeciiovali. Nebude nam proto jisté Cinit potize konstatovat, Zze naboj Q] ma v poli naboje Q2
potencialni energii o velikosti :

I 0;-0;

dre, |r;p—71]




Vime uz také, Ze je to prace pottebna k pieneseni naboje 7 z nekonecna do jeho souCasného, dané¢ho

mista, tj. 171 . A mizeme si jeSté navic uvédomit, ze jesté pied timto pfendSenim jsme napied museli
samotny naboj ' také umistit (z n€jaké vychozi polohy) do dané polohy 72 , ale kdyz tu pfitom nebyl
naboj Q; (byl jestd v nekonecnu), pak také neexistovaly zadné sily a pfi této akci jsme tedy nevykonali

zédnou préci.

Uvedena energie je proto veSkerou praci vykonanou pii vytvoreni této soustavy dvou ndboju a miize tak

byt oznaCena za energii soustavy .

Pfi rozlozeni (rozebrani) soustavy bude samoziejm¢e vykondna prace opacného znaménka, tedy piivodné
vykonanou préci (na jeji vytvofeni) ,,dostaneme zpatky* .

Ve specialnim ptipad€, kdy mezi obéma naboji pisobi piitazlivé sily (tj. ndboje musi byt opacného
znaménka - a situaci lze zobecnit na jakékoliv pfitazlivé sily — gravitacni, chemické, jaderné, ...), se

pouziva pojem vazebni energie soustavy.

Tento pojem je velmi dilezity a stile aktudlni, nebot’ pfi tzv. exoenergetickych , Ci exotermickych

reakcich (znate hlavné z chemie) dostavame ¢ast této energie jako teplo vystupujici z reakéni nadoby.
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kterou lze ziskédvat ve specifickych jadernych reakcich jako je (fetézovd) Stépnéd reakce, nebo

termojaderna syntéza.

Vratme se k nasi elektrostatické potencidlni energii, jako praci potfebné k prenéseni ndboje Q 7 . Jako

disledek zédkona akce a reakce bude ovSem stejnd prace vykondana i z hlediska druhého naboje, tzn. ze

potencialni energie naboje QZ v poli ndboje QO 7, jako prace potiebna k pfeneseni naboje Q2 z

nekonecna do jeho mista 172 ,je:
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Energii soustavy obou nabojit mohu tedy formalné zapsat:

1
W =Wy = E(Wm +Ws1)

Tento jisté matematicky spravny zapis je samoziejmé pro soustavu dvou naboji nadbytecny, bude vsak

zobecnén a dobte vyuzit pii feSeni nasledujiciho, komplikovanéjsiho ptipadu.



2) energie soustavy vice bodovych naboju :

V tomto ptipadé tedy budeme mit vétsi pocet bodovych nébojt :
prvni ndboj Q; ...... v misté 77
druhy naboj Q> ...... v misté 7

tieti naboj QO3 ...... v misté 73

posledni Oy ...... v misté 7y

Naposled ziskany vzorec pro energii dvou nabojii ndm nyni pomuze pii vypoctu celkové energie vSech

naboji tak, Ze vypocitdme energii libovolné dvojice naboji soustavy :
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Formalné ji zapiSeme podle tohoto vzorce:
1
3( Wi + W;)

A nyni secteme tyto vyrazy pro vSechny dvojice naboja, tj. pro vSechny mozné kombinace indexi :

1
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Vyse uvedenou upravu si ovéite predstavou konkrétnich s¢itanct uvedenych matematickych sum, jinak
bylo jesté¢ provedeno trividlni vytknuti konstanty. Zakaz stejnych indext je pak spojen s neexistenci

vyrazit Wiy, Way , W3, ..., které nemaji smysl.

Dosadime konkrétni vztah pro energii dvou libovolnych naboji W a vyuzijeme komutativnosti

matematického souctu, tj. ze s¢itdni miizeme provadet v libovolném poiadi s¢itanct :
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Vidime, ze pouhym zavedenim pofadku ve sc¢itani, kdy pfi konstantnim prvnim indexu soustavné

projdeme vsSechny hodnoty indexu druhého, se dostavame k velmi zasadni Gpraveé vztahu pro energii.

Vznikly vyraz v zdvorce je totiz soudet potencialtl viech naboji (mimo (J;) v misté 7; naboje O; ato

je potencidal vysledného elektrostatického pole celé soustavy naboji v misté I_’; (néboj v tomto miste,

tj. Qi vystupuje pouze jako zkuSebni naboj a proto ,,nepatii* do soustavy) :
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Pro energii soustavy naboju tak dostavame velmi jednoduchy, a proto dobie pouzitelny vztah, ve kterém

sice jeSté nezmizely naboje, jak bylo slibeno v ivodu tohoto odstavce, ale objevil se jiz potencial jako

zékladni veli¢ina elektrostatického pole :
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Déle bude nasledovat piechod od teoretické soustavy bodovych naboji k redlné situaci, tj. , k nabitym

télesiim a plocham :

3) energie spojité rozloZenych nabojii ve vakuu

Tak jako v odstavci ,,Zobecnéni Coulombova zdkona* — tzn. pro naboje spojit¢ rozlozené v objemu
(t€lesa) s objemovou hustotou p - nahradime bodové naboje soustavy diferencialné malymi naboji
v diferencidlnich objemech :

Q; > dO =p-dV

A v limité téchto nekone¢né¢ malych vyrazii piechazeji matematické sumy na integraly, pro energii

nabojil spojité rozloZzenych v objemu tedy vznikne vyraz :
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w = E I_”(DdQ = E ”ﬁ”'p av energie ndabojit v objemu
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A pro naboje spojité rozloZzené na plose s plosnou hustotou o dostaneme analogicky:

1
W= 5 J .[ @-odS energie nabojii na plose
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Nyni miizeme sestavit uzitecny vztah pro energii nabitého télesa :

1 1
W= Wobjemu + Wpovrchu = E ”_[(D',O av + E C,ng'a das energie télesa
V S

A specialné pro nabité¢ vodivé téleso , které ma ndboje pouze na povrchu, tj. mé nulovou objemovou

hustotu naboje :
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Konstantni potencidl vodivého télesa umoznil vytknuti a zbyly integral mé jasny smysl celkového naboje

na povrchu télesa, tj. i celkového naboje celého télesa :
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Pouzijeme-li jesté¢ znamy vztah pro kapacitu :

Q=Co
Dostaneme jednoduchy vysledek :
i 1 .
W = 5 0 = 5 Co energie vodivého télesa

S vyuzitim tohoto vztahu vypocitdme jesté energie kondenzatoru. Kondenzator tvoti vlastné dvé nabitad

télesa — desky kondenzatoru :
jedno t&leso ma naboj Q ..... a potencial @,
druhé t&leso ma naboj -Q ... a potencial ¢,

Pak celkové energie kondenzatoru je zfejmé souctem energii obou teles
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Pouzijeme-li jest¢ definici napéti jako rozdilu potencialli a definici kapacity kondenzatoru, dostaneme

op¢t jednoduchy vztah, velmi pouzivany v praktické elektrotechnice :

w=lou-=Lew?

2 2 energie kondenzdtoru




4) energie spojité rozloZenych naboju v dielektriku
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rozloZenych s hustotou p v né&jakém (kone¢ném) objemu V.

Protoze Coulombtv zakon ma i v dielektriku stejny tvar jako ve vakuu (pouze permitivita vakua je

nahrazena permitivitou dielektrika), ma stejny tvar i vztah pro energii :

1
W= lle-pdr
Vv
Prvni Gpravou tohoto vyrazu bude zména integracniho oboru v integralu. ProtoZze objemova hustota
naboji o je rovna nule mimo objemu V (tak jsme ji definovali, viz obr.), 1ze integrovat beze zmény

vysledku pies jakykoliv vétsi objem, az v limité 1 nekonecny (ponékud nespravné je oznacen stejnym

pismenem V' integra¢ni obor i objem, ve kterém jsou naboje ) :
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Dale pouzijeme Gausstiv zakon :
divD=p

A dosadime ho do integralu za hustotu naboje :

w =L [lp divD av
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Funkeci v integralu upravime pomoci matematického vztahu :

div(e- l_j) = @ divD + D- grad @ (zkontrolujte za D.cv.)

Po jeho dosazeni vzniknou ve vztahu pro energii dva objemové integraly :

W:é III(div(wD)—f)-gmd;o)dV=§ maﬁv(gpf))dV—é [[[D-grad pav
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Nejprve se budeme zabyvat prvnim vyrazem. Objemovy integral pfes nekone¢ny objem je mozno pocitat

jako limitu integralii pfes objemy konecné, které se budou zvétSovat (rozpinat) nade vS§echny meze :
[[[divcpD)av = lim [[[div(pD)dV
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Na tvaru objemu nemuze jisté velikost limity zdviset, zvolime proto integra¢ni objem tvaru koule o

poloméru R (ktery tedy bude konvergovat do nekone¢na) tak , aby objem s naboji lezel v jeho stiedu .

Protoze kulovy integraéni objem je obklopeny uzavienou (kulovou) plochou S , miZeme pouzit

Gaussovu vétu matematiky :

lim div(pD)dV = lim div(pD)dV = lim $eD-dS
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.Velikost této limity odhadneme nasledovné :

Objem Vs naboji se pro velmi velky polomér koule (R — o) bude jevit jako bodovy naboj velikosti

O , ktery je ve stiedu integra¢ni kulové plochy. Elektricka intenzita i indukce jsou pak na tuto plochu
v kazdém misté kolmé, sviraji tedy s vektorem plochy nulovy thel a v této limité mizeme také pouzit
znam¢é vztahy pro intenzitu a potencial bodového naboje :
1
D=c¢FE=¢- %
472'80 R




L9

- 472'80 R

Po dosazeni mame :

lim cﬁng dS = lim cﬁ L 9 ¢ Q-dS: 5(L) - lim CHdS

R—> R—w J4mey R 4nmey R drey. R3 R—w

Vznikly integral ovSem udava velikost kulové plochy, takze dostavame :

E(—— 0 )2 lim ﬁdS— ) lim ! 4n R’ = konst- lim i=0
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Ve vztahu pro energii je tedy riizny od nuly pouze druhy integral:

W =—-— ”ID grad @ dV
V—)oo

Jestlize pouzijeme diive odvozeny vztah pro intenzitu :

E=—grad ¢
Dostaneme konecné pro celkovou energii danych naboji :
I J. I D E av = _[ I J. w-dV celkova elektrostatickd energie
V- oo V—>w

Kde jsme funkci za integralem, kterd méa smysl energie obsazené v jednotce objemu v daném misté,

oznacili jako novou fyzikalni veli¢inu :

dw I = = 1

2
w=—=—-D-F = —¢F ; ke
dv 2 2 hustota energie elektrostatickeho pole

Vznikl slibeny vztah pro elektrostatickou energii, ve kterém formalné zcela zmizely elektrické ndboje ,

které¢ jsou ovSem podle zakladni definice stouto energii nedilné spojeny — potencialni energie
elektrického naboje je prece schopnost tohoto naboje konat praci — byla a je to jisté jedna zjeho

zékladnich vlastnosti.

Tento vztah pak tedy miizeme interpretovat jako energii celého elektrostatického pole (sahajiciho

v principu az do nekonecna) , které vytvorily dané elektrické naboje.



Takto se vlastné dostavame k pojeti energie jako vlastnosti elektrostatického (elektrického) pole , je to

polni pojeti energie .

Z matematického vztahu pro hustotu vidime, ze elektrické pole ,,md energii* v kazdém misté, kde je

toto pole nenulové.
Podstata pojmu energie se pfitom neméni, je to stile schopnost (moznost), nyni elektrického pole, konat
praci — aby se ale tato prace realizovala, musi byt v daném misté néboje ..... (a pak uz je to jako dfive -

schopnost naboji) .

Toto pojeti energie je velmi uziteCné, zejména pi1 pouziti na obecné elektromagnetické pole a na jev
elektromagnetického vInéni, ve kterém pozorujeme pohyb elektromagnetické energie v prostoru (tak
jako pfi kazdém druhu vinéni) a proto definujeme a v mnoha aplikacich uspésné pouzivame veliciny jako

zarivy tok a intenzita zdreni , coz je v podstaté energie prochazejici obecnou ¢i jednotkovou plochou za 1

vtefinu, tj. vlastn¢ vykon pfenaseny elektromagnetickym vinénim.

(konec kapitoly) (K.Rusnak, 11/05)



