Aplikace Gaussova zakona

1) Pro sestaveni zakladni rovnice elektrostatiky

Z&kladni vlastnosti elektrostatického pole, proBranminulych hodinach, popisuji &wiferencialni

rovnice :
Q) otk =0 konzervativnost _el. pole
divE = £ L .
2 Ve = . Gaussiv zakon elektrostatiky
0

Vime také Ze pro intenzitu elektrostatického paletplati :

E = —gradg

Jestlize dosadime tento vztah do obou rovnic :

rot (- gradg) =0 (1)
div(~ gradg) = £ )
€0

Potom rovnice (1) je vzdy spna - viz domaci c¥eni v otazce ,El. pole ve vakuu“ - kde jst&lm

zjistit, Ze z dvodu zandny druhych smiSenych derivaci plati pro jakouks|ojitou funkci ¢ :

rotgrad¢—rot(5¢5¢5¢) ( 9 _0% .J:O
X & & N oy

A rovnici (2) dale upravime :

—div gradg = P
0

Znaménko minusipvedeme na pravou stranu a rozepiSeme dvojity tmpera levé strah:

(02 00 0 _00p 009 004 _0% 0 0%
ox 9y 0z ) ox ox 6y oy "oz 0z x> oy’ 09z°




Vznikly matematicky pedpis je samdejm¢ opst operator, psobici na funkcip . Vzhledem k jeho

castému vyskytu videzitych matematickych rovnicich ma své a&d i pojmenovani :

2 2 2
_ 0% 0% 0%
x> ay2 0z°

A¢

Laplacaiv operator

Je jist sympaticke, Ze k jeho formélnimu popisu Izétofyuzit zndmy operatonabla :

_ (0 0 0)[0¢ 0¢ 09 _ _ 2
A¢_(6x'6y’azj[€6x oy azJ Jthe = ¢

Rovnici (2) Ize tedy jednoduSe zapsat ve tvaru :

- _ P
A¢ - T Poissonova rovnice

Eo

Tato rovnice je pak v literate ozngovana jakozakladni rovnice elektrostatiky

Jejim vyeSenim — pro_zadané rozlozeni naéboftj. pro hustotu nabojgp ) — ziskame potencial

elektrického pole (ktery, jak vime, toto pole jednané popisuje).

Poissonova rovnice je parciélni diferencialni rovn. stups, jeji vyfeSeni proto neni rozhogn

jednoduché ...ale my uzireSeni zname.. vime totiz, Ze plati (viz. zobegm Coulombova zakona ) :

[

4776’0 v

A tento integral musi byfeSenim Poissonovy rovnide

Poznamka : Pro 0 = 0 dostavame nejjednodussi mozny tvar zakladni reveliektrostatiky :

A¢ =0 Laplaceova rovnice

Tato rovnice vypada dosti jednoduSe, ale pokud dwychi cheli piimo reSit (a nevyuzit zobeé&ny

Coulomhiv zakon), praci bychom sifiiS neuleRili, protoZze stanovenintegraénich konstant

z okrajovych podminek ulohy je vzdy velmi pracné.
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2) Pro vypdet elektrickych poli jednoduchych konfiguraci nahoj

Vedle gimého vypdtu intenzity elektrickeého pole (podle kapitoly ,Zedreni Coulombova zakona*),
nebo pomoci elektrostatického potencidlu (stejnpitéka) je ¢asto mozné, zejména u symetricky

rozloZzenych nabd@j pouziti Gaussova zakona — viza@ni.

3) Special# pro vyp@et elektrického pole vodivéhdlésa

Zde prozkoumame pomoci Gaussova zakona vlastriektrastatickeého pole vodivéheélésa, pitom se
dostaneme k velmitdezitému pojmu kapacitglesa :

Vodivé (pevné)dleso je charakterizované existenci tzolnych naboi: , které nejsou na&leso ,vazany*

Zzadnymivazbovymi silamia mohou se tedy v jeho objemu vbfiohybovat a $ pisobeni vijSiho pole

(na vodt pripojime poly elektrického zdroje) pak vytvgmakroskopicky)_elektricky proud

U kovovych tles jsou takové naboje tkeny volnymi, samostatnynglektrony — ty vznikly odtrzenim
z valergni sféry elektronového obalu aténkovu silovym fisobenim_fi tuhnuti a krystalizaci¢lesa

z kapalné taveniny. Kovové iontyifpm vytvari pevnoukrystalickou miizku télesa a odtrzené valemi

elektrony pak @stanou uvnittélesa.
Ackoliv na kazdy z dchto elektrof v objemu kovu fisobi obrovské mnoZstvélektrostatickych

pifitazlivych a odpudivych sil (od okolnich idnimiizky a ostatnich elektréh — je vyslednice vSech
téchto sil kupodivu —-nulova (je tomu prav z divodu velkého pétu téchto sil a jejich_symetrického

rozloZeni — ke kazdé sile se vzdy najd@ké protisila,. to ovSem neplati v blizkosti pdwrgcviz obr.)

povrch télesa 7‘\\:
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Jestlize tedy na elektron uvihitodivého ¢lesa nefisobi Zadn4 sila {esreji feceno vyslednice vSech
pusobicich sil je nulova - ale vysledek je stejng)azeme elektron povazovat zaro|nou ¢astici , ktera
podle zakona setr¢aosti setrvava v klidu a teprveiuasobeni vijsi sily (vrgjSi el. pole) se zme

pohybovat a_vytvé elektricky proud- tak se tedy vys¥iuje dobrd elektricka vodivost kowii .

A0

Pozn. 1 : Pobliz povrchudlesa je ,\jii* pusobicich sil zjevé nesymetricky (viz obr.) — proto vznikla vysledna
sila mfi do vnitku tlesa a zabrtajje elektroim opustit objem kovu. Aby elektrony dokazaly

vystoupit z kovu do okolniho prostdi, musime jim dodat dostéme velikou kinetickou energiijeji

minimalni hodnota je rovnaystupni pracikovu) — to je mozné néajklad pomoci tepelné energie
(zalrati kovu vyvola tepelnou emisi elektigntermoemisi), urychlenim elektrérve velmi silném
vngjSim elektrickém poli (polni emise), nebo srazkojingu rychlou ¢astici, napiklad s fotonem
(fotoemiseXi s elektronem (sekundéarni emise elekiidon

Pozn. 2 : Elektrony v objemu vode existuji vlasté za stejnych podminek jakg@stice plynu — proto séasto

ozna&uji jako elektronovy plyn— a stejé jako molekuly plynu nejsou nikdy v kliduale neustéle se

pohybuji vSemi moznymi séry i velikostmi rychlosti — tedy znamymeuspdgadanym (tepelnym)

pohybem. Je mozZné také ukazat, Ze v rovnovaze grplati Maxvelfiv rozélovaci zakon, vetns

napr. vztahi pro stedni rychlosti. Pohyb, ktery elektrony ziskaji a@jgiho pole je pak ve skuteosti
malou gidavnou rychlosti k velké ,neusfmané rychlosti* — je to jakasi jejich ,driftovaatylost* (viz
také fFiklad na cvteni — rychlost elektranve vodgi pti telefonovani nam vysla asi 5,7 mikifds, coz
je skutén¢ zanedbatekhmalé oproti obrovskeé igdni rychlosti jejich neuspadaného pohybu, kterdip
pokojové teplat ¢ini asi 1,1.180 m/s).

Pozn. 3 : Vodivymi glesy (latkami) mohou byt ovSem také kapaliny a plyplazma). Tyto latky nemaji Zadnou
pevnou strukturu, vSechn§éstice plynu jsou zcela volné, u kapalin pak ,skeodné“ - a jejich

vodivost proto mMze byt zfisobena jak zapornymi elektrony, tak kladnymi ionty.

Vodivé kovové tleso tedy obsahuje nesmirné mnozstvi volnych riatséfu Avogadrovdisla) a pokud
bychom neznali fakta o jejich chovani (elektrongyn), mohlo by nasigkvapit experimentalni zji&ti,
Ze v termodynamické rovnovaze" — tedy t#ifad v nulovém vjSim poli — netée v objemu vodie
Zadny proud (tkaz je jednoduchy — voélby se musel ,sam od sebe" ¥afat Jouleovym teplem). To ale

Znamena, Ze ani uviiodice neexistuje elektrické pole tedy vSude v objemu vadi plati :

E=0




Na tento poznatek iieme aplikovat Gaugg zakon nasledown:
Jestlize si v objemu votk pedstavime &akou spojitou uzaenou plochu S (viz obr.) , pak tok

elektrické intenzity touto plochou je z&ane nulovy:

ffE@S =0

S

Z toho ovSem podle Gaussova zakona plyne, Ze Iogtisiulovy také celkovy naboj uvhitéto plochy :
|

ffE@S = —M =0

S £0

Z drivegjSich kapitol vime, Ze celkovy naboj ¥jakém objemuV mizeme stanovit pomoci hustoty naboje

setenim (integraci) nabbjve vSech mistech tohoto objemu :

Q= [foav =0

Protoze tento naboj je nulovy pro libovolno@avenou plochu, nefife to byt jen nahodny vysledek
soutu kladnych a zapornych nalioy riznych oblastechélesa, ale musi byt nulova hodnota naboje
v kazdém jeho mi&t ProtoZze ale vSude v objemu v@miexistuji (nepohyblivé) kladnénty a (volré
pohyblivé) zapornéelektrony, znamenda to, Ze elektrony jsou tak dal@nrovnongrné rozlozeny

v objemu, Ze fesré ,vykompenzuji“ kladné ionty krystalické ifize — a proto nejen celkovy nabéiesa,

ale i hustota vyslednéhmaboje v_kazdém mistje nulova :

p =0

Dale bude velmi zajimavé sledovat interakci ¥eds okolnimi naboji Predstavme si, Ze do blizkosti

naSehodlesa umistime elektricky naboj, tj. nabité jiskeso, napiklad kladného znaménka (viz obr.).

Pak miZeme pozorovat tzyev elektrostatické indukce Elektrické pole vi§Siho naboje Ee) ) pasobi

na volné naboje uviittélesa - elektrony — a ty se tedy budou v objemu dmgiohybovat sirem k

tomuto naboji — az do maximalmiozné blizkosti, tj. naffyraceny povrchgélesa. (viz obr.).




Na tomto povrchuéesa proto vznikne #dukuje se— zapornynaboj, tvdeny elektrony - a na povrchu
nejvzdalerjSim, odvracenénse projevi nedostatek elektigntj. objevi se néboj kladny tvoreny
kladnymi nevykompenzovanymi iontyifiaky.

Popsany pohyb nahioja zvySovani jejich velikosti na povrSictesa bude trvat ditou (kratkou) dobu,
az do okamziku, kdy vrii elektrické pole Eint ), vytv&ené indukovanymi naboji,iesr¢ vyrovna

puvodni vrEjSi pole, tak, Ze vysledrdektrické pole ve vodi bude ot nulove:

E:Eex+|§int =0

Potom ogt nastane rovnovazny strav, charakterizovany jibémmou velikosti indukovanych naliiopa
povrchu &lesa. Z nulového toku elektrické intenzity libovoinuzavenou plochou uvnittélesa pak ot
konstatujeme nulovost objemové hustopoje , i celkového nabadjgesa :

fE®S = L= Tf[pdv =0
S €0 £ v

Jakékoliv vrgjSi ndboje tedy nemaji vliv na elektrické pole weli¢i a proto nizeme konstatovat, Ze :

Vniti'ek vodivéhodlesa je chra@n pired (einky vnéjSich naboji.

Jestlize uvnit vodivého Elesa nejsou naboje, které by mohlyigpbit elektrické pole — pak iaeme

tento vnitek vyiznouta ponechat jen (tenkou) uzemou povrchovou vrstvu (kde ovSem naboje byt

mohou) — a situace se nijak negri+ uvnit nyni dutého vodivéha@lesa bude stéle nulové pole

To je principelektrostatického odstiéni vnitrniho objemu. Citlivé elektrickéffstroje Ize tedy ochranit

pied &inkem vrgjSich nabaj tak, Ze je vliozime do plechového krytu, nebo aspmalime staniolem ...

¢asto posté i sitovanyci dérovany kryt (Faradayova klec).

S

Pozn. : Kdybychom nyni dokazalileso uprosted napl rozdlit, ziskali bychom d¥ télesa, nabitd ogaymi
naboji. Mohli bychom také uzemnit jeden povretesa, nafiklad zaporny — pak by se ighyt&né”

elektrony odvedly do ze#ma po odstraini uzemrini by €leso Zistalo celko¥ nabité kladnym nabojem.
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Dale prozkoumejme situaci, Ze by gakého okolniho nabitéhalesa mohly na naSe vodivé, zatim
neutralni &leso_grejit elektrické naboje — tzn. budeme sledovat proegsjeni vodée .

Tento proces si f¥zeme_teoreticky jednodug#edstavit jako myslenyipsun skupiny nabbjcelkove

velikosti Q (musi to byt volné naboje, aby se datggunovat, nejlépe pak elektrony) z neko@edo

uréeného mistaivnitt vodiée (viz obr.), aniz uvazujeme vliv &pobu pesunu nabdj pripadré jejich

zdroje.
(Sila, i prace psebna k takovémuipsunu je nulova, protoZze n&pouvany naboj népobi zadna sila,

ani od nabijeného, zatim neutréalnibi@$a, ani od neexistujiciho zdroje.)

0z0

Q

ProtoZe jsou tyto fenesené naboje stejného znaménfalektrony), navzajem se__odpuzuji

elektrostatickymi silami a protoze jsou volné, pohjy se v objemuétesa _od sebdo maximalni mozné
vzajemneé vzdalenosti, tj. aZ na poviekesa.

Po uplynuti gjaké kratképiechodné doby ve které vdlese z objemu na povrch viasttecou ugité

proudy, pak oft nastaneustaleny,rovnovazny stav, kdy — bez ohledu na polohu mista, kam byly

dopraveny naboje - uviitv objemu é&lesa nebude jiz Zadny &hto nabaj, tedy objemova hustota

naboje p v kazdém mistobjemu bude aft nulova, stejig jako v nenabitém stavu.

VSechny, nadeso fenesené naboje, tethydou rozloZzeny na povrchu télesa s_nenulovou ploSnou

hustotouo (viz predchozi obr.), z niz takéibeme vypdoitat celkovy naboj nyni jiz nabitého vadi:
Q = ffos
S

ProtoZe ani nabity vodlise sdm od sebe nikdy netah, je jeho vnini elektrické pole ofi nulové :

—

E=0

A z prisluSného nulového toku této nuloveé elektrickénaity (pies libovolnou uzaenou vnitni plochu

S) vyplyva podle Gaussova zakonasbpulova hustota naboje kazdém mist objemu &lesa — coz

samozejm¢ souhlasi sigdchozi Uvahou ofpchodu nabdjna povrchdlesa.

fE®S = 2 [[[pav = 0
S £ v



Celkem tedy plati : V nabitém i nenabitém vodivémélese, bez wjSich naboji , i pfAi  jejich
prFitomnosti je (v rovnovazném stavu) vzdy nulové #&leké pole i nulova

objemova hustota naboje

m
1
o

p=0 uvniti* vodie je nuloveé pole a nulovy naboj

Dale uvazime, Ze na rozdil od kit objemu, je vernéjSim okoli télesa situace zcela odliSna. Naboje

soustedné na povrchuétesa samazejme vytvareji vre télesanenulové elektrické pole a jakékoliv

misto v prostoru proto ,ziskava" elektricky potelci tedy i_kazdy bodétesa ma swj potencial a fi

pienaseni dalSich nalfiopa €leso jiz _musime konat praci

(Pro osantlé téleso pedpokladame ignos nabdj z nekonéna pak je prace @ena pimo timto
potencialem a velikosti naboje fi prenosu nabdj z jiného tlesa v konéné vzdalenosti je samiggme

rozhodujici rozdil potencial- viz dale kondenzator.)

Pro potencial nagklad mista Iy na povrchudesa (viz obr.) plati :

R

1

¢, = [, EDF

8 —

S vyuzitim této rovnice pak mohu napsat potendi@molného jiného mistal, (na povrchu)desa :

—

ro _ M _ I _ rz. _
#, = [qupEMF = [ E@F + [ E@F = ¢, F [ () ETF
00 00 Fl Fl



ProtoZe v elektrostatickém poli nezalezi na vafibegra&ni cesty, zvolim mezi @gona misty takovou
drahu (I2), aby cela lezela v objeméigsa, kde je nulové pole, tedy bude i nulovy pasi@ategral.

Dostavame tak dalSi zasadni vysledek pro vodiesa :

To ztejme plati i pro body uvnittélesa, tedy celkem :

¢ = konst vSechny mista vodivéhadlésa maji stejny potencial

Pozn. 1 : UkaZte si na c¥eni jeSt jednu zajimavou vlastnost nabitého wedi- intenzita pole u povrchung) je

jednozné&n¢ uréena_povrchovou hustotmaboje a je vzdy kolméa povrchovou plochu.

Pozn. 2 :Pokud si myslite, Ze jste pochopili fyziku vodieéltlesa, pokuste se zodpmkt otazky letoSni

~Fyzikalni olympiady*.

4) Zavedeni kapacitylesa

Podivejme se nyni jeStednou na vztah pro potencial vodivéllesa :
rl_'

¢ = ¢, = [EM@r
(o]

Za predpokladu, Ze vodivéleso je osarié , je elektricka intenzita tena pouze naboji na tomtsdse :

. 1 olds
E = E) e {r-r)
Protoze uvnittélesa je nulova objemova hustota naboje, je celk@byoj tlesa uéen pouze povrchovou

hustotou :

Q=ffols
S

Uvedené veliiny jsou tedy #ejm¢ navzajem ,,urné”” :
¢ =E=0=0Q

Tedy kazdé feneseni elektrického naboje réeso zvysi jeho potencidim vice naboje ifgeneseme na

v v s

téleso, tim vysSi potenciakleso ziska — celkovy naboglésa a jeho potencial jsou navzajeitimm

- ™ s

umerne .
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A kapacitu ¢lesa definujeme jako koeficient této ém:

c-9

¢ (absolutni) kapacita osa#ého vodi‘e

Pozn. : UvaZte, Z&kapacita zavisi na tvarwtesa neba pri jiném tvaru(a @i stejném celkovém nabojlesaQ)

vznikne jiné rozloZeni nabij, tj. funkce o(x,y,z)— disledkem je ovSem jiné elektrické pol&leso tedy

bude mit jiny potenciab , a proto i kapacitu,

Kondenzator

Q -Q
0, I I ¢,
u.

>

Vzhledem k pesré opa&nym nabojm na deskach mohu stav nabitého kondenzatoru (w2 dostat

z neutrainiho stavu (opakovanym) postupnyrfenaSenim nabbj pouze mezi odma deskami

kondenzatoru (bez pouziti jiného &%iho zdroje). R kazdém peneseni &akého naboje se vykona
prace rovna rozdilu jejich potenai&h zvysi se velikost nabiopa deskach - a tim seétsi potencialovy

rozdil ..... tento proces ime pokréovat, az se dosahne pozadovaného vyslednéhéetinap
kondenzatoru :

U:¢1_¢2

Vznika tak Zejm¢ opét pfima ungra - mezi velikosti celkovéhoipneseného naboje (tfj. mezi nabojem

kondenzatoru) a vzniklym rozdilem potengidhezi deskami (tj. nagim) - a kapacitu kondenzatoru
potom definujeme jako koeficient této &m :

kapacita kondenzatoru

-
U

(konec kapitoly) (K.Rusak, 01/06)
rev. a dogl 11/07
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