Gaussiv zakon elektrostatiky

V elektrostatickém poli nyni stanovime hodnottitého integralu :

ﬁ E [dS tok (vektoru) elektrické intenzity uz#&enou plochou S
[«

Toto pojmenovani aft pochazi z hydrodynamiky kde setasto p@itd analogicky integralpro vektor
rychlosti kapaliny, fes plochu, kter4 obeémemusi byt uzaena (jen spojita) :
[[vies

Q
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Podivejme se, s pomoci nasledujiciho obrazku, jmkyznam tohoto integralu :

plocha S

Castice kapaliny i svém pohybu protinaji zvolenou plochB . ZwétSeny obrazek malé (diferencialni)

gasti plochydSspolu s vektorem rychlosti v daném miisém ponize stanovit @isledek tohoto pohybu :

uvédomime-li si, Ze drah&astice za jednotk&asu je ¢iselre rovna jeji rychlosti, je pak jasné, Zze veSkera

kapalina protekla za jednotkiasu pres tuto malou ploskw@S musi vyplnit objem (viz. obr):

dSv[tosa =V &S



A celkovy objem kapaliny protekly zachsu pes_celouplochu S ziskame s#genim — integraci -€thto

vyrazi pres plochuS :

Q = ” v S objemovy tok kapaliny
<

Proto se kazdy integral ve tvaru :

[] Ams
S

nazyvatok vektoru A plochou S i kdyZ se opt - stejr¥ jako u obecné cirkulace vektoru — nemusi

jednat o realny pohyb hmoty.

Uved’me dale matematickou ¥tu, ktera se ve fyzice velmiasto pouziva pro Upravu integral typu

tok vektoru“ :

Necht V je objem uzateny spojitou plocho® (tzv.uzawena plocha), pak pro_libovolnoispojitou

vektorovoufunkci polohy, tj. :

—

A=A = (A(xy2) A (xy2) A (xy.2))

plati vztah :

{I_f Amé = _[” diVAmV Gaussova (-Ostrohradského¥ta matematiky
S V

kde déje orientovany vektor plochy aliv A je matematicky operatodivergence vektoruA.

Zopakujme si dale — stgjnako u gredchozich operatdrgradient a rotace - matematické znalosti o

operatoru divergence. Nejprve jeho definice :

- 0A
diva = I O | O,
ox o0y 0z

divergence vektoru

Vidime, Ze divergence vytvbz vektoru (z vektorové funkce) funkci skalarni

Definici Ize formal zapsatopit pomoci znamého operatoru nabla, ktery byl jiZ Zitou operatai

gradient a rotace :



Fyzikalni vyznamlze u tohoto operatoru stanovit kupodivu velmi dima : NapiSme Gaussovietu

matematiky, zaiedpokladu spkni jejich podminek :

fi AeS = ][ divALav
S \

A predstavme si, Ze uz&ny objemV zmensujeme, matematicky az v limit/ — O.

Potom ovSem neni paetbné _pro integractklit takovy objem na (nekore¢) malécasti, neb6 on sam je

(nekone€n¢) maly, a hodnotu integralu na pravé stramizeme ihned (fiblizn¢) vyjadkit ve tvaru :
ff AlS = [[[ divA@vV = divALV
S \Y

Pozn. : UvaZte s pomoci obrazku, Ze u ploSného integrallevé strahrovnice ale podobnéiplizné vyjadeni
neni mozné.
Divergenci nyni mizeme v rovnici osamostatnit - rovnost bude ovSemtitpbiesré jen ve vyse

uvedené limit :

o fjADs
divA = lim £—— = divA(r)
voo V

Tato limita, ve které se objeM zmensi aZz do nuly - tj. do bodu, nadm #obikazuje, Ze div A je

(skalarni) funkci polohy (mista).

Pokusme se dale Wit smysl| pravé strany :

» tok vektoru pes_uzatenou ploch je vlast® vytok vektoru z daného objenMi (predpokladame

kladné hodnoty integralu, ALES = O , viz. obr.)

» déleno objemenV znamena iepaiet na _jednotkovy objem...... tedy vytok z jednotkového

objemu

Divergence vektoru A je (¢iselng) rovna vytoku vektoru A z jednotkového objemu v daném mist




Specialg, kdyby se jednalo o kapalinu ZK = V ), pak pipad nenulové divergence znamena, ze v
daném mistje zdroj (Zidlo) kapaliny :

divA # 0

zridlové pole

<

Nulova divergence pak saniepm¢ popisuje kapalinu bez zdfoj

divA =0 nezidlové pole

<

Pojmy z‘idlové pole a nezidlové pole potom ogt formalre pouzivame v jakémkoli vektorovém poli,

které i nepopisuje Zadny reélny pohyb hmoty {fd@d v silovém poli).

Nyni se vrgdme k elektrostatice:

Predpokladejme nejprve nejjednodussi mozmnipad, kdy elektrické pole by bylo @gpobeno jedinym

bodovym nabojen®) a vypgitejme tok elektrické intenzity - tj. hodnotwitého integralu :
ff E @S

S

RozliSime pak d¥ moZné polohy tohoto ndboje vzhledem ke zvolengepio

1) Necht naboj O leZi uvniti plochy S | tj. v objemu V :

PoloZzme pak do mista nabojecptek soustavy sdadnic a do integralu dosadim#&iwe odvozeny vztah

pro elektrickou intenzitu bodového naboje :



471?0 0 r

Eémé :{;} 1 gr%ﬁromé = 2 E&fof‘s

Skalarni sotin v ¢itateli vypaiitame pomoci zndmého matematického vztahu, seosthalelikosti

jednotkového vektoru a s vyuzitim geometrickychawit(viz obr.) :

r, @S = 1@Skosa = dS

Tento skalarni saiin tedy vyjaduje ptimét plosky dS do roviny kolmé k pivodici v daném mist - a
velikost tohoto pimétu je oznaena dS.

Dosal’me zg@t do integralu a uvazme, Ze diferencialni ploSkwyse uvedené rovénkolmé k pavodici

si Ize redstavit i na kulové ploSe pol@nu velikosti pivodice r . Pak za integralem vznikl vyraz, ktery

je piimo podle matematické definice prostorovym Ghlemod kterym je vidt z mista naboje ploskdS

(a rovréz ploSka ds ). Integral, tj. sodet #chto Uhti pres uza¥enouplochu S , ma potomigjme

hodnotu_celého prostorového Uhltedy 47 steradian :

Eémézm?so EE}‘:? :47?80 Egdw:%@ﬂ:%

Velikost toku elektrické intenzity tedy@kvapiv vilbec_nezavisi na poloze nab&)e (uvniti plochy S).

2) Dale uvazme situaci, kdy bodovy naboj lezi ¥mplochy S:

Postup vyp®tu musi byt zajisté principiainstejny, tzn. za integralem é&pvznikne prostorovy uhel
odpovidajici diferencialnimu elementu plochy. Zaku vSak vidime, Ze tento prostorovy uhel je vzdy
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spole&ny dwma ploskamna ,protilehlych“castechS; aS, dané uzatené plochy (kroré limitni situace

na t&nach, kdy je samdejmg tento uhel nulovy, viz obr.) :

d

Q .‘ -

Integral je ovSem (limitni) s@et, nezalezi tedy na fai ,itandi“ , a mohu proto &tat — integrovat —

po &chto dvojicichprotilehlych ploSek. Uvazme ale jgSke vektor ,dolni“ plosky (viz obr.) je protilehly

vektoru intenzity (sviraji uhel &i neZz pravy), a proto je jejich skalarni &ua tedy i hodnota

prostorového Uhlu zapornga steji velika jako pro ,horni“ plosku) :
ﬁﬁmézi@dw:iqjdw+ Q [~ dw
S 47190 S 47190 s, 47E0 S,

Po vytknuti — a tim vlastnaplikujeme uvedenécsani po dvojicich - tak dostavame jednoamna

vysledek:

= e _Q
EMS = —0||(dw-dw) =0
e ol

Velikost toku elektrické intenzity uzésnou plochou tedy ani vtomtoripadu (naboj vé& plochy)

nezavisi na jeho polozeje vzdy nulova

Ziskané vysledky nyni zobecnime pro soustavu véisom :

Jestlize v prostoru zvolime libovolnou utenou plochu, pak jistnéjaké naboje budou uviitéto plochy
a ostatni @stanou va :
Neclt tedy uvnit uzawené plochy jsou naboje Q1 , Q. , Qs ...
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A vné této plochynecht lezi ndboje :Q;  , Q> , Q3"

Pro kazdy zd&chto nabaj nyni napiSeme Gausszakon :

[fE @S =&
S €0
ffE,ms =2
S €0
ff E;m@S =0

S

ff E; @S = 0

S

A vSechny tyto rovnice seeme dohromadytj. s&teme dohromady jejich levé i pravé strany :

(B +Ey+..+E +Ep.)S = giEQQl +Qy +...)
0

V zavorce na levé strane souet intenzit od vSechabof, tedy intenzita vysledného elektrického pole

celé naSi soustavy naliqj

E = E +E,+..+E; +E,...

Na pravé strahrovnice je ovSem sdet pouzetéch néboj, které lezi ve vniku uzawené plochy, tj.

celkovy naboj uvnit plochyS:

Q=Q+Q+...

Dostavame tak obecny vztah :

Gaussiv zakon elektrostatiky (integralni tvar)

ffEms = 2
S £0

Slovni vyjadeni : Tok vektoru vysledné intenzity elektrostatickgble libovolnou uzaenou plochou je

urc¢en celkovym nabojem uvhtéto plochy.



Ve skut€nosti jsou ovSem elektrické ndboje rozloZzeny @enych tlesech uvnit uzawené plochy —

predpokladejme ihned nejobef$i pripad naboje spojtrozlozenéhos hustotoug v celém vnitnim

objemu V této plochy :

Pak vyjadime celkovy nabof) uvniti plochy S:
Q = [[[dQ= [[[pav
\Y \Y

a dosadime ho do Gaussova zakona :

ffE®S = 2 1([ pav
S fo v

Levou stranu jestupravime pomoci Gaussov§ty matematiky :
L= 1

[[JdivE@v = =([[pdV

Y, o 'y

Porovnanim obou stran dostaneme rovnost integravafunkci :

divE = 2

< Gaussiv zakon elektrostatiky (diferencialni tvar)
0

Pfi znalosti smyslu operatoru divergence t#olpochopime, Ze diferencialni tvar Gaussova zakona

popisuje _situaci v daném mis{bodu) elektrického pole, ale nglejny fyzikalni vyznam jako jeho

integralni tvar - divergence na levé strgoiece znamena vytok elektrické intenzity z jednotkamvé

objemu (tj. pies plochu obklopujici 1 objem) .....a na pravé strénje objemova hustota naboje, tj.

naboj obsazeny (uviitpraw v tomto jednotkovém objemu

Jestlize tedy ndjklad rgjaké misto elektrického pole jgez naboii , tj. © =0 , potom je nulova

divergence, tedy :

divE =0 pole je ne¥idlové




Ale v pripack, Ze v daném misfsou elektrické naboie, tj. © # 0 , potom oviem bude :

divE # 0 pole je #idlové

Muzeme proto tvrdit, Zelektrické naboje jsouiidla (zdroje) elektrického pole

(Vektory vychazejici ze zdroje ovSem v elektrickpali nepopisuji skutgy mechanicky pohyb hmoty,
jako by tomu bylo v hydrodynamice, v poli proudtekutiny - jde jen o ,geometrii* silového pole

v daném mistprostoru.)
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