Dalsi vlastnosti konzervativniho. pole

Z minulé kapitoly jiz vime, Ze :
= silové pole nazyvame konzervativni, kdyz se vykonand prace ,,neztraci®, ale je ,,zakonzervovana“
v poloze naboje a mohu ji dostat zpét (a nezavisi na tvaru drahy)
= pak existuje potencidlni energie (a potencial)
Plati to 1 opa¢né (zkuste jako D.cv.) :

= kdyz existuje potencialni energie (a potencial) - pak pole je konzervativni

Celkem tedy : existence potencialu_je ekvivalentni konzervativnosti el. pole

Nyni ale jesté odhalime dalsi diilezité vztahy , které budou rovnéz ekvivalentni konzervativnosti pole:

Nejprve pouzijme vztah pro rozdil potencialti ziskany koncem minulé kapitoly:

[-E-dF = p;-9, = p(i,)- (7))

) )
~E-di = [dg
7_;1 771

Z rovnosti stejnych integralti pak plyne rovnost integrovanych funkei :

do=—E-dr

diferencialni pyiriistek potencidalu

Vidime, Ze tento piiristek potencialu se realizuje na diferencialni draze, tj. pti diferencialni zméné polohy
bodového naboje.

Uvazme dale, Ze potencidl je funkce mista, tj. funkce tfi prostorovych proménnych :

0 =9(F)=p(x,.2)

a vyjadfeme diferencialni pfirtstek potencialu na levé stran¢ rovnice zndmym matematickym vyrazem :

dop = a—ga-a’x+a—¢-a’y+a—¢-a’z = grad ¢ -dr
ox oy oz

Porovnanim s pravou stranou piedchozi rovnice dostaneme dalSi ekvivalentni vztah konzervativnosti

elektrostatického pole (promyslete jeho zpétnou implikaci) :

E =—grad ¢

vztah intenzity a potencialu el. pole (diferencidlni)




Tato rovnost vyjadiuje jednoznaény vztah vektorové intenzity pole a skalarniho potencialu.

Silové elektrické pole, definované vektorovou velicinou - intenzitou (jako silou na jednotkovy nédboj) je

tedy mozno daleko jednoduseji popisovat pouze skaldarni funkci — potencialem.

(A v ptipad¢ potteby Ize pouzitim uvedené rovnice kdykoliv piejit k intenzité pole.)

Povsimnéte si jeste, co také plyne z vlastnosti derivaci v posledni rovnici : pro dané elektrické pole, tj. pro

jedinou elektrickou intenzitu existuje nekonecné mnoho moznych potencidlii , které se navzajem mohou

lisit o libovolnou konstantu (jeji derivace je nulovd). To je ovSem v souladu se obecnym vztahem pro
potencial bodového naboje (potencidlni energii, viz diive), ktery obsahuje vychozi polohu jako parametr —

tim se vnasi do hodnoty funkce potencial této vychozi polohy - to je ona konstanta.

Zopakujme si dale pro uplnost, co zname z matematiky o operatoru gradient :

Nejprve definice :

op O0p 0Op
ox 0y 0z

grad ¢ =

To Ize formalné zapsat :

arad o = 8¢’8¢’8¢ _ 0 ’ 0 ’ 0 0 = Vo
Ox 0y Oz Ox 0y Oz

V tomto vztahu jsme definovali matematicky formélni vektor — operator nabla:

o 0 O
V = P ay P operdtor nabla

A nakonec jesté smysl operatoru gradient :

grad ¢ urCuje smér nejvétsiho ristu funkee ¢ — tj. kolmice k jejim ekvipotencialnim plocham|

Naptiklad ekvipotencialni plocha pro bodovy ndboj mé rovnici :

Q

¢ = ———— = konst.
472'80 s

Jejim feSenim je rovnice kulové plochy :

r = konst.



Kolmice k témto plochdm sméfuji do stfedu, do centralniho naboje.

=—grad

'
Q .
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Dale se vratme k zakladni vlastnosti elektrostatického pole — ze prace vnéjsi sily mezi body 77] a 772

nezavisi na draze, tj.:

r
I—F-d? = konst.

7

Po vydéleni rovnice (- q) pak nezavisi na draze ani integral

B
i I,
jE-df = jE-df
Fi(l;) Fi(ly)

V integralu na pravé stran¢ prehodime meze (tim zméni znaménko) a pfevedeme ho na levou stranu (opét
zméni znaménko) :



F) 7y
[ E-aF + [ E-dF =0
Fi(l;) F(l5)

Soucet integralii na levé strané je dohromady integral po uzaviené kiivee [ =1 ]t [ )

c_fE-dF:O
/

Kfivky [ ] a [ 5 jsou libovolné , proto také vysledna kiivka / je libovolna a vztah plati pro jakoukoliv

uzavienou kiivku (nepiSeme tedy Zadné jeji oznaceni) — je to dalSi ekvivalentni vztah konzervativnosti

elektrostatického pole (promyslete jeho zpétnou implikaci) :

Cj‘ E-dr =0 nevirovost el. pole

Pojem nevirovosti pochazi z hydrodynamiky , kde se v poli rychlosti V = 17(}7 ) casto zkouma hodnota

integralu, tzv. cirkulace vektoru rychlosti po uzaviené kiivce [ :

g[v-df
(1)

Vyznam tohoto integralu vyplyne z nasledujicich dvou piikladi :

1) Jestlize v n¢jakém misté kapaliny existuje vir (napt. kolem vypusti, jako disledek Coriolisovy sily),

potom ziejmé plati — viz. obr.:

virové pole

§7-c7; >0
(1)




2) Jestlize v kapalin€ neexistuji viry — napft. kdyz probihd laminarni proudéni, potom je situace zcela jina :

nevirove
pole

v.dr =0
()

Pojmy cirkulace vektoru , virové pole a nevirové pole potom formaln¢ pouzivame v jakémkoliv

vektorovém poli, 1 v ptfipadé, kdyz nepopisuje zddny redlny pohyb hmoty.

Uved'me déale matematickou Stokesovu vétu [stouksovu], ktera se Casto pouziva pro upravu integrala

typu ,,cirkulace vektoru* :

Necht S je spojita plocha ohrani¢ena spojitou uzavienou kiivkou / .

Pak pro libovolnou spojitou vektorovou funkci polohy, tj. :

A= Z( = (Ax(x’y’z)’Ay(x’y’Z)’Az (x,y,z))
Plati vztah :

42'6177 ”rot?l-dg

/ S

kde d je orientovany vektor plochy (viz. obr.) a 7ot A je matematicky operdtor rotace vektoru A .

n ... (norm. vektor)

rot A=rotA(r)



Zopakujme si dale, jako u gradientu, co matematika uvadi o operatoru rotace :

Nejprve jeho definice :

04, 04, o4, o4

z 8Ay _an
oy 0z ’

rotA = -
0z Ox Ox Oy

To Ize formalné zapsat opét pomoci operatoru nabla, ktery byl jiz pouzit u gradientu :

rotd = |29 9 x (4, 4,,4.) = Vx4
Ox 0y 0z

Zcela evidentné nejde o trivialni operator, pokusme se dale urCit n¢jaky jeho nazorny (fyzikalni) smysl :

Napisme Stokesovu vétu, za predpokladu splnéni jejich podminek :

{A-dF = [[rotA-dS

[ S

A piedstavme si, ze zmenSujeme velikost ohrani¢ené plochy S, matematicky az v limit¢ S — 0.

Pak ovSem neni potieba d€lit tuto jiz malou plochu na malé Casti (a provadét integraci) a pravou stranu
muzeme napsat v (pfiblizném) tvaru (soucasné vyjadiime vektor plochy pomoci normalového vektoru) :
{d-dF = rotA-S = rotA-ii-S

/

Vyd¢lenim velikosti plochy osamostatnime skalarni souc¢in, rovnost plati ov§em exaktné az v limit¢ :

- ddaF
rot4A-n = lm +—
S—0

Na pravé strané je podil cirkulace vektoru a velikosti plochy (kolem které cirkulace probihd), tedy je to
cirkulace vektoru ptipadajici na jednotkovou plochu (kolem jednotkové plochy) .... Ize také pouzit ndzvu

plosnd hustota cirkulace .

Skalarni soucin na levé strané pak vyjadiuje kolmy prumét vektoru rot A do sméru normaly k plose S .

Uvazime-li, ze vektor 7ot A je jednoznaéné uréen svym mistem (je to funkce polohy), potom velikost

tohoto primétu zavisi jediné na nasi volbé plochy S a kolmy primét vektoru bude tedy maximalni a

rovny velikosti vektoru v pfipadé€ plochy kolmé na tento vektor.
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Shriime tyto poznatky o vyznamu operatoru rotace :

- vektor rot A ma smér normdly k ploSe, kolem které je maximdlni cirkulace vektoru A

- a jeho velikost je pak rovnd plosné hustoté cirkulace vektoru A

Upravme nyni na§ vztah nevirovosti el. pole:
{E-dF =0
Levou stranu upravme ze Stokesovy véty a dostaneme :
H rot E-dS =0
s

ProtoZze S je libovolnd (ohranicend) plocha v prostoru, vyplyva znulového integralu také nulovost

integrované funkce a dostavame tak dalSi ekvivalentni vztah konzervativnosti elektrostatického pole

(promyslete jeho zpétnou implikaci) :

rot E=0

nevirovost elektrostatickeho pole — dif. tvar

D.cv.:

Po dosazeni do tohoto vztahu za el. intenzitu:
E=—-grad ¢

Ziskame rovnici :

rotgrad ¢ = 0

Pokuste se najit feSeni této rovnice (podminky platnosti) !

Zavérem mitieme konstatovat :

Konzervativnost je zdkladni vlastnosti silového pole — umoznuje uchovani vykonané prace ve formé
potencialni energie hmotnych objektu.
V této kapitole jsme prozkoumali konzervativni elektrostatické pole a poznali jsme, Ze jeho

konzervativnost Ize jednoznaéné vyjadrit také nasledujicimi ekvivalentnimi vztahy -




el. pole je konzervativni

0

existuje potencidl ¢

E =—grad ¢
)

—

2
IE -dr = konst| (nezavisi na draze)
7

rot E=0

Ekvivalenci téchto vztahti 1ze dobfe vyuZit pti zkoumani jakéhokoliv silového pole — zjistime-li platnost

libovolné uvedené rovnice, pak toto pole je konzervativni (nebo neni konzervativni pii jeji neplatnosti).

1.2.06 — str. 6 : oprava limity u rotace



