Skladani rovnobéznych kmita

Principialre se nejedna o Zzadny novy problémi,jsou kmity rovnobzné, nebo iznokezné (viz dalsi

kapitola), vZzdy viasttijde o obyejnéskladani mechanickych pohyb, které je BZné v technické praxi

acasto uzivané ve Skolnichiiladech (plavec plavergsieku, vrh svisly a Sikmy, pohyb po spiréle, ...).

Uvédomme si, Ze podle 2. Newtonova zakona je kazdylpalisledkem utité pisobici silya podle

principu superpozicejsou vSechny pohyby, které chceme skladat, va&jeroela nezavislé

Proto tedy mizeme kazdy jednotlivy (dil) pohyb vypd@itat zcela _samostatnpouze z pohybove
rovnice s pislusnou silou (ktera ho #pobuje) - a z&rem pak vSechny dil pohyby v libovolném

pofadi slozime (s&eme).

Nyni si tedy pedstavme witou modelovou situaci, kdy na jediny hmotny boik@bi d¥ nezavislé

pruzné sily ve stejném gmu (osyy ). Predpokladejme obeénrizné sily, tj. siiznymi konstantami

pruznosti :
Fi=-k¢ly
Fo =k Ly

Vysledkem samostatnéhdigmbeni kazdé této sily na hmotny bod jsou potontykothecrk vzajemrd

odliSnych vlastnosti :
yi=Alsin(aqt+¢q)
Yo = A Lsin(w,t+¢5)

Kde pro uhlové frekvence plati standardni vyrazy :
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V tomto jednoduchém ffpact dvou jednorozrérnych pohyhi v jedné ose, ziskamerysledny pohyb

prostym skalarnim _sowtem obou jednotlivych vychylek hmotného bodu - a butte opst

jednoroznérny pohyb ve stejné osg/|() :

y=Y1t+Yy, = ASIn(at+g )+ A lsin(wt+¢))

Hlavnim parametrem, ktery rozhodne o konkrétnimledlau tohoto sottu, je frekvence obou dich

kmita. RozliSime proto dva zasadrtigady :



1) Sklddani_rovnobéznych kmiti stejné frekvence

V tomto gipact tedy bude :

G1=Gr =0

Vychozi kmity jsou potom popsany rovnicemi :

y1 = A lsin(at+¢q)

y2 = A LSin(wt +¢;)

A pro vysledny pohyb plati rovnice :

y=yp+ Yo = Arlsin(at+gy)+ Ay Isin(at+¢,)

Jde Zejme¢ o nejjednodussi moznyipad skladani rovna@inych kmiti. Jiz @i diskusi pohybové rovnice

harmonického oscilatoru jsme dosli k 2ay, Ze sottem dvou sinusovelstejné frekvence je é&p

sinusovka nezeméné frekvence(ma ale jinou amplitudu a fdzovou konstantu).

Pouzijeme tedy opakovasolwtove vzorce :

y = A (sinat [cosgy + cosat[sing,)+ A, (sinat [cosg, + cosat[sing, ) =
= sinwt [{A; cosgy + A, cosg, ) +coswt [{A; sing; + A, sing, ) =
= sinwt LA cosg + coswt LASIng =
= ABIn(wt+¢)

Vypocet tak potvrzuje, Zeysledny pohyb je skuté€né opét harmonickym pohybem stejné frekvence

jako vychozi kmity. Jeho amplituda fazova konstantgsou uteny d¥ma vztahy, které jsme pouZili

pii vypoctu (viz vyse) :

Acosp = Ay cospy + Ay COSH,

Asing = A sing, + A, sing,

Dostavame d¥rovnice pro d¥ neznamé A, @) , jejich vyteSeni se ale nebudemauvat. Je ejmé, Ze

pouzivani goniometrickych funkci s realnymi vyclaitki vede k cili poékud £Zkopadnou cestou.

Ukazme si dale, jak naopalouziti_komplexnich funkci pri skladani kmit je velmi jednoduche

elegantni :

Nejprve oktma jednotlivym kmitaim pritadime komplexni tvary (komplexni funkce) :
01 — Al |}|[(Cb[t+¢l) — Al @I[¢l &”ﬂ)[ﬂ — I’A\l @”ﬁ()m
02 — A2 |}|mwm+¢2) — A2 &”@2 &”ﬁ()m — AZ &”ﬁ()[ﬂ

Potom komplexni tvar vyslednych kmit bude jejich sottem :

=0y +0, = A @ @04 A, @7 = (A + A, ) @7

2



Vidime, Ze prév stejna frekvencekmiti umoziuje vytknutiexponenciely a séeni obou komplexnich

amplitud do vysledného komplexnilitsla - které ogt - jako kazdé komplexriislo - mize byt zapsano

ve tvaru komplexni amplitudy, obsahujici (nyni skal) amplitudu vyslednych kniit A a jejich fAzovou

konstantug :

Vznikly standardni tvar komplexniho zapisu kimiedy opakova® a velmi jednoduSe dokazuje, ze

vysledné kmity j[sou o@t harmonické se stejnou frekvenci jako oba fivodni kmity.

Pritom vysledna komplexni amplituda je séiem obou pédate‘nich komplexnich amplitud

A=A+ A vysledna komplexni amplituda

To znamend, Ze vyslednou amplitudu a fazovou kahsteelativié jednoduSe vypitame z hodnot
téchto veltin u patatetnich vychozich kmit :

i@ _ i@ i@
Ale - Al (&1 + A2 [ 72 vyslednéa komplexni amplituda

Scitani komplexnicktisel samoejmé znamena standardnicseni jejich realnych a imaginarnidasti.

V tomto gipact komplexnich exponencigd mozno také s vyhodou pouzit jejichafické znazoréni a

sa’teni jako vektoii , neb@ amplituda kmil je absolutni hodnotokomplexnihocisla (délkou Uskky,

vektoru) a fazova konstanta je jeho argumeni@mem, ktery vektor svira s 0soq) :




Amplitudu vyslednych kmit je pak moZno jednoduSe a@f&t z grafujako délku vysledného vektoru,

nebo ji Ize také vypoitat pomoci kosinovédty :

2 _ A2 2
A"=A + Ay +2A Ay cos(¢; — 91)
Ze vztahu vidime vyraznou zvislost vysledné amglit na rozdilu fazovych konstant kiittj. na

fazovém rozdilu obou kniit;

¢ — 1 fazovy rozdil kmik

Pouziti komplexnich amplitud ve spojeni s grafickmetodou umaiuje tedy velmi rychléstanoveni
vyslednych parametrkmit, tj. vysledné (skalarni) amplitudd a vysledné fazové konstangy.

Pouziti komplexnich amplitud je také velmi vyhogmé feSeni nasledujiciho problému

Maximum a minimum vysledné amplitudy :

Zejmeéna v technickych aplikacich jsotiefité extréemnivysledné pohybové stavy, tj. stavy s maximalni
nebo_minimalniamplitudou kmit (u mechanickych konstrukci z toho plyne maximah@bo minimalni

namahani materialu v elektrickych obvodech jde o zesilenebo_zeslabeniysledného signalu, je to

také principéinnost mnoha interferénich a difraknich gistroja, atd.).
Praw z grafického znazosmi komplexnich amplitud je ihned jasné, Ze pmaximalni vyslednou
amplitudu musi byt oba gateeni vektory souhlashrovnolE&zné, tj. musi platit (viz obr.) :

~

y A

Pr=¢1=¢

Nebo jinak :

¢~ 91 =0

Dostavame podminku pro fazovy rozdil obou KmiFripustime-li obec#é jeho libovolnou velikost,
muzeme zobecnit :

$>—¢,=0x£n.27 n=0,1,2,3... (celéislo)

Nebo v nejjednodussim tvaru :



$o—@=%x2nm podminka maxima

Slovre : Fazovy rozdil obou kniit je roven sudému nasob&isla 7z kmity jsou tedy ,ve fazi“.

Stejre lehce vidime z grafu podminkminimalni amplitudy - péateini vektory musi byt nesouhlasn

rovnokezne :
y A~
A,
A
¢y
/ P, X
A,
¢o—@91=nxn2n
A tedy v kongéném tvaru :
$o—¢91=xt(2n+1)m1 podminka minima

Slovre : Fazovy rozdil kmit je roven lichému nasobkisla 7z kmity jsou tedy ,v protifazi“.

Poznamka k alima podminkam Znak ,plus minus” v obou vztazichidziuje, Ze nezélezi na kladné,

¢i zaporné hodnétfazového rozdilu. Pokud definujentislo N jako celé, kladné i zaporné, uireme také

tento znakvypustit, nebo Ize pouZzit na levé sanvnic absolutni hodnotu fazového rozdilu.

2) Sklddani_rovnobéznych kmiti rizné frekvence

Vychozi kmity maji tedyizné frekvence, obeé&n amplitudy a fazové konstanty :
y1 = Aclsin(a t+¢,)

Yo = A Sin(ant+¢;)

A vysledny pohyb je ot jejich sodtem :

y=y1+y, = A Bin(wt+¢1)+ A ISin(apt +¢)




Na rozdil od pedchozich kmit stejné frekvence tento st nelzevyjadit néjakou harmonickou funkci,

nelzeho ani pevést na jinou analytickou funkci, dokonce olieemi nejevi periodénost.

Tato vlastnost je u kmit dosti zavazna, zjistime tedy v dalSi¢adcich _podminky perio&inosti

PouzZijeme obecnou matematickou definici periofijmkce jako (nejmensSiho) intervalu nezavisle

proménné, po kterém se (vZdy) opakuje hodnota funkgeji@ribéh, viz obr.) :

A

“a-
I A

Jestlize tedy funkcey(t) ma mit &jakou periodul, musi Zejmé vzdy platit :
y(t)=y(t+T)

Dosalme sem nasi funkci vyt¥enou sottem kmiti rizné frekvence :

A Lsin(ayt+gr)+ Ay Lsin(apt+¢y) =

= A BIN(w (t+T)+¢1)+ A L8in(ay (1+T)+@7)

Jedind moznostajiSeni periodénosti u gchto komplikovanych gibéhi je Zejmé rovnost sinusovek

stejné frekvence na obou stranach rovnice, tj. :
Aclsin(agt+¢1) = Aglsin(ay (t+T)+¢q)
R LEin(apt+ @) = A LEIN(ap (1+T)+97)

Dostavame rovnost funkci o znamé peti¢dr) . Rovnost periodické funkgero dw hodnoty nezavisle

proménné ovsem znamena, Ze tyto hodnoty se liSigpodperiodu, nebo o jeji libovolny ndsobhektoho
tedy plynou nasledujici podminky pro faze uvedersiohsovek :

at+¢1 =0 (t+T)+¢y +n 27
Wt+gs =wo (t+T)+¢r+ny 21

kde Ny a N, jsou libovolna celdisla



Po Upra¥ :

O=a;1T+n1272

O=awpT+ny,21
Cleny s frekvencemiievedeme na levou stranu aabvnice vydlime :
a T _n2n
w T B N, 211
Vznikne tak jednoducha podminka periodsti :
WM , | |
W - Ny podminka periodfnosti

Uhlové frekvence vychozich kngitmusi byt tedy v po#inu libovolnych celychéisel

Toto konstatovani fizeme samdejme vyslovit i pro jejich frekvence nebo periody, nebd plati

zname vztahy :
aq _2ﬂf1_h_]/T1_T_2
w 2mf, f, VT, T

Zdélo by se, Ze jsme pro kmitzné frekvence Werpali matematické moznosti jejich popisu. Ukazsa

vSak moznost exaktnitteSeni nasledujiciho specialnihgpgadu :

3) Skladani_rovnobkéznych kmita blizke frekvence

Zde jde vlastd o predchozi problém s@tu kmiti razné frekvence ktery byl v principu niesitelny :
y=y1ty2 =Alsin(agt+gy)+ A lsin(art+¢;)

PouZijeme vSak fidavny gedpoklad_blizkych frekvenabbou kmifi, ktery se velmicasto vyskytuje

v technickych i teoretickych aplikacicfvelmi zajimavé a principialni jevy vznikajitipvzdjemném

puasobeni mird rozladnych oscilatoi (mechanickych i elektronickych, vzpottie také na nucené
kmity) a zejména pakipinterferenci virni blizkych frekvenci — vinové grupy, spektralnabmza) :

Ccliaz, C(.Jl—>CL2

Vzpomeime jeS¢ na minuly odstavec, Ze situacdi pkladani kmit rizné frekvence je velmi
komplikovana a zjednoduSnu#le tento problémipdpokladem stejnych amplitual stejnych fazovych

konstant, které v principu nemohou z2mit vysledek ,misobeni” fiznych frekvenci :



A=R=A

$1=0,=0

Pak totiz dostaneme jednodussi vztahy :

y=Alsinat+ Alsina,t=Al(Sinat+sinas,t)

A neni tedy problémem pouZiti klasickych &mvych vzord pro goniometrické funkcedino + sing ) :

y = A(ZBianosM)zZABin(al”L“z)t poglé1”¢2)t
2 2

Jestlize ozn&me :

CL1+602 —w
2

W=y _
2 (6}

Pak Ize jednoduSe zapsat vysledek :

y = 2ALtosaw,t [Sinwt kmity blizké frekvence

Muzeme konstatovat, Ze vysledek skladani dvouikbiizké frekvence ma slozity {gsch —matematicky

to_nejsou harmonické kmity - ale protoze zjewplati :

a1 tay _

L T - = =
> W = Wy

M:wo_,o = Tozi:ﬁ_)oo
2 fo ah

lze tento vysledek interpretovat jakwiblizné _harmonické kmity prakticky stejné frekvence jako

vychozi kmity, s velmipomalu proménnou_sinusovou amplitudou (protoze periodal, je velikd)

A =2Alcosa,t amplituda kmitz blizké frekvence

Tedy miZzeme psat :

y = Alsinat kmity blizké frekvence




Kmity Ize také oznét jako kvaziharmonické. Sinusovd amplituda nizké frekvence ivgakousi

obalovou kiivku pro kmity vysoké frekvence (viz obr.). Takovyysledek dostaneme také

v elektrotechnicei amplitudové modulaci

y = A’ sin wt

y A = 2A-cos w,t

Z obrazku vidime, Ze periodické #Zny amplitudy (maxima) se opakuji s pol@vii periodou, tj.

s frekvenci :
f, :i:E:ZfO:Z@:Eﬁbl_az _2nfy -2nf; _ f, - f,
T Tq 2m T 2 2

Dostavame jednoduchy vztah pro frekvenci periodibkgmeén amplitudy, v_akusticeazyvanychrazy:

fr=1-1 frekvence ra#

Vymizeni raz je tedy velmi pesnym indikatorem shody frekvenci dvou kit

Proto lidské ucho i bez ,hudebniho sluchu* tiopozné shodu frekvenci dvou toa je tedy naiiklad
mozno podle kalibrovaného zdroje (l&dy) dokonale naladit struny hudebniho néstroje dadsl

dohromady cely orchestr).
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