Nucené kmity

Se zmenSovanim amplitudy vigoichozim fipac tlumenych kmil (pfi malém tlumeni) klesa k nule
také celkova energie pohybu a zZgaky ¢as_kmity vymizi. Maji-li se tedy tlumené kmity udrZet, je nutné

ztracenou energii dopbvat praci vijSi sily. To je gipad buzeného harmonického oscilatoru

Pro dosazeni konstantwysledné amplitudy kmitje Zejmé nutné neferusované bézné misobeni sily,

spojitt sledujici pohybhmotného bodu, pbéh sily musi tedy byt periodickyNejjednodussi takova

budici silabude mit sinusovy jpbéh s Uhlovou frekvenci2

Fo, =F5 [sin@t harmonicka budici sila

Pridame-li tuto silu k pruzné sile a k viskoztddi sile, vznikne pohybova rovnice :
2
mif Y - k-8 + F, minot
2

dt dt
Po analogickych Upravach jako u tlumeného oscilétor
.. B .k Fo .
y+—Oy+—0Oy=—205in0Qt

m m m

Zavedeme-li dale v rovnici také stejné konstanky ja tlumeného oscilatoru :

— wZ o )
- vlastni Uhlova frekvence

=2b konstanta Utlumu

S|lw||3|x

Dostaneme tak kogay tvar rovnice :

y : Fo -
y+2by+ a)zy = FO [SINQ't pohybové rovnice nucenych kit




Kromé pravé strany je tato rovnice shodnd s diferenciatvnici tlumenych kmit - je to tzv.

nehomogenni_diferencialni rovnice Fripomaime si ogt matematické znalosti obecnéieSenitakové

rovnice se sklada z_ obecnéhieSeni prislusné homogenni diferencialni rovnice a z jednoho

partikularnihoteSeni_nehomogenrovnice.
ObecnéreSeni homogenni (bez pravé strany) diferenciaimice jiz zname je to rovnice tlumenych

kmita (budeme uvazovat jen malé tlumeni, jinak by viaseslo o kmity).
PartikularnireSeninehomogenni rovnice (s pravou stranou§asto hledd zkusmo. V tomtgipact je

vSak i fyzikalni divod (viz nize) prdeSeni ve tvaru :

y=ALIN(Qt+a@,) partikularni reseni

Obecné&eSeninucenych kmit pri malém tlumeni bude mit tedy tvar :

y=C & P! [Sin(ew t+¢,)+ ALSIN(2t+ @) obecnéfeSeni nuc. kmik

Dvé ¢astiteSeni jsou vlastndisledkem dvou vlii na pohyb hmotného bodu : prvnim je spéigbeni

tieci a pruzneé sily -igledkem jsou tlumené kmityyjadené prvnintlenemieSeni. Ribéh téchto kmit
dolre zndme a vime, Ze péjaké dolg (tzv. prechodovy stav) prakticky vymizi
Pak Zistane nenulovy pouze drukiien (partikularniteSeni), ktery je Zisoben druhym vlivem - budici

silou (protoZe obsahuje jeji paramé®). Vidime, Ze jde o harmonicky kmitavy pohyb stefrékvence

jako ma budici sila(ne v3ak stejné amplitudy a faze).

Obecné&eseni v ustaleném stayje tedy uéeno pouze partikularnit@Senim diferencialni rovnice :

y=Alsin(2t+@,) nucené kmity v ustaleném stavu

Veliciny A a @, jsou vlast® integra&nimi konstantampartikularnihoreSeni a musi byt nalezeny tak, aby

totofeSeni vyhowlo Uplné nehomogenni diferencialni rovnici — dosagliho tedy do této rovnice :

Potebujeme nejprve jeho derivaci :

ﬂ/:AEDE:OS(QHQ?O)

dt
A jest druhou derivaci :
2
d—zy = A2 BIN(Qt+ D, )
dt

A nyni mizeme dosadit do pohybové rovnice :
: : Fo .
- AQ? Sin(2t+ @, )+ 2bAQ cos(2t+@, )+ A’ sin(Qt+@,)=—205in2t
m

2



Rovnost levé a pravé strany rovnice znamena Wastvnost dvou funkcéasu, kterd musi byt sgina
pro libovolnou hodnotu proémnét . Pro nase dvneznaméA a @, potrebujeme vytviit dvé ,obycejné”

- ngasove rovnice. Dosadime tedy postudaa tizné konkrétnéasy :

S

t=-—1 ... potom bude Qt+ @, = 0 ataké Qt = — @,

—
1

o
+
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Q

7l 7l
....potom bude Q t + @, = P ataké Qt = 5 - @,

A vzniknou tak d¥ rovnice pro d¢ nezname

~ AQ?sin(0) + 2bAQ cos(0) + Aw’ sin(0) = F—rs [Sin(- @, )

- AQ% sin(Z_T) + 2bAQ Cos(l_T) + A’ Sin(l—T) _Fo E‘sin(l—T— @,)
2 2 2" m 2

Rovnice upravime pomoci znamych hodnot trigonorietoh funkci :

2bAQ = - 0 sing,
m

~AQ?+ Aw? =T [E0s®,
m

Jestlize pak prvni rovnici v@time rovnici druhou, vykrati se amplitudaa dostaneme ihned vztah pro

fazovou konstant@, (viz dale).

K nalezeni druhé neznamé jeS& umocnime obrovnice na druhou a &&me :

(20AQ)? + (—A_(22+Aa)2)2 = (-1)? [EF—nC]’)Z &in? @, + (F—n?)z [tos’ @,

Na levé i pravé stranqmiazeme provest vytknuti :
= 2
A [ﬂ(zbg)2 + (-2%+af )2) = (—Oj [ﬁsin2 @, + cos cpo)
m
Nalevo umocnime dvdlen a na strahpravé pouzijeme vztah pro s@i kvadratu sinu a kosinu :

AZ [ﬁ4b2;22 + (o —02)2) = (ijz il

m



Rovnici nakonec odmocnime a tak pro amplitudu ngclerkmiti (a pro jejich fazovy posuv oproti

kmitam budici sily) dostavame vztahy :

Fo

1

A= E

9P, = -

M (P - Q%) +ap20?

a)z—Qz

PovSimrite si v ndsledujicich grafech obaghto funkci :

A= A(Q)

® = d(Q)

zejména zavislosti amplitudy nucenych kimita frekvenci budici sily tzv.rezonan‘ni kiivka :

max

-Tv2

Rezonanni kiivka za&ind na nenulové gatesni hodno¥ A, coZ je vlastd amplituda pi nulové

frekvenci Q — jinak feteno je to maximalni vychylk&, (hmotného bodu na pru&irtuhostik ) pri

nekon€né pomalém naristu vrEjSi budici sily - az do jejiho maximk, . Je jasné, Zeipom musi platit

pro pruzinu (pro pruznou silu) rovnice :

Fo = k[Ay



KdyZz si pedstavime, Ze bychom nataZzenou pruzinu s hmotnyderbov této maximalni vychylce
uvolnili (od budici sily, i od silyfeci) - pak by se hmotny bodepré rozkmital netlumenymi kmity,

které by ndly vlastni frekvenciw a pra¥¢ tuto amplituduA, (sta&i uvazit zachovani energie kiinjt

Patétetni amplitudarezonawini kiivky se tedy také rovnamplitudé vlastnich kmiii oscilatoru (tj.

kmita naSeho hmotného bodu na dané prydiez gisobeni tlumici i budici sily) :

F
A (2=0) = ?0 pocatetni amplituda = amplituda vlastnich kmit

Stejny vyraz bychom samigmé meli také dostat imym dosazeninmulové budici frekvenc&? do

obecného vztahu pro amplitudu nucenych kr(ekuste sami).

Z tohoto vztahu je také ihned ¥igl Ze pro velmi vysoké frekvendrudici sily 2 — o) klesa amplituda

limitné az k nule - tj._kmity zanikaji (pro jakkoliv vysokou budici silu atfipnenulovém tlumeni, jde

vlastre 0 minimum rezonami kiivky).

Nazev ,rezonatni kiivka“ pak souvisi sjevem rezonance ktery typicky nastava u nucenych kind

ktery je charakterizovan silnym rigtem amplitudy kmit a vznikem vyrazného maximgri urcité

hodnot frekvence budici sily — je to tzeezonaréni frekvence Qye, .

Tuto velmi dilezitou veltinu stanovime dale standardnim matematickym postype hledani extrému

funkce :

dA _
dQ

0

Z divodu konstantnihe¢itatele a monoténni funkce ve jmenovateli (odmoaphipostéi ovsem derivovat

pouze vyraz pod odmocninou:
—40(w? - 2%)+80°Q =0
Vylou¢ime-li 2 = 0 (to jist neni hledané maximum), dostaneme :

—a?+0Q%+20%=0

Druhé, nenulové&esSeni je tedy :

— — |, 2 _ ~R2
-Qmax - -Qrez = VW 2b rezonarni frekvence




Maximalni_hodnotu amplitudypak lehce ziskame dosazenim této frekvence donébe vztahu pro

amplitudu :
Fo 1 _Fop 1

A=
M J(@?-Q2,)% +4b20Q2, ™M \J(w?-(w?-2b2))2 +4b%(w? - 2b?)

Provedeme-li matematické Ukony ve vyrazu pod odmmocna pouzijeme-li je8tvztah pro uhlovou

frekvenci_tlumenychkmita :

w, = [0 — b2

dostaneme nakonec velmi jednoduchy vyraz :

_ Fo
Amax = 2mb

maximum amplitudové rezonance

Pfi zkoumani nucenych knditse - podob# jako u kmifi tlumenych -¢asto pouziva velina kvalita
oscilatoru Q, ktera charakterizuje ubytek energie Knfje definovana jak@r — nasobek podiluistdni
hodnoty celkové energie oscilatoru v jedné peri&thitd a ztraty této energie¢bem jedné periody

kmitu, viz minula kapitola , Tlumené kmity") :

W..ss
Q = 2 St kvalita oscilatoru
W

Jev rezonance mé velky vyznamejména za podminek velmialého tlumenj kdy konstanta tlumeni je

znané mensi nez vlastni frekvence oscilatoru (takové j&tSinou elektrické rezon&ni LCR obvody) :

b<<w velmi malé tlumeni

V tomto pipack je rezonadni frekvence prakticky rovna vlastni frekvemwsicilatoru :

Qg = V? -2b% Dw

A stejre tak frekvence nucenych knait

W = W’ -0 Dw




Kvalita oscilatoru je pak zadhto podminek velmi vysoka Ize pro ni odvodit jednoduchy vzorec (viz

opct minulou kapitolu) :

w
Q= b >> 1 kvalita oscilatoru (p/i velmi malém tlument)

A pro maximalni amplitudu kmitpii rezonanci Mizeme potom psat (a provedeme malou Upravu) :

F, F, _F o F
o ] ) — 0] = = )
Amax 2mbaw,  2mbw me? 2b  ma?

Dosadime-li za vlastni ahlovou frekvenci jeji d&fimi vztah :

vznikne na prave strarjeSt pocateini amplituda (viz vySe jeji defigmi vztah) a celkem tak obdrzime

velmi jednoduchy a velmi zasadni vztah :

AYnax = Ao EQ maximum amplitudové rezonance

Pii_rezonan‘ni_frekvenci(ktera se piblizne rovna vlastni frekvenci oscilatorujiojde tedy @i vnéSim

buzeni keOQ— nasobnému zesileni amplitudy vlastnich kénitscilatoru.

Za velmi malého tlumeni (tedy pro vysok®) je rezonadni jev navic velmi ,ostry” - tj. amplitudové

maximum je velmi Uzké- jehopoloSika A€ (Sika kivky maxima v polovig jeho vysky) je nefimo

ameérna hodnat kvality Q :

40 ==
Q

Potom tedy B postupri rostouci frekvenci budici sily (nag. postupné zvySovani @&k motoru)

amplituda kmiti roste nejprve jen zvolna, ale pak velmi nahlgii malé znéné frekvence (v malém

frekvertnim intervalu) - nastane rychly ri&t amplitudydo jejiho maxima.

Vyuziti amplitudové rezonance :V elektrickych rezonamich obvodech i vysoké kvalit oscilator

piesré ,, najde, vybere a zesflikmity své rezonagni frekvence — a to z celého spektra frekvenciékte

jsou na #j privedeny, nafiklad z antény (to je vstupni obvodjakého pijimace, znenou jeho

rezonakini frekvence pak probiha ,ladi* piijimace).



Je to také nezé&douci jev rezonance strojnich sgasti (kritické otéky hridele), rezonance staveb (viz

acinek hlasité hudby na hradby Jericha ...... acpse asi pouziva znamy povel ,zrusit krok" pro

pochodovy utvar na masP)

Priklad aplikace : oscila¢ni sériovy obvod LCRs vrgjSim budicim sfidavym zdrojem (viz obr.) :
U=UpI[sin@t

Nebo pro dosazeni zcela identickeé vysledné rovaegredpokladat :

U :umtsm(gug)

u(~) 1

[
I
C

Podle 2. Kirchhofova zdkonpotom plati Q je naboj na kondenzatoru) :

RO =U, Gin(@t+2)-Lif +Q
2 dt C

Rovnici derivujeme podléasu :
2
R —u, mos(@t+ Fy- Ll 4 1 HQ
dt 2 dt2 C dt

Jest vyuzijeme definici proudu jako nabojeggmeseného (prezem vodie) za jednotkuiasu a jeho

souvislosti s firastkem naboje na kondenzatoru :

= _dQ
dt
A po jednoduchych Upravach rovnice dostaneme :
i+Rgstpg=Unm 2 5inQt
L LC L



Pro elektricky proud v obvodu tedy plati formélshodna rovnice jako pro mechanické nucené kmity.

Pro konstanty tak dostavame :

R_op, A2 Unt2 _F
L LC L m

Matematicky vztah pro elektricky proud v ustalenétavu bude proto také stejny jako pro vychylku

mechanickych kmit :
| =1 [SIN(2t+@,)
A jeho amplitudu vypéitame ze vztahu pro amplitudu mechanick)'/ch kmit

_F I 1

M J(w? - 22)? va?2? \/( 222 + (R )_(22

Dostaneme tak zndmy vztatOhmiiv zakon pro stidavy obvod

Um

Im =
\/(—Q.L)2+R2
QcC

Pro fazovy posuv pak bude platit :

tg@o:—ﬂ: :A

2_ 2 R

Z téchto rovnic tedy vyplyvaji vS8echny znamé vztahyyp impedance a fazové posuvy védstvych

obvodech, ¥etné rezonamini frekvence a kvality oscilatoru.
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