Tlumené kmity

V praxi téngt vzdy brani pohybu daké brzdicisila, jejiz fivod je v tecich silach mezi redlnymilesy.
Matematicky popiséchto sil byva dosti komplikovany. Velmiasto se vyskytuje tzwiskozni feni, kdy

je velikost teci sily undrna rychlosti :
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Potom je nutno fidat tuto silu k pruzné sile oscilatoru. V naSeanoznérném gipact tak vznikne

rovnice :
2
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dt dt
Jednoduchymi Gpravami a pouzitim standardniho @riaderivaci dostaneme :
. B_. K
g+ O+ y=0

m m

Ozna&me v této rovnici, stefhjako u netlumenych kmit:

E =w vlastniuhlova frekvence

Nazev ,vlastni“ u thlové frekvence ozhge jeji piislusnost k netlumergesta¥ ,pruzina—hmotny bod",
bez misobeni brzdicichi¢cich sil. S touto vlastni frekvenci by tedy kmital nas bmyobod jako

netlumeny linearni harmonicky oscilator.

Dale zavedeme v pohybové rovnici novou konstabtiktera vyjadi intenzitu @&inku brzdicich sil (je
amerné brzdnému zrychleni) :

B

E =2b konstanta Utlumu

A dostaneme tak kotry, nejjednodussi tvar pohybové rovnice :

. . 2
y+2by+w'y=0 pohybova rovnice tlumenych kit
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Je to_linearni homogenni diferencialni rovnice éhdrddu s konstantnimi koeficientyipomeaime, ze

kaZzda takova rovnice ma_partikulatageni(integral) :
y - C BEO’I

Pritom C je libovolna (integréni) konstanta @& je karenem tzv, charakteristické rovnicktera vznikne

dosazenim tohotfeSeni do diferenciélni rovnice.

ObecnéreSenidiferencialni rovnicen-téhoiadu je pak linearni kombinati nezavislych partikularnich
reSeni :

y=C; Beal't +C, BEaZI +Cs3 @0’31 +......

Tolik k obecné teorii. Dostme nyni vySe uvedeny partikularni integral do mi&rencialni rovnice a po

vykraceni exponencielnich vyriadostaneme charakteristickou rovnici :

a?+2ba+a?=0

Tato rovnice je kvadratickd, imeme tedy hned napsat jeji standaidgéeni :

a1o = -b+ \/b2 _0)2

Existuji tak d¥ partikularniteSeni a_obecn@Seni bude mit tvar :

O konkrétnim tvaru tohoto matematického vyrazu pakodne velikost konstarft a w :

1) piipad malého tlumeni (b< w)

Za této podminky vznikne pod odmocninou zapornyazya oba kieny charakteristické rovnice jsou

proto komplexntisla :

a15=-bxiNw® -b?

Tento vyraz je$tzjednoduSime ozdanim :

— 2
Wy = wz -b Uhlova frekvence tlumenych kmit

(Duvod tohoto nadzvu pozname z dalSiéhki.)

Pak tedy bude :
0’12 =-b+ i.CLl
A obecné&eSeni zapiSeme :

y:C1 I}(_b+lw1 )t + C2 &(—b—la)l )t — e—bt mcl |]3+|0)1t + C2 I}—lwlt )



Vidime, Ze totoreSeni je také komplexni, ma tvar &ow redlnéhoclenu a_komplexniho vyrazu

v zavorce, ktery ovSem jiz umime identifikovat — je to koleni vyjadeni obyejnych, netlumenych
harmonickych kmii s thlovou frekvenciy .

Pro vyhodnoceni skutaych vychylek pevedemeradtji toto komplexni vyjadeni na ,obgejnou”
obecnou sinusovku (gtiavhodre zvolit integra&ni konstanty - viz minula kapitola ,Netlumené krijty
strana 9), prvni reédlnflen samogejm¢ ponechame.

Vztah pro skuténou vychylku tlumenych kmitbude mit potom tvar :

—_ —bt —:
y=Ale ™ Sin(ayt+¢,) tlumené kmity

| kdyz ziskany vztah obsahuje funkci sinus, dokoseestandardnim tvarem faze, rigs@me ho ozt
jako harmonické kmity, protoZergd sinem neni konstantni amplituda, ale klesajipbeenciela, ktera
sinusovku witym zpisobem ,deformuje”.

Jestlize by ovSem tlumeni nebyloiijis vysoké” — coz by se projevilo tak, ze hmotrgdbby vykonal
SVESIi paet” vykyvi na ol strany, neZz by se jeho maximalni vychylka ,&ilpiiblizila“ k nulové
rovnovazné poloze (viz nasledujici obrazek) — pgkhom takové kmity mohli interpretovat jako

kvaziharmonickpriblizné harmonické) , které sice maji stalou uhlovou fexlai w4 , ale promsnnou

amplitudu, klesajici £asem podle vztahu :

amplituda tlumenych kmif




Pozn. :

Pro grafické znazo#mi kmiti bylo nutno pomocokrajovych podminekilohy konkrétg vypaositat konstantyA

a ¢ Vv obecné rovnici kmit (jsou to tedy d¥ integrani konstanty, jako v kazdéeSeni diferencialni rovnice
druhéhoradu).

Nejjednodussi je definovabdéatedni podminkypohybu : nechnagiklad vychylime hmotny bod (tj. natdhneme
pruzinu) do ®jaké paateini klidové polohy (nafiklad jednotkové) a pak ho vypustime g@@Eni nulovou
rychlosti - velikosti vychylky a rychlosti hmotnétbodu v pdateinim (nulovémyase tedy budou :

Y(0)=y, =konst=1 [ m]

v(0) =vy =konst= 0 [m/s]

Nyni napiSeme obecnou rovnici pro vychylku :

y= AR in(w; t+4,)

A jeji derivaci utime vztah pro rychlost :

v=T = Af-b) e in(wy t+g,) + AT Ty os(wy t+ @)
Do techto rovnic pak dosadime stanovenowateni vychylku a poateini rychlost :

Vo =1 = AR PP Bin(w, 0+4,) = AGing,

A-b)2 PP Bin(w, 0+¢,) + AR™0 v Gos(wy 0+, )
-b[ALSINg, + Alw [tos¢

Vo =0

Dostaneme tak égwovnice pro d¥ neznamé integtai konstanty. Pro jejickeSeni plati :

Goniometrické funkce ovSem neunitofi jednoduché explicitni vyj&eni integrénich konstant,feSme proto
jen pipad velmi malého tlumenib(<< w ), kdy mizeme piblizné psat :

wOw  tgg, > 1
= ¢, 0Z ALC1

Konkrétni vztah pro vychylku pak bude mit jednodutiar :
— -bt 4; T
= + T

y = 1& " $in(w t > )

Nebo-li :

y = e toswyt

Aby bylo zardeno velmi malé tlumeni pohybu, byl pro zndzmintéto funkce naigdchozim obrazku pouzit
pomér w:b = 40:1.

Z vySe uvedeného vztahu peg :

= Va? -b° < w

je dolye vidkt, Ze _dhlova frekvencen; tlumenych kmit je menSinez vlastni uhlova frekvena®

(kterou by ndl oscilator, kdyby nebyl tlumen).

Doba kmitu je tedy &Si — jinakie¢eno -tlumené kmitani je pomalejdiez netlumené :

T =

2n
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Bézné pouzivané ozri@ni periodapro T, zde neni #li§ vhodné, protoze tlumeny pohyb viasth
matematicky pesré vzato - _neni periodicky pribéh funkce se fece kvili klesajici amplitud nikdy
neopakuje

Pozn. : Tlumené kmity jsou tedy také pseudoperiodickyoimybem : nulové body za sebou sice nasledujio vné
poloviré doby kmituT, , stejé takovéa je i doba mezi dma po sob nasledujicimi krajnimi vychylkami, ale
napiklad pohyb oscilatoru z nulové polohy do krajnickiylky trva kratSi nez dobu nez pohyb z této krajni
vychylky zpst do nulové polohy.

Brzdici sila tedy kmity harmonického oscilatoru i a postupdé zmenSuje jejich amplituduVelikost

konstanty Gtlumup ma proto zasadni vliv na vznikly pohyb hmotnéhotwbod
Protoze doba kmitul, je periodou funkce sinus, itheme jednoduSe vypitat ponér dvou po sob

nasledujicich maximalnich vychylek na jednu stratedy vychylek véasecht at+ T, :

y(t) AR P Gin(ey t + ¢, ) _ othTy
Y(t+T) AT Gin(ay (t+Ty) + ¢o)

Tento (bezrozrrny) pongr se oznduje jako Gtlum A a vidime, Ze je stejny pro libovolna &dv
stejnolehla maxima - pro dany tlumeny oscilatotgdy charakteristickou, konstantni vetou (stejré

jako konstanta utlumhb) :

- Y(t)  _ bm
y(t+Tp)

Jeho pirozeny logaritmus se nazyl@garitmicky dekrementd tlumenych kmit :

b
O =InA =Db0=21— logaritmicky dekrement

!

Se znalosti &hto veltin je pak mozno u daného oscilatoru jednoduSe sthrkmnstantu Gtlumu,

potrebnou pro vieSeni pohybové rovnicei{mé experimentalni geni této konstanty z jeji definice totiz
jisté neni jednoduchou zalezitosti - musime mit peakkly pro néeni jak brzdné sily, tak rychlostiésa

i jeho hmotnosti) :

Post&i pouze oscilator rozkmitat a ze &mné periody kmit a z pordru stejnolehlych maxim ihned

piimo vypaitame konstantu Gtlumu :

b:ézm
Ty Ty




Jelikoz amplituda wuje celkovou mechanickou energinita, je zejmé, Ze u tlumenych kniitdochazi

k postupnému poklesu této energie, v lingiz na nulovou hodnotu, kdy kmity vymizi.
Ubytek celkové energie je &goben praci brzdici sily a tato prace séegith sil ,bez uZitku* mini na

tepelnou energii.

ProtoZze viskézniteci sila, umarnd rychlosti, _neovlivnimechanickou energii hmotného bodu fi (p
vypoctu potencialni energie se uvazuje nekoigpomaly pohyb, kdy je tato sila nulova, i ywypoctu
energie kinetické hraje roli pouze rychlost)izeme pro stanoveni energie tlumenych knajuzit vztah,

odvozeny v minulé kapitole pro va@ikmitajici hmotny bod :

W= W, +W, = I mawfA®

Do této rovnice pak pouze dosadime parametry tlyotekmiti — jejich thlovou frekvenci a amplitudu :
W= 1mafAf = Imaf(AR™)? = I maf A2 2D

Vznikne tak pouzitelny vztah pro celkovou mechaaicknergii ttumeného oscilatoru :

— 2 2Dt : , s
W = % ma)lz AZ (& 2P energie tlumeného oscilatoru

Je dolbe vickt, Ze celkova energie tlumeného oscilatoru je egpoialre klesajici funkcicasu, limitré se

blizici nulové hodnet stejré jako vychylka tlumenych kmit

Pritom Ubytek celkové energie tlumeného oscilatoru za jednathsu mizeme lehce vypgtat jako

éasovou derivacitéto funkce :
dw _ d

T maf A>e?P) = I maf AP e?P [-2b)= -2bW

Béhem jedné periodigmiti tedy dojde ke ztrétenergie o (kladné) velikosti :

W - opr, = 2DWRT | 4mbW

dt wy w;

Wl =

Namisto této vetiny se ale Ubytek energie tlumenych kimi€tSinou charakterizuje relativni véiou

kvalita_oscilatoru (quality factor)Q , ktera se definuje jak@r — nasobek podilu igdni hodnoty

celkové energie oscilatoru (v jedné pedidahitia) a ztratytéto energie ghem jedné periodmita :

Woss
Q = 2 03" kvalita oscilatoru
W




Po dosazeni zipdchozi rovnice dostaneme :

Q — ZHDWSV — ZﬂDWST]’[Ccl — G DWSV
W, 47bW  2b W

Velky prakticky vyznam, zejména v elektronice, mépad velmi_malého tlumeni, kdy konstanta

tlumeni je daleko mensi nez vlastni frekvence agmil :

b << w velmi malé tlumeni

V tomto pipact béhem jedné periody se amplituda kind tedy i energie zmenSi jen nepateproto

sttedni_hodnoteenergieb¢hem této periody jeifblizné rovna _okamzité energiiv kterémkoliv mist

periody) :
Wy L W

A stejre tak frekvence nucenych kniife iblizné rovna vlastni frekvenci oscilatoru :

W = w’-b? Dw

Potom ovSem bude :
2b W 2b W 2b

Q:

A pro kvalitu oscilatoru tedy dostavame velmi jedaohy vztah, ktery obsahuje pouze zakladni
koeficienty z pohyboveé rovnice :
Q= — kvalita oscilatoru (pti velmi malém tlumeni)

2b

Je Zejmé, Ze kvalita oscilatoru je potom velmi vysoka :

("
= — > 1
Q 2b

A je také dobke vidst rozumny smysl této veiiny : oscilator s vysokou kvalitouQ - musi mit (i

dané frekvenci) malou konstantu tluméni jeho amplituda tedy budestasem klesat jen velmi pomalu —

a proto takovy oscilatorwydrzi kmitat velmi dlouhou dobu , nez se utlumi.




2) pripad silného tlumeni (b> w)

Nyni je pod odmocninou kladny vyraz arkay charakteristické rovnice jsou tedy readnéba dva jsou

ziejmé z4porné

0’1’2 =—bi\/b2—a)2 < 0

A obecné&eSeni je potom také realnym vyrazem :

_ a t ast - )
y=C,[&"1" +C, [&"2 silné tlumeni

Tato funkce jako superpozice (set) dvou zapornych exponenciel je monotént klesajici a

asymptoticky se blizi nuloviéodnot (viz obr.).

Vychylime-li tedy sil@ tlumeny oscilator, vraci se zvolnagzplo rovnovazné polohy, aniz bygkmitnul

do op&né vychylky. Takovy pohyb se nazywaperiodicky.

Pozn. :Pro grafické znazomi kmith uréime ot integra&ni konstanty, nyni to jsou konstanB; a C, , pomoci
stejnych okrajovych podminek jako u malého tlum@ni jednotkova peateini vychylka hmotného bodu a
jeho nulovéa p&éteni rychlost), které dosadime do obecné rovnicevgohylku a do z ni vypsitaného vztahu
pro rychlost :

y — Cl @al.t + C2 @az.t
V:% = Ci B:,‘al't +Cy [tro B&‘az't
Tak dostaneme :

vo=1=C e%+c, @0 = c,+C,
Vo = 0 = Cyry 270 +C, ar, @729 = ¢, ary +C, iy
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Re3eni &chto dvou rovnic je :

- a
Clz—z
a, - az
a
sz—l
a, - aj

Dostavame tak konkrétni vztah pro vychylku, do éhter pak dosadime zvolenou konstantu Gtlumu a Vlastn
thlovou frekvenci (jsou obsazené v konstantéch C,, viz vyse) :

— as aqt ag an 1l
Y=, tog-g B
1 2 1 2

Pro vypaet kivky v uvedeném grafu byl pouzit pémb:w = 10: 8.

Pro zajimavost fizeme jedt zhodnotit extrémni (limitni) idpad velmi silného tlumeni, kdy by konstanta Gtlumu
byla nesrovnatekvétsi nez ahlova frekvence (b »» - a kdy by tedy platilo :

a; = -b+yb?-a? =0

» = —b-vVb?-a? = -2

Pak by integréni konstanty rily velikost :

_ —ay _ -(-20) _
G = a, - a,  0-(-2b) 1
- a; — 0 -
C2 a; - a, 0 - (-2b) 0
A vychylka hmotného bodu by praktickyistavala na ptatesni hodnot :
y:_ 0’2 malt + al |]30'2t ~ 1 Eot +O|]E—2bt :1
a, — az a, — a3

Velmi silné brzdici sily by tedy nedovolily navitainotného bodu do nulové polohy (v kdnémcase).

3) mezni ptipad tlumeni (b =w)

Za tchto podminek existuje jediny k&n charakteristické rovnice :

aio =-b

A dostaneme tedy jediné partikularegeni :

y=C ﬁ—b.t

Druhé nezavislé partikularrieSeni pak muselo byt nalezeno zcela jinym matehyeticpostupem -

uvedeme zde pouze vysledek :
y=Cime ™
Line&rni kombinaci&hto vyraz pak ot vytvoiime obecné&eSeni diferencialni rovnice praipad

mezniho tlumeni :

y=C Pt C, [ Pt = (C1+C, ) e Pt mezni tlumeni




Vychylka nengni znaménko, pohyb je &p aperiodicky, funkce vSaklesa k nule nejrychlejSim

moznym zjisobem, jde o tzvnezni aperiodicky pohykviz obr.).

Je to pipad nejdokonalejSiho tlumeni kmitavého pohybu.

Pozn. : Pro grafické znazo¥mi kmitd uréime ogt integra&ni konstanty C; a C, , pomoci stejnych okrajovych
podminek jako u malého tlumeni, tj. jednotkové&gieini vychylka hmotného bodu a jeho nulov&dte:ni
rychlost, které dosadime do obecné rovnice prowicha do z ni vypditaného vztahu pro rychlost :

y = (C1+C )™
v—oIy = (Ci+CoM)q-b) e +Cy @™ = (Cy-bC, +C, ) )& ™™

Tak dostaneme épdwvé rovnice, pro poatesni vychylku :
Yo=1=(C +C, M@0 = ¢,

A pro paateni rychlost :

Vo =0 = (Cp,-b[C;+C, ))& 0= C,-bIT,
Reseni &chto dvou rovnic je :

Cl =1

C2 = b[([:l =b

Konkrétni vztah pro vychylku, zndz@mou na obrazku, je tedy :

= (1+b)e ™

Z obrazku vidime, ze zmen3eni konstanty tlumeriivog@ni jiz relativié dosti malé hodnotyp = 10/ 8 w

na hodnotu pravrovnou vlastni thlové frekvenci , tib = w, skut&né vede k vyraz# rychlejsimu poklesu
vychylky.

DalSi zmenSeni brzdicich sil by pak jizigpbilo gekmit vychylky na druhou stranu - a tedy by do&ovikniku
kmitavého pohybu podle bodu 1).

(konec kapitoly) K. Rugiak, verze 01/2005, rev. 04/20086,

02/2008 — vzorov&eseni pohybové rovnice pro vSechnyitpiipady kmiti, uréeni integraénich konstant, nové grafy,

vypocet celkové energie oscilatoru, zavedeni Gtlumu,dodekrementu a kvality oscilatoru
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