Kmity hmotného bodu

Jsou specialnimifpadem obecného mechanického pohybu hmotného Ipbidiferém se tento bod

pohybuje v.omezené oblaskolem tzv.rovnovazné polohy Timto vyrazem ozriajeme misto stabilni

rovnovahy, ve kterém na hmotny bod aspbi Zddna sila eventuals je nulova vyslednic@usobicich

sil. Do rovnovazné polohy klademe pokud moznégbek soustavy saiadnic - potom polohovy vektor

hmotného bodu je séasré jeho vychylkou z rovnovazné polohy.

Z&kladnim druhem kmitavého pohybu jsou taetlumené harmonické kmity které vzniknou, jestlize

na hmotny bod1sobi sila irrna jeho vychyice (tj. linearni zavislost), ale émaorientovana :

F=-kI

pruzna sila

Prikladem takové sily je sila pruziny (konstarkaje pak tuhost pruziny). Pro praktické aplikace je fist

velmi dilezitou skuténosti, Ze tato sila je spojena s tpvuznou deformaci, kterou pozorujeme u

pevnych &les (také u kapalin a plyi pri relativié malych misobicich silach (matematicky ji vyjage

Hookiiv zakon).
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Téleso (hmotny bod) z&gené na olyejné pruzig se ovSem &tSinou pohybuje pouze poripice
prochazejici osou pruziny. Pak je vhodné ztotaind pimku s rkterou ze sotadnych os a dostaneme
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tak nejjednodussiifpad jednorozn@rnych kmiti .

Souadnice ve vektorové rovnici pro pruznou silu jsaiopn samoiejme nenulové pouze na této ose,

nagiklad na osey :

F =(0,F,0) r=(0,y,0)

Dostaneme tedy skalarni rovnici pro y-sanice (ostatni sdadnice davaji nulové rovnosti) :
F=-kly

A pohybova rovnice bude nenulova také pouze pgatfadnici, tj. vznika jedina skalarni rovnice :
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Po vydleni hmotnostim a gevedeni na levou stranu dostaneme :
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dt2 m

Podil kladnych konstant ve druhétenu se oznauje jako kvadrat jiné konstanty, jejiz vyznam vypy

z dalSiho textu :

L
w _E Uhlova frekvence

Pak se pohybova rovnice 2ni na znamy tvar :

d?%y WPy = o o .
F"‘ y = 0 pohybova rovnice linearniho harmonického oscilatoru

Nebo s formalnim zapisem derivaci :

y+w’y=0

Tento vztah jehomogenni_linearni_diferencialni_rovnici_druhéhdiadu s konstantnimi_koeficienty

kterou lzeteSit jak v realném, tak i v komplexnim oboru ptoméy. V kazdém oboru je pak mozno

obecné&‘eSeni této rovnice sestavit jako linearni kombinaci dvezavislychpartikularnich _i‘eSeni.

Jednim partikularnirfeSeninwv realném oboru je :

y=y(t)=Alsin(«[t) = Asinat

Je to funkce vSeobegrznama z analytické geometrie, definovana na celdonu realnyckisel.
Veli¢ina A je amplituda kmitd, vyraz za znakersin, argument funkce sinus¢kdy uvadny v zavorce,
je fazovy uhel, zjednoduseh fazekmitu :

g=alt

Jak znamo, v proémné @ je tato funkceperiodickd s periodow277 Pipomeime, Ze periodou funkce

je takovy (nejmensi) interval pramné, po kterém se fieh funkce opakuje (viz obr.)



y=A-sin ¢
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Je zejmé, Ze jako funkcgasu musi byt vychylkay(t) také periodickaCasovy interval T, po kterém

se pibéh vychylky opakuje, se nazyvaeriodou kmiiz . Za tuto dobu pro¥hne jeden kmit, je to tedy

také doba kmitu (viz obr.). Pevracenou hodnotou je potom ¢gbkmiti za jednotkiasu, tj.:

f== frekvence kmifi jednotkou je[%] = [S_l] = [ HZ]

Porovnanim odpovidajicich period faa&asuvznikne vztah :

2n=alT
MuZeme tak najit smysl vélny w jako frekvence vyjéigené f - nasobkem Ghll2r :
271
W= Ea =2mrf thlové frekvence

Jak dale uvidime, ve vztahu ke kruhovému pohybiydg mozno nazyvat tuto vélnu také uhlovou
rychlosti, pri popisu kmifi to ovSem neni ozdani [ilis vhodné.

Druhym realnym partikularniresenimrovnice kmifti je funkce :

y=Yy(t)=Alcos(at)=Alcosat

StredoSkolské znalosti postgi ke konstatovani, Ze jde_o stejndunkci - sinusovku, pouze posunutou

na ose faze o Uhek/2 (viz obr.). Vyjaduje tedy stejny druh kmitar{ge stejnou frekvenci, periodou a

amplitudou), pouze fazé\a tedy icaso¥ posunuty



y =A- cos wt
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Pro popis harmonickych knfitma tak_stejné opraeni jak funkce sinus, tak funkce kosinus. Ostatn

pomoci sottovych vzor@ Ize druhé partikularrieSeni v pipadt potreby Fevést na tvateSeni prvniho :
y=y(t) = Alcosat = Alsin(at + 71/ 2)
Oh¢ partikularnifeSeni jsou vSak lineafmezavisla, proto nizeme vyjadit obecnéreSenipohybové

rovnice kmiti (v realném oboru) jako jejich linearni kombing€ aD jsou libovolna realnéisla):

y =y(t)=CLsinwt + D [toswt obecné&eseni rovnice kmit

Vyznam této rovnice odhalime tak, Ze misto konstana D (které jsou libovolné), zvolime jiné (také
libovolné) konstantyA a ¢, pomoci vztah :

D = Alsing,

C = Altosg,

Po dosazeni dostaneme :

y=y(t)=Alcosg, [sinat+ Alsing, [cosat

A s vyuzitim sodtovych vzord prejde tato rovnice na nejznéj®i tvar harmonickych kmit:

y =y(t)=ALsiIn(wt +¢,) obecnéfeSeni rovnice kmit (jiny tvar)

Vidime, Ze obecndeSeni pedstavuje oft znamou sinusovku (stejné frekvence a amplitudig, se

slozijsi fazi :

¢ = wt+g, obecna faze kmit

Tato obecna sinusovka jiz neprochazégikem sotadnic, neb6 v patatetnim ¢ase (t = 0) jiz velikost

faze neni nulova, ale je dandazovou konstantou (poc¢ateni fazi) ¢, . Pro (zakladni) nulovy bod

funkce musi potom platit :
0=uat+¢g,

A graf funkce tedy protind&asovou osu v mist



Vhodnou volbou pééateni faze ¢, I1ze proto obecnou sinusovku umistit (posunouthiam/olné polohy

na ose prorknneé (viz obr.) :

y=A-sin(g+9,)
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y=A-sin(wt+ ¢@,)
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Vime jiz, ze funkcecOSse od funkcesin lisi pouze fazovym posuvem, protaibe byt obecnéeseni

napsano row¥ ve tvaru :

y =y(t)=Altos(wt + @, )

obecné&feSeni rovnice kmii (dalSi tvar)

VSechny tvary obecnéh@seni obsahuji vZzdgwvé (integracni) konstanty A a ¢, ( C a D ). Jejich

stanovenim riwzeme popsat kmity libovolné amplitudd a libovolné polohy na oseéasu, uéené
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pocateni fazi @, (a frekvence je @ena hodnotami paramétk a m).

Pri feSeni konkrétniho ifpadu kmifi se potom velikost integtaich konstant wuje pomoci tzv.

okrajovych podminek(jako jsou nafiklad pa@éateini podminky- zadame polohu a rychlost hmotného

bodu v pgateinim ¢ase, ¥tSinou prot = 0).



Komplexni zapis kmita

V roving kartézskych sdadnic Xy si predstavme_rovnogmny kruhovy pohybhmotného bodlJ na

polomeru A Uhlovou rychlosticw (v kladném smyslu). Rétek soustavy sdadnic nech je ve stedu

kruZnice, polonar A je pak sotiasre velikosti pfivodice hmotného bodu.

Pro _hel opsanyrivodicem zatast plati podle kinematiky :
p=alt+¢,

Vidime, Ze tento vyraz je formarshodny s obecnou fazi harmonickych Kmit

Déle plati pro pimé&t polomsru A do osy Y, tj. pro y-ovou sotadnici boduU :
y = Alsing = Alsin(ct+¢,)
A pro pmtimét polomeru A do osy X, tj. pro x-ovou sotadnici boduU je potom analogicky:

x=Alcosp = Alcos(at +@,)

Tento _kruhovy pohybs thlovou rychlosti w je tedy formald (matematicky) zcela jednoznané

pFfifazen harmonickému_kmitavému pohylatejné thlové frekvence.

Toto gitazeni bude jeStdale rozvinuto nasledo¥n

Bod U v rovingé Xy miaZzeme povaZzovat za komplexiislo a napiSme pak jeho matematicky tvar :
U=x+ily
Dosal’me za ob sodadnice vySe uvedenégméty a pouzijme Euldiv vztah matematiky :

0= Altosg +i CALSINng = Al{cosg +i [sing ) = AR® = Ap'l(alt+do)



Vznikly komplexni vyraz s argumentem rovnym fazi knhife samokejmeé formalrg (matematicky) také

zcela jednoznané piifazen harmonickému_kmitavému pohylatejné faze.

Skutefna_vychylka hmotného bodu je potom vtomto komplexnim vyrazu obsazena jg&bo

imaginarni, pipadré realn&cast.
Tento komplexni tvar harmonickych kifnitse ¥tSinou upravuje nasledo#n

G= Ale00T+8) — A[elBo [T _ A (i@

Pritom se definuje vetina :

A il
A= Ale Po komplexni amplituda kmit

Komplexni amplituda zde vystupuje jako velmi vyzm@mveltina, protoZe_obsahuje dvaze fti

parametit kmitd — amplitudu A a fazovou konstantup, , které jsou zasadndilezité v iznych

aplikacich, kdy frekvence je zadanou ¥iglou (ugenou hodnotami velin K am).

P,

Harmonické kmity Ize tedy zapsat ve tvaru :

g = Aﬁi[a[t

komplexni tvar kmif

Vyhodou tohoto zapisu kniitje relativni jednoduchost matematickych operakdraplexnimi vyrazy.

Napiklad @i skladani kmili je nesrovnatekh jednodussi a rychlejSi &eni komplexnich¢isel, nez

pouziti portkud €Zkopadnych goniometrickych sg&tovych vzoraé pro realné sinusovky.

Na z&e¢r uvidime, jak cely tento odstavec o komplexni fokmita, ktery vliasté zatal porekud divnym
porovnavanim dvou naprosto odliSnych mechanickyatypi — kmitavého a kruhového, dostane jasny

matematicky podklad




Zodpovime totiz logickou otazku, jak dalece souv@ito no¥¢ definovany komplexni tvar kniits

pohybovou rovnicilinearniho harmonického oscilatoru :

Pro rychlou odpodd’ stai pouze znalost pravidel o derivacich - jak reajntak i imaginarni¢ast

komplexniho tvaru kmit, které old predstavuji realné kmity (vychylku) hmotného bodwujgiece
reSenim (partikularnim) diferencialni pohybové rovnice. dplexni vyraz je ale vytien jejich
formalnim matematickym sétem, nebo spiSe linearni kombinaci :

U=x+ily

Protokomplexni tvar kmitz je také FeSenim stejné diferencialni rovnicelokoncefeSenim obecijsim,

v komplexnim oborgisel.

Toto tvrzeni nizeme roviz zdivodnit obecnouteorii diferencialnich rovnic:

Vime, Ze kazda linearni homogenni diferencialninftoe s konstantnimi koeficienty ma v komplexnim

oboru _partikularnfeSeni (integral)

y:C[(Ea[t

Pritom C je libovolna komplexni (integtai) konstanta @ je ka‘enem tzv._charakteristické rovnige

ktera vznikne dosazenim tohdeseni do diferencialni rovnice.
ObecnéreSenidiferenciélni rovnic-téhotadu Ize potom napsat jako linearni kombinagiezavislych

partikularnichieSeni :

y=C BEal't +Cy @az't +C3 Bea3't +.....

Dosa’me tedy nyni vySe uvedeny partikularni integral i diferencialni rovnice. Po vykraceni

exponencielnich vyrazdostaneme :

a2+w2:0

charakteristicka rovnice

Tato charakteristickd rovnice je kvadraticka apr@to dw feSeni :
0'1,2 =+ila
Existuji tedy d¥¢ partikularni feSeni a obecnéeSeni pohybové rovnice linearniho harmonického

oscilatoru mé v komplexnim oboru tvar :

— +i.at -t f .
y=C;[e +Cy [ obecné‘eSeni(v komplexnim oboru)

Toto obecnéieSeni obsahuje dvlibovolné integrani konstanty (komplexni), jak je typické pro
diferencialni rovnici druhéhtadu.

ObecnéieSeni musi samgimé obsahovat_vSechnaiquchozi specialnieSeni — matematicky to

znamena, Ze obeciéSeni nizeme na & pievést vhodnou volbou integi@ich konstant
8




a) Jestlize najklad zvolime :

C,=AE Yo

C,=0

Potom jejich dosazenim dostanem#imm komplexni tvar kmitd, véetrg komplexni amplitudy :
y =G @+i.a).t +C, @—i.w.t ZAEMO @imu[ﬂ+o — A@@[ﬂ

Soutasre také vidime, Ze nas komplexni tvar kimgice_neni nejobeégim reSenim pohyboveé rovnice,

ale jereSenim optimalnim

ObecnéfeSeni je totiz &jmé fyzikalné nevhodné- jeho d¥ komplexni - tedytyii redlné - konstanty

jsou nadbytené, nebd popis skutenych (realnych) kmit vyZaduje pouze dv realné konstanty

(amplituduA a fazovou konstant@,)

b) Bez problém je ovSem také mozZno pracovat i_se zaporexponencielou - se druh@asti obecného

feSeni — to znamena, zé&ibeme zvolit :

Této moznosti vyuZzili fyzikovéip zapisu pravépodobnostni viny (vinoveé funkce) v kvantove fyzice.

c) Podivejme se ja&tZze vhodnou volbou konstant Izéepést obecné komplexidéSeni i na_realné

harmonické kmity- tj. na realnou sinusovku :

Upravme nejprve obecny tvar pomoci Eulerovy materk@tidentity :
y = C "4t +c, @4t = ¢ [Qeoswt +i Binwt ) + C, [coswt —i Binwt)

A vytknéme ve vyrazu goniometrické funkce :

y = (Cy+Cy)lcosat + i[(Cy—-Cy)Isinat

Laskavyctend celkem lehce nahlédne, Ze kdyZz bychom int&grionstanty zvolili ve tvaru :
C,L=-GC = -1 Eg (kde A je libovolné realnéislo)

Pak dostaneme nase prvni realné partikui@seni :

y = Alsinat

A po volkz integr&nich konstant ve tvaru :



Vznikne naSe druhé realné partikulameseni :

y = Alcosat

A pro prevod na realnou obecnou sinusovku pfistavolit komplexni konstantyC, a C, jako :
1 : 1 :

C, = > (C-ilD) C, = > [(C+i[D)  (kde CaD jsou libovolna realnaisla)

Po dosazeni do obecnéteseni v ramiku pak totiz dostaneme :

y = Clsinat + DIlcosat

Coz je vlasta — jak vime z uvodnich stranek této otazky — obée&énipohybové rovnice harmonického

oscilatoru v readlném obord obecs posunuta sinusovka :

y = Clsinat + Dlcosat = Alsin(at + ¢@,)

Celkem niiZeme konstatovat, Ze Zadny matematicky rozgioproblém, nam nebrani v tom, abychom
realné, skuténé kmity — vychylky hmotného bodu - popisovali kdexmimi vyrazy (funkcemi), kteréca

matematicky sloz#Si, jsou ,uzivatelsky” rozhodnprijemrgjsi.

Jejich vyhodu pak ocenime pa@fdpii skladani kmid a vinéni .

Rychlost a zrychleni kmitavéhopohybu

Jiz v vodu jsme konstatovali, Ze kmity jsou posgpecidlnim gipadem mechanického pohybu. Lze
tedy standardnim Zgobem poitat zakladni kinematické vélny rychlost a zrychleni podle vzt&h

. dar
V=—
dt
v d%F
a:—:—
dt  dt?

V naSem jednorozémném gipact to ovSem budou skalarniyrazy (y—ové sotadnice échto vektod).
Pouzijme pro vypeet zjednoduSeny tvar kniibez fazové konstanty, aby bylo jasndét vzniklé fazove

odchylky vyp@itanych velgin :
y=y(t)=Alsinat

Potom bude rychlost hmotného bodu:

_y, -dy_d - _ _ - T
V=vy -a—a(ABsmwt)—Aa)Ed:osa)t—vm E$|n(a)t+§)
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Rychlost je opt harmonicka funkc&asu stejné frekvence, ale fagoposunutéoproti kmitim o ¢tvrt
periody (,@edbiha“ kmity) , s amplitudou tj. maximalni hodnotou rychlosti :

Vi = Aa

DalSi derivaci pak ziskame zrychleni hmotného bodu:

a=%=L (Awltoswt) = - AW’ sinwt = a, Bin(wt + 77)

| zrychleni je harmonicka funkatasu stejné frekvence, ale fazquosunutéoproti kmitim o pil periody

(,predbihd@” kmity) a s amplitudou - tj. maximalni imadou zrychleni :
Qy = Aw’
Prohlédrite si na obrazku znazameé ¢asové zavislostvychylky, rychlosti a zrychlena uwdomte si

jejich fazové posuny, které by ovSem bylo moznazendit také na obrazku komplexnich amplitud (jak je

obvyklé v elektrotechnice fpstudiu proud a nagti ve stidavych obvodech).

yl V! a
V=V, sin(wt+ TU2)
_ . / ~\ /-\\
y =A-sin wt I VRN
/ /
i \ / \
\ 1 \ / \ !
\\ i \ / \ / t
\ ! 0 \ ! \ /
/ \ / \ /
' \ \
\ / \ / \ /
N \N_/ N/

Energie kmitavého pohybu

Jednoduchy je vypet kinetické energie podle znamého vzorce z mechaniky, do kteréhodiosaza

rychlost vyraz z fedchoziho odstavce:

W =1m v2 = 1 m( AwTToswt )2 = 1 mMA? w?tos wt kineticka energie

Energii potencidlni I1ze vypa@itat, jen pokud je pole pruzné sily konzervativrejmeé tomu tak skuténé

je, nebd k nataZzeni (stt®ni) pruziny je nutno vykonat &itou praci, kterou B uvolnéni pruziny
.dostaneme" zpatky.
Pro obecny tkaz bychom ale museli zkoumat praci na libovolrézdrv prostorayvrozlozeném silovém

poli pruzné sily (takové pole by vytkita i nag. jedina pruzina vokotaina kolem bodu upevni).
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V naSem jednorozénném gfipact pak mame jedinou moznost_- diat praci pottebnou k posunuti

hmotného bodu poifmé draze na 03¢ z paateniho mistay; do koncovehanistays, :

A=

P e—

2
-F@r=[-F
Y1

Dosadime tedy vyrazy, vyjagjici pohyb pouze na ose

- =(0,F,0)
r=(0,y,0)
F=-kOy

do skalarniho satinu vyjadtujiciho elementarni praci :
F [dF = F, [x+ Fy, [dly + F, [8z= F, [ty = F ey

A dostaneme:

Y2
Y2 _ 1 1y 2
A= [-F @Hy= j (-k y)dy= kmjymy k[ﬁ ] =2 k —Ekyl
Y1 Y1
Vykonana prace v poli pruzné sily zjeévrsphuje (vramci moznosti jednorozmmého pipadu)

podminky konzervativnosti - nezavisi na draze ale pouze na gate&nim a koncovém bodu, aip

pohybu zgt bude mit opéné znaménko, tj. ,dostaneme “ ji zpatky.
Pro zjednoduSeni vyrazu zvolimecateni bod v_rovnovaznéoloze, pak tedy v koncovém kiody,

bude mit hmotny bod potencialni energiihledem k bod (koncovy bod je libovolny, napiSeme ho

tedy bez indexu) :

7Y\ — -1
Wp( r ) _Wp( Y) — 9 ky potencialni energie pruzné siljjednorozm.)

Pro konkrétni vypeet dosadime za vychylku (po&taopst zjednoduSeny tvar bez fazové konstanty) a

upravime pomoci vztahu pro thlovou frekvenci :
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W, :% ky? :% k ( AGBinwt)? :% m w?A? 3in” wt

PovSimréte si, Ze potencidlni i kinetickénergie jsou nezaporfignkcec¢asu, nejsou sice harmonické, ale

jsou periodické s polovéni periodou, tj. Bhem jednoho kmitu dosahuji dvakrat svého maximavgak
ve stejnéntase).

Nakonec vypoitamecelkovou mechanickou energii harmonického pohybu

W =W, +W =1 mafA® Gin® wt + 1 mA® o tos wt

Muzeme vytknout a pouZzit znamého trigonometrickélamoe

W :% mw?A? [sin’ wt + cos” wt) :% mw?A? = konst

Celkova _mechanicka energie je tedy konstantjak se sluSi na konzervativni silové pole. Jistli

dosadime ze vztétpro uhlovou frekvenci a pro amplitudu rychlosti :

Kk
w? =—

m
Vi = Aw

Pak dostaneme jiné vyjéehi celkové energie :

W =W, +W =3 m w?A? :% kA2 :% mVrzn celkova energie

Tento vztah nam ddb ukazuje, jak se potencialni energiée|pva“ do energie kinetické a naopak, takze

v mis€ maximalni vychylky (amplitudy) je celkova energavna_energii potencialr{a kineticka energie

je tedy nulovd) a v mistmaximalni rychlosti je pak celkovd energie rovneergii kinetické (a

potencialni je nulova - jaké je to misto?).

(konec kapitoly) K. Rusidk, verze 01/2005, dopkno 04/2006, rev. 04/2008
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