Dynamika soustavy hmotnych bodiu

Tento velmi dulezity fyzikalni pojem slouzi ke studiu a modelovéani pohybu redlnych objektt slozenych z
nepatrnych hmotnych ¢astic (t€lesa pevnd, kapalnd i plynnd), nebo soustav téles, jejichZ velikosti 1ze pro

pfiblizné feSeni zanedbat (slunecni soustava).

Definujme zdkladni parametry soustavy hmotnych bodii :

1. hmotny bod .... hmotnosti m; ....mdpolohu 7, .... rychlost v, ....ahybnost p, =m; Vv,
2. hmotny bod .... hmotnosti m, ....mapolohu 7, .... rychlost V,....ahybnost p, =m, v,
3. hmotny bod .... hmotnosti m; ....mdpolohu 7; .... rychlost V; ....ahybnost p; =m; V;
4. hmotny bod .... hmotnosti m, ....md polohu 7, .... rychlost V,....ahybnost p, =m, V,
k-ty hmot.bod .... hmotnosti m, ....mdpolohu 7, .... rychlost vV, ....ahybnost p, =m; v,
N-ty hmot.bod .... hmotnosti m .... md polohu 7y .... rychlost vV, ....ahybnost py =my Vy
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Uvazme dale, jaké sily piisobi na libovolny hmotny bod soustavy (napfiiklad na druhy, viz obr.) :

1) od objektl vné soustavy — tzv. vnéjsi sily ( F 2E )

2) od ostatnich hmotnych bodii soustavy — tzv. ynitini sily ( F 12 F 3 F 0



Pro kazdy hmotny bod pak napiSeme Newtonovu pohybovou rovnici (v néjaké inercidlni soufadné

soustave) :
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Dostdvame tak celkem N rovnic, které y§echny seéteme dohromady (tj. seéteme vSechny jejich levé

strany a vSechny jejich pravé strany) :
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Posledni ¢len na pravé stran¢ je formalné zapsany soucet vSech vnitinich sil v nasi soustavé hmotnych
bod.

Podle 3. Newtonova zdkona ke kazdé jednotlivé vnitini sile v tomto souctu vzdy existuje jeji stejné

velika a opacné orientovana reakce (viz obr.) :

—

Fyp = —Fy

Soucet téchto dvou sil je tedy vzdy nulovy :

ProtoZe nezdlezi na potadi s¢itanct, miZeme si predstavit, Ze seCteni vSech vnitinich sil se uskutecni

pravé po téchto dvojicich , coz vede k jednozna¢nému vysledku celého tohoto souctu :
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ProtoZe yniti‘ni sily soustavy hmotnych bodl ve vétSin€ piipadti nezname a pro jejich velky pocet ani

nelze pocitat s jejich napiiklad zmétenim, potom jejich vyslednd ,,nulovost® vlastné otevird jedinou

moznou cestu , jak pokracovat v feSeni nasi ,,souctové rovnice* , kterd md nyni vyrazné zjednodusenou

pravou stranu :
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Jestlize definujme nové fyzikalni veliiny :
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P =p +p,+p;+..+py = Zpk = ka"k = Z my dt celkovd hybnost soustayy
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vyslednd vnéjsi sila
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Potom po dpravé levé strany rovnice, za pouZziti zdkladnich pravidel o derivaci (souctu funkci), vznikne

velmi jednoduchy vztah, podobny ,,obycejné* pohybové rovnici pro (jeden) hmotny bod :

dP FE
E - 1. véta impulzovd

Slovni vyjddreni : Casovd zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodii (za jednotku asu) je rovna

vysledné vnéjsi sile.
Nebo jinak : Zménu celkové hybnosti soustavy je mozno dosdhnout pouze pomoci vnéjsich sil, tj. sil

pusobicich z okoli soustavy.

Tedy jakkoliv_velké sily vnitini (jakékoliv povahy — mechanické, elektromagnetické, chemické, ...a

Jjakéhokoliv charakteru — sily pusobici pomalu, rychle, explosivné,... ) nikdy nedokazou zménit

celkovou hybnost soustavy (i kdyZ samoziejmé zméni jednotlivé hybnosti hmotnych bodu).

Pozn. : Nezapomenme, Ze tento vyznamny a jednoduchy teoreticky vztah byl dosazen jen diky platnosti tfetiho Newtonova

zakona - zakona akce a reakce.

Bohuzel formalni jednoduchost prvni impulzové véty je ,,vykoupena“ komplikovanosti veli¢in na

obou strandach rovnice (jsou tvoreny souctem obrovského poctu jednotlivych ¢lenti — u redlnych téles fadu

Avogadrova c¢isla) , a proto také neni ihned ziejmé, jaky je jeji prakticky vyznam.

Situace se vice vyjasni teprve po zavedeni pojmu hmotny stifed (téziSté) soustavy :




Uvazme, Ze v 1. vété impulzové jsou vlastné vsechny vnéjsi sily nahrazeny jedinou vyslednou silou - a

vSechny hybnosti soustavy nahrazuje jedina vysledna hybnost .

Pokusme se proto také vsechny hmotné body nahradit jedinym hmotnym bodem , kterému bychom

prifadili vyslednou hybnost a ve kterém by bylo ptsobisté vysledné sily.
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Tento mySleny hmotny bod - hmotny stied (téZisté) soustavy — ktery bude ,,reprezentovat® celou soustavu

hmotnych bodl, musi mit rovnéz definovanou svoji hmotnost - jisté ji polozime rovnou celkové

hmotnosti vSech hmotnych bodil soustavy :

0 hmotnost t&isté

N
m, =m = m+my+m;t..tmy = > m
k=1

JestliZze dale oznac¢ime :

To poloha (privodi&) ¢&isté

Vv

Pak miiZeme stanovit rychlost téZist¢ jako derivaci jejiho privodice :

- dr,
Vo = d rychlost té&Zisté
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Po = m-v, = m di hybnost t&isté

A podle vychozi iivahy se tato hybnost musi rovnat celkové hybnosti soustavy :

p, =P hybnost tézisté je rovna celkové hybnosti

Po dosazeni na obou stranéch :

dr, N dr,
m e =

a = dt
A pouzitim zékladnich pravidel o derivacich dostaneme rovnici :
d mr, = d 5 m,r,
- = kT
d°  diio

Z rovnosti derivaci pak plyne rovnost funkci — ale az na libovolnou konstantu :

N
mr, = kark + konst
k=1



Pfi standardni volbé nulové konstanty pak obdrzime béZné pouzivany vztah pro polohu hmotného

v vew
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Z poloha hmotného stiedu (t&Zisté) soustavy
k=1

Puvodn¢ libovolna konstanta vlastné znamenala, Ze za pusobisté vysledné sily by bylo mozno povazovat

jakvkoliv bod v prostoru, ale volba nulové konstanty pfindsi ndsledujici vyznacnou vlastnost t¢Zisté

soustavy hmotnych bodi :

K jejimu objasnéni pouZijeme tzv. t&Zist’ovou soustavu soufadnic (miZzeme ji oznalit S’ ), tj. takovou

V této vztazné soustave je ale pravodic tézisté nulovy :

0=7F =

A tedy plati (po vyndsobeni rovnice hmotnosti) :
N
k=1

Nyni jesté vyndsobime sumu vektorové zprava - tj. kazdy jeji Clen - vektorem tihového zrychlent :

N

—7 =
kark xg =20
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A po piesunu skaldru ve vektorovém soucinu vznikne uz velmi ndzorny vztah :
N
-/ —
Zrk xmg =0
k=1
ProtoZe souciny tihového zrychleni a hmotnosti jednotlivych bodi jsou tihy téchto hmotnych bodd,

muiZeme nakonec napsat :

N
FxG, =0

Z e XGp = rovnovaha momenti tthovych sil vzhledem k téZisti

k=1

Tento vztah znamend, Ze soucet momenti tihovych sil vSech hmotnych bodi soustavy vzhledem

k tézisti je nulovy . Tihové (gravitacni) sily jsou vnéjsi sily dané soustavy a dostdvame tak jednu
z podminek klidové rovrovdhy télesa (viz nasledujici kapitola ,,Aplikace impulsovych vét®).

sV 2

Jak v nésledujici kapitole dale uvidite, je druhou podminkou rovnovazného stavu jeSt€ rovnovadha

pusobicich sil, tedy nulovy soucet vSech vnéjSich sil , coz se da zajistit podeprenim télesa v téZisti

vvvvv
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Teziste je tak ,rovnovaznym bodem* télesa, proto mizeme do n¢j jednoduse umistit vektor (celkové)
tihy télesa jako vyslednice gravitacnich tithovych sil plsobicich na vSechny body télesa — a to bez
dodatecného silového momentu (ten bychom museli pfidat pfi umisténi tihy do né¢jakého jiného bodu -

viz opét ndsledujici kapitola). Tedy :
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Tézisté télesa je nejjednodussi piuisobisté gravitacéni tihy télesa.

A také : Tézisté je ,,rovnovaznym bodem* télesa.




Daéle uvazme : jestlize jsme definovali téZiSté jako hmotny bod, ve kterém je soustiedéna hmotnost celé

soustavy hmotnych bodt, jehoz hybnost je rovna celkové hybnosti a na ktery ptisobi vyslednice vnéjsich

Vvew

ar _dp, _ g
dt dt
Nebo zapsano pomoci polohového vektoru téziste :
d’%, _ zr
- P pohybovd rovnice t&isté

Slovni vyjddreni : TéZisté se pohybuje jako hmotny bod o hmotnosti celé soustavy, na ktery piisobi

vyslednd vnéjsi sila.

VyfteSenim této pohybové rovnice potom miiZzeme ziskat drahu téziSté soustavy hmotnych bodi

(pfipadné jeho okamZitou rychlost a zrychleni).

Draha jediného bodu, byt bodu vyzna¢ného, nemiize ovSem popsat obecné slozity pohyb celé soustavy -

krom¢ specifického pripadu , kdyZ by se vSechny hmotné body soustavy pohybovaly stejnym

zpusobem (stejnou rychlosti) na geometricky stejnych drahach jako tézisté.

Takovy pohyb soustavy hmotnych bodi (t¢lesa) je pak zcela uréen pohybem téZisté a oznacuje se jako

posuvny pohyb — translace télesa. MuZeme tedy konstatovat :

Prvni véta impulzova, jako pohybova rovnice tézisté, urcuje translaci soustavy hmotnych bodi.

Nebo jinak : Prvni impulzova véta je ,,pohybovou rovnici translace*.

Drahy hmotnych bodu télesa (a t€zist¢) mohou byt pfi translaci jak piimocaré (napt. vozidlo pohybujici
se na piimé draze), tak i kFivocaré (napft. zavésené lodicky na Ruském kole, balistické kyvadlo, kurzor

pocitacové mysi na obrazovce).

Obecné je ale pohyb téles slozitéjSi nez pouhd translace : VSimnéme si napiiklad automobilu jedouciho

po silnici — jeho téZisté pritom sice sleduje tvar silnice - pohybuje se tedy po né&jaké spojité kiivce dréhy ,

kterd urCuje moznou translaci, ale auto jako celek rozhodné translaci nekond, nebot’ jeho natidCeni pfi
zméndch sméru jizdy je vlastné ,Jokdlni* rotacni pohyb .

S vyuzitim znalosti o geometrii kiivek lze prijezd auta zatickou popsat jako rotaci kolem svislé osy ,

kterd prochazi stfedem piislusné oskulaéni kruznice (kiivky drahy tézisté). Tento popis ndm sice zjevné
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ukazuje zdsadné dileZitou spojitost translacniho pohybu (tézist€) s pohybem rotaénim, ale jeho

matematické vyjadieni by bylo velmi komplikované .
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Pozn. : Nebot’ kromé drahy tézisté¢ bychom museli stanovit jesté ,,drahu® stiedu oskulacni kruznice, kterd by asi prinesla

%

rovnice pro rotaci kvtli neinercidlni soustavé soufadnic spojené se stiedem oskulacni kruZnice.

Nastésti je ale také mozné si namisto této ,,skutecné rotace* predstavit , Ze automobil v zaticce kona

Vv s\,

transla¢ni pohyb (dany pohybem t&Zisté) a pritom se soucasné nataci - tj. rotuje - kolem svislé osy,

kterd prochazi tézistém .

Ukazuje se, ze takovy ,, rozklad obecného pohybu “ (pevného) t€lesa na translaci (danou pohybem

tézist€) a rotaci (kolem osy jdouci tézistém) je vZdy proveditelny - u nejslozitéjSich prostorovych

Vvew

v kazdém misté této drahy .

Obecny pohyb télesa je sloZeny z translace a rotace kolem osy jdouci tézistém.

Vv

Pozn. : Nahrazeni rotacni osy jdouci stiedem oskulaéni kruznice myslenou osou v téZisti je pfitom jisté velmi vyhodna, nebot’
u obecného krivocarého pohybu se poloha stfedu oskulacni kruznice i jeji polomér neustdle méni. Matematicky
dikaz nezavislosti této rotace na translaci a z toho plynouci jednoznacnosti rozkladu obecného pohybu je proveden

v ndasledujici kapitole.

Nase prvni impulzova véta jako ,,pohybova rovnice translace“ tedy popisuje pouze ,jednu Cast

obecného pohybu soustavy hmotnych bodu (télesa).

To znamend, Ze pro popis ,,druhé ¢asti* obecného pohybu soustavy - pohybu rota¢niho - bude jesté nutno

sestavit n€jakou analogickou ,,pohybovou rovnici rotace*.

Nemél by to byt zdsadné obtizny tkol, protoZe jsme jiz diive, v kapitole ,,Dynamika hmotného bodu‘

odvodili tzv. pohybovou rovnici pro rotaci jednoho hmotného bodu :

b _

dt

Tato rovnice jist¢ plati pro libovolny hmotny bod soustavy, uvédomme si tedy nejprve, jak mame

formaln¢ presné definovat moment jeho hybnosti a moment sily , kterd na né&j pasobi :

- - - — — - d’_;k
by = nXpy = nXmy, = 5 Xmy r moment hybnosti k-tého bodu soustavy

M, = 15 XF, moment sily pusobici na k-ty bod soustavy




Pohybovou rovnici pro rotaci nyni napiSeme pro kazdy hmotny bod soustavy (v n&jaké inercidlni soustavé

soufadnic) a stejné jako pii odvozeni prvni impulzové véty rozd€lime piisobici silu na vnitini a vnéjsi :
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Dostdvame tak celkem N rovnic, které opét vSechny seéteme dohromady :

db, ~db, = db dby . g . mp .= . _ap &L
Ly =24 S 4= o FXF + B XFy +FXFy 4 4Ty XFy + > Y FXFy
di | dr | dr dr PPy

Jtk

Posledni ¢len na pravé strané je formaln¢ zapsany soucet momentii vsech vnitinich sil v nasi soustave

hmotnych bodii. Tento soucet je stejn¢ nulovy , tak jako byl nulovy soucet vSech vnitinich sil, nebot’ ke

kazdému momentu néjaké jednotlivé vnitini sily existuje stejné veliky a opacné orientovany moment jeji

reakce (pokuste se dokdzat s vyuZitim obrazku) :
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Souctova rovnice se tedy zjednodusi na tvar :

db, db, db dby . =g . =g - = I
Ly 2 2 =N =X FE AR XFE + BXFE + 4Py xFY

dt dt dt dt

Jestlize dale nové definujeme celkovy moment hybnosti soustavy hmotnych bodi a vysledny moment

vSech vngjSich sil jako :

N N dr,
S T T A wl A k
B=b,+b,+b;+b,+...+by = Zbk = Z”k Xy, r celkovy moment hybnosti

k=1 k=1

vysledny moment vnéjsich sil

k=1

Potom za pouZiti zdkladnich pravidel o derivaci vznikne z nasi souctové rovnice dal$i velmi dulezity
vztah, na prvni pohled dosti podobny ,,obycejné* rovnici pro rotaci (jednoho) hmotného bodu - to je

dobré pro zapamatovani, ale neptehlédnéte odliSnosti :

B _ g

dt 2. véta impulzovd

Slovni vyjddreni : Casovd zména celkového momentu hybnosti soustavy hmotnych bodii je rovna

vyslednému momentu vnéjsich sil.

Podle prvni véty jiz vime, Ze jakkoliv veliké vniti'ni sily (jakékoliv povahy a jakéhokoliv charakteru)
nikdy nedokazou zménit celkovou hybnost soustavy - a nyni také vidime, Ze tyto sily nedokazZou

zménit _ani_celkovy moment hybnosti_soustavy (i kdyZz samozifejmé zméni jednotlivé momenty

hybnosti hmotnych bodu).

Nalezeny vztah — druha véta impulzova - ma zdsadni dileZitost zejména pii zkoumani rotacniho

pohybu soustav hmotnych bodi, pfi¢emz v ptipadé rotace tuhého télesa kolem pevné osy lze levou stranu
rovnice jeSt€ vyrazné zjednodusit (viz kapitola ,,Dynamika tuhého t€élesa®).

Jeji konkrétni pouziti pro popis rotace jako druhé ¢asti obecného pohybu soustav hmotnych bodd pak
bude specifikovdno v nasledujici kapitole ,,Aplikace impulzovych vét*.

MuzZeme tedy zjednoduseng tvrdit :

Druha impulzova véta je ,,pohybovou rovnici rotace.
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Uvédomme si zdvérem, Ze jak 2. vétu impulzovou — tak i 1.vétu — jsme ziskali diky platnosti tietiho

Newtonova zdkona (akce a reakce) a Ze plati v libovolné inercidlni vztazné soustavé soufadnic .

Obé impulzové véty jsou tedy invariantni (neménné) vzhledem ke Galileové transformaci — jak

jinak, vzdyt byly odvozeny piimo z Newtonovych pohybovych rovnic.

konec kapitoly K. Rusiak, verze 03/2006
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