Prace a energie

Pro svoji zasadni dtleZitost byva mechanicka prace vysvétlovana jako jeden z disledkii pisobeni sily na

hmotny objekt (hmotny bod) — tzv. drahovy ticinek sily.

Ze stiedni Skoly znate zdkladni definici fyzikalni veliCiny mechanické prdce , kterou vykona konstantni

sila I plsobici na hmotny bod m na p¥imé drize délky s pod konstantnim tGhlem & (vzhledem

k ptimce drdhy, viz obr.):

A=F-s-cosa

[/ Joule] = [17] F

> |

Sila je samoziejm& vektor a jestlize definujeme 1 drdhu jako vektor (je to useCka, staci ji pfiradit
orientaci, napiiklad ve sméru pohybu), potom je vySe uvedeny vztah vlastné skaldrnim soucinem dvou

vektoru :

A=F-5

mechanickd prdce

Pro vypocet prace v redlnych podminkéch, kdy drdha pohybu je libovolnd (spojitd) kiivka a ptsobici sila

neni konstantni, ale libovolna (spojitd) vektorova funkce mista, musime nyni tento vztah zobecnit :

Kftivku drahy rozdélime (myslenkove) na velky pocet ( N ) tseki o velikostech (viz. obr):

As;, Asy, Asz, Asy, ... , Asy




Z divodu jejich velkého poctu jsou tyto useky drahy nepatrné , proto je lze pfiblizné povaZovat za
useCky (presn¢ to bude platit az v limit€¢ pro jejich nekone¢ny pocet) a pfiddnim orientace ve sméru
pohybu z nich miiZzeme vytvofit vektory :

A5, A5y, AS3 A5y, e, ASy

Pravé proto, Ze kazdy z téchto tseku je velmi maly (v limité¢ pak nekone¢n¢ maly), nemiiZe se na ném

piilis ménit ani velikost sily ani jeji smér (je to spojitd funkce) - plisobici silu na celém useku je tedy

mozno povazovat za konstantni vektor :
F;, F, F;, Fy, ... , Fy

Nyni je ale situace na téchto tsecich drahy stejnd jako v ivodni definici - konstantni sila ptisobi na pfimé

dréze - a miZeme proto na kazdém tseku vypocitat vykonanou prici podle zdkladniho vztahu :

AAI - ﬁ]'AS"]

AA2 =F2'A§2
AA3 - F3'A§3

A celkovou praci vykonanou na celé draze s, potom ziskdme sectenim vsech téchto jednotlivych

(dil¢ich , elementarnich) praci :

A = AA; + AA + AA; + ...+ AAy = %AA,{ = %F,,Agk

k=1 k=1
Podminky tohoto vypoctu a tedy i uvedeny vzorec plati ovSem tim piesnéji , ¢im menSi jsou jednotlivé
useky dréhy, tedy ¢im vétsi je jejich pocet. Exaktni vztah proto dostaneme aZz v limité pro nekone¢ny
pocet tseku N.

V tomto piipadé pak ale nekone¢nd suma nekoneéné malych ¢lend je vlastné matematickou definici

urc¢itého integralu :

N
A= lim Y F-A5 = | F-ds
N—o k=] ’
JestliZze déle vyuZijeme znalosti z kinematiky, Ze diferencidlni tsek drdhy je roven diferencidlu pravodice,

muzeme také psat :

A = jSF-dE - jsﬁ-df

mechanickd prdce na obecné drdze

Defini¢nim oborem tohoto urcitého integrédlu je zkoumand kiivka drdhy s , matematicky se tedy jednd o

tzv. kitvkovy integrdl .




Vyraz za znakem integrélu je elementarni prace , vykonand na diferencidlnim dseku drdhy, a jde vlastné€ o

diferencidlni vyjadieni jednotlivych ¢lenti ptivodni sumy :

dA = F-dr

elementdrni prdce

Celkova prace vykonana na dané draze je tedy integralem (limitnim souctem) elementarnich praci.

Déle : Pii kondni prace v redlné situaci, kdyz naptiklad chceme posunout téleso po predepsané draze,

vzdy musime pfitom svoji silou prekondvat néjaké jiné sily. Tyto sily jsou Casto dusledkem pisobeni

riznych silovych poli na dané téleso (napiiklad gravitacni pole, elektrické a magnetické pole, pole
pruznych sil, pole tiecich sil, ...)
Zabyvejme se proto v dalSich fadcich pfedevSim vypoctem priace v ,,obyCejném* gravitaénim poli nasi

Zem¢, ve kterém vSichni Zijeme :

Prdce v gravitaénim poli, potencidlni energie

Centrdlni téleso hmotnosti M (hmotny bod) , umisténé ve vakuu v pocétku soustavy soutadnic, ptisobi

na druhé, zkusebni téleso hmotnosti m, které je v misté r , silou :

—

- — . M-m =
F o= K 2 To Newtonuy gravitacni zdkon

kde K je univerzdlni gravitacni konstanta a 7’;) je jednotkovy vektor pravodice :

k= 66710711 [sI] Fo=

~ N




Po dosazeni jednotkového vektoru dostaneme jiny tvar gravitatniho zdkona :

—

F=—-xMngy
r

Casto pouzivanym pojmem je intenzita gravitaéniho pole :

¢ - F _ _ .M »
K—Z— K‘rzro

Slovni vyjddreni : Intenzita gravitacniho pole je (iselné) rovna sile piisobici na zkuSebni téleso

Jjednotkové hmotnosti.

Je ziejmé, Ze na povrchu Zemé (r = r,) je tato veliina rovna gravitacni tihové konstanté

(zemskému tihovému zrychleni) :

5 - F M 5
g_m rzgr

Nebo skalarné :

m

g =L =xM < 980665 m.s?
rZ

Nyni pokro¢me dédle a konkrétné vypocitejme préci , kterou vykondme v gravitaénim poli pfi (velmi

pomalém) posunuti télesa o hmotnosti 72 (hmotného bodu) po n¢jaké zadané draze (kiivce) s z jejiho

pocatec¢niho bodu 7’} do koncového bodu 72.

—

ProtoZe silové pole piisobi na téleso silou F' , musime my (tedy vnéjsi sila - vn&jsi vzhledem k danému

—

poli) plisobit na téleso silou stejné velikou a opaéné orientovanou, tj. — I, abychom silu pole piekonali .

Pozn. : Presngji vzato, musime ptsobit jest¢ malou pridavnou silou navic pro uvedeni télesa do pohybu, kterou Ize ale ziejmé

v limité - pfi pozadavku velmi pomalého posunu - zanedbat.

Vv s

prdce vnéjsi sily v silovém poli

Je ziejmé, Ze stejny integral, ale bez zdporného znaménka u sily, by vyjadfil préici silového pole na této

draze :

prdce sily pole




Nyni dosadime za gravitacni silu a vytkneme konstanty pied integral :

2 oo JF
A = J' —(—K-M—;n-?’o)-dF — Mm J' 1’02r
7y (s) Als)

Situace pfi vypoctu prace je zndzornéna na obrazku.

Upravime dale skaldrni soucin v integralu, pfitom vyuzZijeme znamé velikosti jednotkového vektoru :

r,-dr = ‘;70‘-‘d7‘-c0s05 = ]-‘d?‘-cosa

Z obrizku je ziejmé, Ze skaldrni souéin je priimétem diferencidlu priivodi¢e d7 do sméru privodice 7

(do sméru jeho jednotkového vektoru) a Ze je tedy vlastné roven diferencidlu velikosti priivodice dr :

r,-dr = ‘d?‘-cosa = dr
Tim se vyrazn¢ zjednodusi vypocet vykonané prace, nebot integrél jiZ neobsahuje vektorové veli€iny :

2 T M M
K K
A = K‘Mm_[—er = szm[—l]Zz KkMm(-L+41)= 222 4 20
r r=n I r; Ty Ty

g

Z vysledku vidime, Ze vykonana prace viibec nezavisi na draze (na jejim tvaru), ale zavisi pouze na

pocatenim a koncovém bodu drahy.

Dale si pfedstavme, Ze bychom umoznili zpétny pohyb télesa z koncového bodu do bodu pocatecniho a

jiZ bychom tento pohyb nijak neovliviiovali, tj. nechali bychom pracovat silu gravita¢niho pole - pak

by vykonana préce byla stejné velika — a my tak svoji ptivodn¢ vykonanou praci ,,dostaneme zpét* :




Vnéjsi silou pivodné vykonana price A je tedy jakoby uschovina - zakonzervovana v koncovém

bodu drahy 7’2 a téleso (vlastn¢ presné feceno silové pole) ma v tomto mist¢ schopnost vykonat stejné

velikou praci (pfi navratu do vychoziho mista).

Silové pole stakovou vyzna¢nou vlastnosti, ktera umoziiuje zachovani,

zakonzervovani vykonané prace, se nazyva konzervativni silové pole .

Tato schopnost télesa vykonat praci , spojend s jeho (koncovou) polohou , se nazyvd potencidlni

energie télesa (hmotného bodu) a jeji velikost se definuje jako velikost této prace , tj. prace vykonané

télesem pii presunu do polohy pocétecni.

(Tuto préci spojujeme s danym télesem, v principu ji ovSem konaji sily pole — a rovnd se také praci

v v s

ProtoZze vykonand price nezdvisi na tvaru drdhy mezi obéma body, pocdteCnim a koncovym, je

potencidlni energie jednozna¢nou funkci mista 72 (tento koncovy bod ptivodné zvolené drahy je
ovSem jako obecné¢ proménna veli¢ina ve funkci zcela libovolnym bodem v prostoru, piSeme ho tedy

obecné ddle bez indexu) a samoziejm¢ je také funkci mista 7; (zde je namist¢ ponechdni indexu,

nebot’ tento bod je sice také obecné zcela libovolny, ale pii feSeni daného problému se predem zvoli a ve

funkci ddle vystupuje jako konstanta, matematicky to je vlastn¢ parametr funkce).

Bodové téleso (hmotny bod) ma tedy v daném misté 7 vzhledem k mistu ’_;I potencidlni energii :

KM m n KM m
r " grayitalni potencidlni energie (obecny tvar)

W,(F.Fy) = -

Kvili zdsadnimu vyznamu této veliciny zopakujme znovu : gravitacni potencidlni energie je definovdna

jako prdce, kterou vykond gravitaéni pole pii pohybu télesa z daného mista ¥ do

zvoleného vychoziho mista 71 (a je také rovna praci , kterou musi nejprve vykonat vnéjsi

sila pfi pfesunu té€lesa opaCnym smérem - z vychoziho mista do daného mista).

Pozndmka : Ze sttedni skoly si jisté pamatujete jednoduchy vzorec pro potencidlni energii :

Wy

= mgh

Neni tento vztah v rozporu s nasim poslednim vzorcem?
Ukazte si na cviceni, Ze nikoliv, a Ze jde pouze o jeho limitni tvar.
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A dile - zejména v teoretickych vypoctech se pro potencidlni energii vétSinou voli vychozi misto
v nekonecnu , tj. matematicky zapsano :

] — o0

V této limité je potom ve vztahu pro potencidlni energii druhy ¢len nulovy - zbavime se tak zavislosti na

pocatecnim stavu télesa (na jeho pocatecni poloze) a dostavame velmi jednoduchy tvar :

W (F) = — KM m
p(r ) = r gravitacni potencidlni energie (speciilni tvar)

Stanovme opét vyznam : je to prdce, kterou vykond gravitacni pole p¥i pohybu télesa 7z daného mista

r do nekonecna (a je také rovna praci, kterou musi nejprve vykonat vné&jsi sila pfi presunu

télesa opaCnym smérem - z nekone¢na do daného mista).

S vyuzitim posledniho vztahu miZeme nyni snadno zapsat piivodni vykonanou praci (vnéjsi silou) pfi

presunu télesa mezi dvéma misty :

_F.dF = - + = Wy(Fy) = Wy(F) = Wpy — W,

r

_[ - KMm KM m
) Ty

T

Prace poti‘ebna pro premisténi télesa mezi dvéma misty je tedy rovna rozdilu potencialnich energii

mezi témito misty. (Formdlné stejny vztah plati pfi jakékoliv volbé vychoziho mista 71 , dokazte sami.)

Casto pouzivanou veli¢inou v gravita¢nim poli je také :

p(r) = " gravitaéni potencidl

Vyznam gravitacniho potencidlu je opét velmi ndzorny : Je to potencidlni energie télesa jednotkové

hmotnosti - tedy prdce gravitacniho pole potiebnd k preneseni télesa jednotkové hmotnosti

z daného mista do nekonecna.

Pak 1ze zapsat vykonanou praci také pomoci rozdilu potencidlii mezi dvéma misty :

A = WpZ - Wp] = m(¢2 - ¢])

Porovnejte pfisti semestr tento gravitacni potencidl s potencidlem elektrostatickym, ktery je kvuli jeho

castému pouzivani v elektrotechnice samoziejmé daleko znaméjsi fyzikalni veliinou.

Dale zavedeme pojem kinetické energie.




Kinetickad energie

Nyni si budeme v§imat zmény pohybového stavu hmotného bodu, spojené s kondnim priace mezi dvéma

misty drahy. Nejprve upravime pohybovou rovnici :

F=mdi=m%
dt

Abychom dostali vztah pro elementarni praci, vyndsobime rovnici skaldrn€ diferencidlem pravodice:
F-df = m%.-df = mdv-v

K dpravé vzniklého skaldrniho soucinu na pravé strané pouzijeme vztah pro velikost vektoru :

2 .-
Ve = vy

Tuto rovnici derivujeme podle ¢asu, nebo jednoduseji diferencujeme :
2vdv = dv-v + v-dv = 2dv-v

Dostaneme :

vdv = v-dv

Coz dosadime do vztahu pro elementérni praci :

F-dF = mdv-v = mvdy

Aby bylo moZno jednoznacné stanovit souvislost s veli¢inami pfedchoziho odstavce, budeme déle

—

piedpokladat, Ze prace se opét kon4 v silovém poli gravita¢ni sily F .

Vyse uvedenou elementarni praci na diferencidlni drize dF necht tedy kon sila gravitaéniho pole a z

rovnice (z jeji pravé strany) vidime, Ze disledkem je vznik diferencidlu, tj. pfirastku rychlosti hmotného

bodu.

Konani price silovim polem ma tedy za nasledek zvySovani rychlosti télesa (predstavte si napiiklad

volny pad v gravitatnim poli Zemg).

Predpoklddejme konkrétné , e kondnim prace plsobici silou pole F' na néjaké drize mezi pociteénim

bodem 7‘} a koncovym bodem 72 se zvysi rychlost t&lesa (hmotného bodu) z hodnoty V ] na \72 .

Vykonand préce tedy bude (jeji oznaceni je ve shodé s oznaCenim prace gravitacniho pole v pfedchozim

odstavci o potencidlni energii) :

A= [F.drF

TR

Po dosazeni za elementdrni praci mizeme lehce provést vypocet urcitého integralu :

G V2 V2
f o Fodi = _ = om|L02] = L2 - L2
A —j F-dr = ~[mvdv—m_[vdv—m[zv ., = 5 mv > mvy
0 v Vi
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Vidime, Ze stejn¢ jako u potencidlni energie, ani tato prace nezavisi na tvaru drahy , dokonce ani

nezavisi_na poloze pocatecniho a koncového bodu drihy - dileZity je pouze pocatecni a koncovy

pohybovy stav télesa (pocatecni a konec¢na rychlost).

Muzeme konstatovat, Zze vykonand price je opét uskladnéna, zakonzervovana , tentokrit ovSem

v pohybovém stavu télesa — a to ma tedy v tomto stavu opét schopnost vykonat stejné velikou praci (pfi
ndvratu do piivodniho pohybového stavu, tj. pfi zabrzdéni télesa).

Tato schopnost télesa vykonat praci , spojend s jeho pohybovym stavem se pak nazyva kinetickd

energie télesa. Abychom, stejné jako u potencidlni energie, vyloucili zdvislost na po¢atecnim stavu télesa

(nyni pohybovém), predpoklddejme poéatecni nulovou rychlost (v; = 0). Potom je druhy ¢len na pravé

stran€ roven nule a kinetickd energie je tedy definovédna jednoduchym vztahem :

_ 1 2
Wk( V) ) my kinetickd energie (hmotného bodu)

Kvuli zdsadnimu vyznamu této veliciny opét zopakujme : Kinetickd energie je definovdna jako prdce,

kterou téleso (hmotny bod) hmotnosti m vykond, kdyZ bude zabrzdéno z rychlosti v do
klidového stavu (a kterou néjaka pusobici sila, napiiklad silové pole, musi nejprve vykonat

pii uvedenti télesa z klidu do pohybu touto rychlosti V).

Pozn. : Nyni, pfi znalosti kinetické energie, uz jist¢ rozumime pozadavku na velmi pomalé posouvini télesa na drize

pti definici energie potencidlni.

S vyuzitim veli¢iny kinetické energie pak také mizeme piepsat vztah pro praci piusobici sily (silového

pole) do tvaru :

r
’ — — 2 2
A = jF-dr = émvz — émvj = Wi(vy) = Wi(vy) = Weo — Wy
]

Priace potiebna pro premisténi télesa mezi dvéma misty (pisobici silou - silovym polem) je tedy

rovna rozdilu Kinetickych energii mezi t€émito misty.

7 predchoziho odstavce ale také vime, Ze praci pii premisténi télesa lze rovnéz vyjadfit rozdilem

potencidlnich energii mezi t¢mito misty ..... aZ nyni tedy vlastné¢ matematicky uplatnime ptedpoklad, Ze

téleso se pohybuje v silovém (gravitacnim) poli :

r r
A, - J.F dl_’: - Wk2 - Wk] - —A - —I—F d? - Wp] - sz
’7] ’71



Dostavame tak vztah pro potencidlni a kinetické energie hmotného bodu v po¢ate€nim a koncovém bodu
dréhy :

Wio = Wi =W, = Wy

Po preskupeni ¢lenti vznikne velmi zdsadni rovnice pro soucet obou energii v téchto bodech :
Wp] + Wk] = sz + sz

Pocatecni a koncové body drahy, stejn¢ jako drdha sama, jsou ovSem v prostoru (v silovém poli) obecné

zcela libovolné , potom tedy miiZeme konstatovat, Ze :

Soucet potencialni a Kkinetické energie ma v jakémkoliv misté

konzervativniho silového pole stale stejnou hodnotu .

Tento soucet se nazyva celkovd mechanickd energie a dospé€li jsme tak k velmi dulezitému zdkonu

mechaniky :

W =W, + W, = konst.

zakon zachovdni celkové mechanické energie

Uvedeny zdkon byl odvozen pro hmotny bod , plati ovSem i pro vSechny hmotné objekty (které jsou

vlastn¢ z hmotnych bodl — atomt - sloZeny).

Jedinym predpokladem zakona zachovani energie je konzervativni silové pole.

Kromé gravitacniho pole je konzervativni také pole elektrostatické a pole pruznych sil , vypocty

v téchto polich jsou tak diky platnosti zdkona zachovani mechanické energie velmi pohodlné.

Konzervativnost bohuzel nejevi napiiklad pole magnetické a pole tiecich sil.

Dulezitost konzervativnosti silového pole podtrhuje jest¢ nasledujici kratky odstavec .

Dalsi vilastnosti konzervativniho pole

Vime uZz, Ze v takovém silovém poli nezavisi vykonand prace pfi pfesunu télesa z mista 77 do mista r»

na tvaru drahy. Jestlize tedy zvolime dvé ruzné drahy (kiivky) s§; a s, spojujici oba body (viz obr.),

pak musi byt prdce na téchto drahach naprosto stejné :
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nezavislost prdce na drdze

r Ty
[ Fedi + [F-df =0
ri(s;) F2(85)

Nyni 1ze oba integraly na levé strané rovnice secist (spojit) do jediného integrdlu po vysledné kiivce,

sloZené z obou jednotlivych kiivek § = §; + s> (jde o tzv. uzavienou krivku a integrdl ma

specidlni oznaceni) :

§ﬁ-d7=0

S:S]+ S

integrdl po uzavieni kiivce s

Protoze ob¢ ptivodni kiivky byly libovolné a spojovaly libovolné dva body, plati integral pro jakoukoliv

uzavienou kfivku v prostoru silového pole a nepiSeme proto Zadné oznaceni této kiivky :

§F-d7 =0

celkovd prdace na_libovolné uzaviené drdze (je nulova)

Slovni vyjddreni : Celkovd vykonand prdce na uzaviené drdze (pti obéhu uzaviené kiivky, tj. pfi navratu

do vychoziho mista ) je nulovd.

Pozn. : Pritom samoziejmé na nekterych Castech drahy je vykonana prace kladnd a na jinych ¢astech drahy je zdpornd)

Tento vztah po mnoho staleti velmi znesnadioval nadSenym vynélezcim konstrukci mechanického vééné

pracujiciho stroje - perpertua mobile (1. druhu).
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V konzervativnim elektrostatickém poli je vySe uvedeny vztah zdkladem Kirchhofova zdkona o ob¢hu

uzaviené smycky elektrického obvodu (soucet napéti zdrojii a Gbytkl napéti na odporech je nulovy —
nebot’ v§echno to jsou price v elektrickém poli, kladné ¢i zdporné).

V termodynamice maji podobnou vlastnost stavové veli¢iny (to jsou stavové proménné jako tlak, objem,

teplota, ale jde hlavné o stavové funkce jako je vnitini energie, entropie, entalpie, volnd energie, atd.,

obecné termodynamické potencidly), uzavienou kiivkou zde ovSem neni skute¢nd draha v prostoru, ale

stejn¢ geometricky uzaviend kiivka kruhového déje v grafu stavovych proménnych (napiiklad v pV-

diagramu).

V piistim semestru (FYA2) si jest¢ ukazeme dalSi vztahy , ve tvaru diferencidlnich operdtorovych rovnic

pro intenzitu a potencidl elektrostatického pole, které jsou ekvivalentni vySe uvedenym integralnim

vztahim :
E = —gradg
rotE = 0

V nasem gravitacnim poli pak plati analogické rovnice pro gravitacni intenzitu (nebo silu) :

K = —grade
rotK = 0
konec kapitoly K. Rusiak, verze 02/2006
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