Inercialni a neinercialni soustavy

Vratme se nyni k relativnim pojmtm klidu a pohybu obsazenym v Newtonov¢ zdkonu setrvacnosti, které

zaviseji na volbé vztazné soustavy souradnic.

Predstavme si dva kartézské soufadné systémy S a S’, které se vici sob& pohybuji né&jakym

jednoduchym zpiisobem - napiiklad tak, Ze § je v klidu (va&i ndkresné) a S’ se pohybuje smérem

(Sikmo) vpravo, pticemz jejich osy zlstdvaji stile rovnobézné (tak vypadd posuvny pohyb , nebo-li

translace ).

V obou téchto systémech pak budeme sledovat jeden a tentyZ hmotny bod m , ktery se zcela nezavisle

na soufadnych systémech pohybuje v prostoru (viz obr).
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Na obrazku jsou vyznadeny tfi polohové vektory :

F=(x,92) priivodi¢ hmotného bodu v soustavé S
P=(x,y,7) priivodi¢ hmotného bodu v soustavé S’
R = (R, ,Ry, R,) priivodi¢ bodu O’ v soustavé S

Vidime, Ze zfejmé plati :

vztah mezi privodili v soustavé S a S’




Proved’'me derivaci této rovnice :

di _ dF | dR
dt dt dt
A uvazme vyznam vzniklych ¢leni :
r =
dr rychlost hmotného bodu v soustavé S
a7 dTF
a - a Y rychlost hmotného bodu v soustavé S’
dR —
dr undsivd rychlost soustavy S’ (vzhledem k S)

Nézev unésivé rychlosti pochdzi z popisu situace, kdy je hmotny bod v klidu v soustavé S’ (napf. sedici

cestujici ve vozidle), ale stejné se pak pohybuje vici soustavé S , protoze je ¢arkovanou soustavou

(vozidlem) ,,unasen” rychlosti u .

Pozn. :

PovSimnéte si také ve druhé rovnici toho detailu, Ze rychlost v ¢arkované soustavé musi byt samoziejmé pocitana

z méfeni v této soustave, tj. Ze prirtstek drahy (jeho tii soufadnice) musi byt zméfen na osich této soustavy , a proto je

vs w2z

piislusny matematicky vyraz — diferencidl ¢arkovaného privodice - oznacen jesté dal$i ¢arkou, jako diferencidl

definovany (méfeny) v soustavé S’. Zobrdazku je dobfe vidét, Ze rovnost obou diferenciali (¢irkovanych a

nec¢arkovanych, métenych v S av .S’ ) nastane pouze za podminky rovnobéznosti souradnych os obou soustav, coz

je préaveé pripad naSeho posuvného pohybu soustavy S’ (pokud by ovSem soustava S’ konala napiiklad rotadni

pohyb, byla by situace uplné jind - viz vyklad na zavér této kapitoly).

Pak tedy pro rychlosti hmotného bodu plati podobnd rovnice jako pro privodice :

- —7 -
V="V +u vztah mezi rychlostmi v soustavé S a S’

Dalsi derivaci pak dostdvame vztah pro zrychleni:

dv - & di

dt dt dt

Vyznamy jednotlivych ¢lenti rovnice budou analogické :
& _ g , )
dr zrychleni hmotného bodu v soustavé S
& _ . ) ,
dr zrychleni hmotného bodu v soustavé S
di _ & , s
ar — Yu undsivé zrychleni_soustavy S




Pro zrychleni hmotného bodu plati potom rovnice :

— —/ —
a=a + a, vztah mezi zrychlenimi v soustavé S a S’

Ziskané vztahy vyuZijme déle pro rozbor dvou zdkladnich pfipadi pohybu soustavy S’ :

1) rovnomérny piimodcary pohyb soustavy S’

Unaésiva rychlost je v tomto piipadé konstantni :

u = konst.

Uvazme pak situaci, Ze v soustavé S pro n&jaké t€leso plati 1. Newtoniv zdkon - tedy Ze se toto téleso

bez pusobeni sil pohybuje v soustavé § rovnomérnym pifmocarym pohybem, nebo je v klidu. Jeho
rychlost je tedy konstantni , véetné nuly :

Vv = konst.

Z vyse uvedenych pievodnich vztahl pro rychlosti mezi obéma soustavami pak plyne, Ze rychlost télesa

v soustavé S’ bude také konstantni — to znamend, Ze i v této soustavé se téleso pohybuje rovnomérnym

pfimocCarym pohybem, nebo je v klidu :

V. =V — u = konst.

Zakon setrvacnosti tedy plati v soustavé S . i v soustavé S’.

Takové soutadné soustavy se pak nazyvaji inercidlni (inercie = setrvacnost).

Nalezneme nyni konkrétni matematicky transformacni vztah mezi soufadnicemi inercidlnich soustav.

Vyuzijeme nejprve vySe odvozenou obecné platnou rovnici pro pruvodice :

—

F =7 + R
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Jestlize pfijmeme ¢isté formdlni piedpoklad, Ze soustava S je ,prvotni“ (,stara) a soustava S’ je

,druhotna“ (,,nova*), pak by v pfevodnim vztahu mély stit ,,nové souiradnice* na levé strané rovnice :

-/ g

r =7 — R

Vektorovou rovnici miZzeme rozepsat do tif rovnic skaldrnich :

X =x — R,
Y =y - R,
7 =z - R,



Unésiva rychlost soustavy S’ je vlastné rychlosti pohybu jejitho pocdtku O’ v soustavé S. Uvazme

déle, Ze tento pohyb je moZno rozlozit na tf1 jednoduché pohyby na soufadnych osach x, y a z (viz

odstavec ,,Kinematika hmotného bodu‘) a Ze konstantni unasiva rychlost znamena konstantni soufadnice

jejiho vektoru - a tyto soutfadnice uddvaji jednotlivé konstantni rychlosti pohybl na téchto osich :

u = (ux,uy,uz)

Na kazdé soufadné ose soustavy S se tedy déje oby¢ejny pFimocary rovnomérny pohyb , jehoZ rovnice

je nejstarsi fyzikalni rovnici, kterou znate : § = V-7

Tento jednoduchy vztah plati ovSem za piedpokladu , 7e v ¢ase ¢ = 0 je drdha nulovd, tj. Ze bod O’

je v misté bodu O , jinak fe€eno - 7¢ v_nulovém &ase obé soustavy splyvaji . Potom tedy pro vSechny

tfi soufadnice bodu O’ v soustavé S - tj. pro vykonané drahy na soufadnych osich x,y, z, bude :

R, = u,-t
Ry :uy-t
RZ = u,-t

Tyto tii skalarni vztahy miZe také ptipadné nahradit jedna vektorova rovnice (ale dile ji nepouZijeme) :

R =u-t

Kdyz ziskané skaldrni vyrazy dosadime do obecnych rovnic, vzniknou hledané konkrétni transformacni

vztahy mezi obéma inercidlnimi soustavami :

/

X =X —u,-t
/’

y =y —uy-t Galileovy transformace
/’

T =2 = Uyt

Nebo vektorove :

—/

F =7 + u-t
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K tomu pfistupuje ,,samoziejmy‘‘ vztah mezi Casy :

’

r =1

Pro obrdceny pievod soufadnic, z nové soustavy S’ do staré S , je pak vhodné, aby na levych strandch

transformacnich rovnic byly soufadnice necarkované :

=X + u,-t

=y + wuy-t

’
= Z +uZ-t

’

=1

Galileovy transformace obrdcené (inverzni)

A




Pozn. : Tyto transformacni rovnice, které jsou zfejmé neoddélitelné spojeny s principy klasické mechaniky, byly zdsadné
poptfeny Einsteinovou (specidlni) teorii relativity a nahrazeny v ni jinymi vztahy pro inercidlni systémy, tzv.

Lorentzovymi transformacemi.

Prozkoumejme ddle také platnost 2. Newtonova zdkona v soustavé S’. Piedpoklddejme tedy, Ze pro

hmotny bod v soustavé S jiZ neplati zdkon setrvacnosti, ale Ze se pusobenim né&jakych téles zacal

pohybovat podle zdkona sily :

—

F =m-a

A podivejme se, zda bude tato rovnice platit i v ¢arkované soustavé. Pfi konstantni undSivé rychlosti

soustavy S’ je ovSem jeji unésivé zrychleni nulové :

59— du _ d —
a, =", dt( konst ) = 0

A z ptevodnich vztaht plyne rovnost zrychleni hmotného bodu v obou inercidlnich soustavach :

—/

Pohybova rovnice v S’ ma4 tedy tvar :

— —
—/

m-da =m-(da —a,)=mad=F =F

Vidime jasné, Ze v obou soustavach jsou stejnd zrychleni i stejné pusobici sily.

Pohybova rovnice plati tedy v nezménéném tvaru v kazdé inercidlni soustavé — tj. je (formalné) stejna

ve vSech inercialnich soustavach .

Jeste jinak feceno :

Pohybové rovnice jsou invariantni vuci Galileové transformaci.

Tato skvéld vlastnost pohybovych rovnic, kterd velmi zjednoduSuje matematické vypocty a umoZziuje

také jinou, elegantni definici inercidlnich soustav — jako soustav, ve ktervch plati Newtonovy zakony ,

vSak zcela znemoziiuje nalezeni oné zdkladni, vyzna¢né inercidlni soustavy, piedpoklddané Newtonem —

tj. absolutniho prostoru .

Nyni diskutujme druhy dileZity pfipad pohybu soustavy S :

2) nerovnomérny kiivocary (posuvny) pohyb soustavy S’

UnéSivé rychlost soustavy S’ je nyni obecné proménnou veli¢inou, tj. mize se ménit jak velikost , tak

také smér a orientace jejiho vektoru :

u # konst.




Soustava S’ se tedy pohybuje nerovnomérnym kFivoéarym pohybem vic¢i inercidlni soustavé S

(pozor - stale to musi byt translace — posuvny pohyb , pfi kterém osy soustavy zachovavaji sviij smér -

to je prece nutny predpoklad platnosti pouzivanych transformacnich vztahi).

Pozn. : O translaci, ptipadné rotaci se mluvi zejména pii popisu obecného pohybu pevnych téles , ostatné kazda soustava

souiadnic je vZdy spojena s néjakym hmotnym télesem , jak si uvédomime pozdé&ji ve specidlni teorii relativity.

Jina definice popisuje translaci jako takovy pohyb, pfi kterém vSechny body télesa (zde soufadnych os) se pohybuji

po geometricky stejnych drahach .

Nazorné si mizeme translaci predstavit jako napfi. pohyb kurzoru pocitac¢ové mysi na obrazovce, lodicky na Ruském

kole, balistického kyvadla, auta po kiivocaré draze — nesmélo by se ale v zatdckach natdcet do sméru svého pohybu.

Pti kfivoCarém pohybu ¢arkované soustavy je ovSem jeji undsivé zrychleni nenulové :

~  _ du
Clu—zio

Potom i v ptipadé konstantni rychlosti néjakého télesa v soustavé § - tj. jestlize by v S pro toto téleso

platil zdkon setrvaénosti - podle obecnych pfevodnich vztaht ale v soustavé S’ rychlost télesa uz

konstantni nebude :

—/

V. =V — u # konst.

Zakon setrvacnosti tedy v S’ neplati , ¢arkovand soustava je nyni neinercidlni soustavou a protoze je

unasivé zrychleni nenulové , bude zrychleni hmotného bodu v soustavé S’ odlisné od zrychleni v S :

-7 - -
a =a — a,

A pohybové rovnice v S’ md potom tvar :

—/ —

m-d’ =m-(d —ada,)=m-da—m-a, =F + F¥ = F

V neinercidlni soustavé jiz tedy pohybova rovnice neni invariantni , nebot’ zménila sviij tvar — na

jeji pravé stran¢ se krom¢ puévodni pusobici sily objevuje nova sila zdvisejici na unasivém zrychleni

soustavy :

F% — —m. 7 . L o y
F m-a, setrvacnd sila (v neinercialni soustave)

Tato sila vlastn¢ nuti téleso pokracovat, setrvavat v pivodnim pohybu, nevyjadiuje vSak pusobeni
zadného dalsitho hmotného objektu (tak jsou definovany skute¢né sily v Newtonovych zdkonech), proto

se setrvacna sila také nazyva silou zdanlivou , nebo fiktivni .

Je to ovSem sila naprosto redln¢ pusobici, jak kazdy z nds sdm na sobé& pocituje ve zrychlujicim nebo

brzdicim dopravnim prostfedku. (Pavod této sily vysvétluje Obecnd teorie relativity.)



Celkem tedy : V inercidlnich systémech vzdy invariantni pohybova rovnice, kterd ma na pravé strané

pouze skutecnou silu, v neinercialnim systému neplati !

Abychom ziskali platny matematicky vztah , musime na pravou stranu rovnice pridat k ptivodni skute¢né

sile jeste silu setrvacnou :

"y — - -
. = = * . . . ..y v
m-a r F+ F pohybovd rovnice v neinercidlni soustavé

Nezapomenime, Ze vztah pro setrvac¢nou silu byl odvozen za predpokladu nerovnomérného kiivocarého

pohybu neinercidlni soustavy S’ . MiZeme proto dobie uplatnit znalosti z kinematiky o zrychleni

takového pohybu a o jeho rozkladu na tecnou a normélovou slozku :

a) Jako specidlni ptipad pohybu neinercidlni soustavy S’ lze vy¢€lenit (translatni) rovnomérny

krivocary pohyb, ktery se kond s konstantni velikosti (ale s proménlivym smérem) unésivé rychlosti:

u = konst.

Pii tomto pohybu sice neexistuje te¢né zrychleni , ale vZzdy je nenulové zrychleni dosti‘edivé, dané

zaktivenim drahy, které pak tedy tvoii celé unasivé zrychleni soustavy :

Ptisludnd setrvacnd sila md samoziejm¢e opacny smér (viz obrazek), odtud také jeji ndzev :

F, = —m-a, = —m-WXOXr

odstiedivd sila

Velikost odstedivé sily je ovSem stejnd jako velikost sily dostredivé :
2

%
F, =Fn=m-”7

b) V piipad¢ (translaéniho) nerovnomérného k¥ivoéarého pohybu soustavy S’ se jiZ bude ménit jak

velikost , tak také smér a orientace unasSivé rychlosti :

u # konst.

A krom¢ stéle existujiciho normélového zrychleni se objevi jesté navic te¢né zrychleni :

a, = a, + dar

Odstrediva sila tak bude doplnéna dalsi setrvacnou silou mifici proti sméru te¢ného zrychleni (viz obr.) :




7 Eulerova (setrvaénd) sila

Jeji velikost je samoziejmé stejné jako velikost te¢ni sily :

o _ du
F’Z' _FT —I’l’l'E

Z vlastni zkuSenosti (opét z dopravnich prostfedkl, které dokazi brzdit a zrychlovat i v zatdckéch)

muzeme jisté potvrdit, Ze ob¢ sily skutecné existuji (viz obr.).

draha

- oskulacni
kruznice \

¢) Nejjednodus§im (translaénim) pohybem neinercidlni soustavy S’ je nerovnomérné rychleny

primocary pohyb (je to ovSem také pouze specidlni ptipad nerovhomérného kiivocarého pohybu), ktery

je mozno charakterizovat proménnou velikosti unasivé rychlosti a jejim konstantnim smérem a orientaci

ve sméru pohybu na ptimce dradhy — coz lze formalné zapsat jako neménnost te¢ného vektoru :

u # konst. 7 = konst.

Unasivé zrychleni ma také smér ptimky dréhy :

= du
uT—dtT

Setrvac¢nou silu pak uré¢ime dosazenim tohoto zrychleni do zakladni definice :



F* = —m-d, = —m-4.7
u dt

A je ziejmé, Ze se vlastn€ principidlné jednd o te¢nou Eulerovu setrvacnou silu .

V nejobecnéjSim pripad€ je oviem pohyb neinercidlni soustavy S’ (stejné jako obecny pohyb t&lesa —
J pony y Jne J Yy pohy

viz kapitola ,,Dynamika tuhého télesa™) vzdy vytvafen spojenim pohybu transla¢niho s pohybem

rotaénim . Proto na zavér prozkoumdme jesté tieti zakladni piipad pohybu neinercidlni soustavy S :

3) rotaéni pohyb soustavy S’

Ptredpoklddejme, Ze inercidlni soustava S je v klidu v0&i ndkresné a neinercidlni soustava S’ se otaéi

tihlovou rychlosti @ kolem spoleénych 0os 7z = z’, pfiGemZ poéatky obou soustav splyvaji (O = O’).

Opét sledujeme privodice jediného hmotného bodu 71 v soustavé S i S’ . ProtoZe pocatky obou soustav

splyvaji, jsou tyto vektory totozné :

—/

F =71




Souradnice tohoto vlastné jediného vektoru jsou ovSem ruzné v obou soustavich, ale hlavné jsou riizné

jeho ¢asové zmény (pfirtstky), tedy i derivace podle casu v téchto soustavéch.

JestliZe si nejprve predstavime, Ze hmotny bod je vici ¢arkované soustavé v klidu (tj. je se soustavou S’
napiiklad pevné spojeny), pak ndm bude ziejmé, Ze je touto soustavou undSen a Ze spole¢né s ni kond

kruhovy pohyb . Jeho unésiva rychlost je tedy rovna obvodové rychlosti kruhového pohybu :

U = WXr
Obecné se oviem hmotny bod miize v soustavé S’ jesté navic pohybovat n&jakou rychlosti v, potom

podle principu sklddani rychlosti je jeho vysledna rychlost v klidové soustavé S rovna souctu obou

téchto rychlosti :

—

v = v + @OXFr

skldadani rychlosti v soustavé S

Rychlosti hmotného bodu jsou ovSem uréeny ¢asovymi piiristky — derivacemi - piisluSnych pravodicl
v obou soustavach :

dr_ 47 DX T
dt dt
Z diivodu rovnosti pritvodi¢i miZeme pak psat :
dr d’F

- = 20 DX T
dr g T OXr

Vytvofili jsme tedy rovnici platnou pro jeden a tentyZ vektor privodice ve dvou riznych soustavich,

inercidlni S a neinercidlni S’ , kterd vysvétluje ,.celkovy* piirtstek privodiée (Gasovou zménu,

derivaci) v inercidlni soustavé S jako soucet jeho vlastniho piiristku v S’ a pifristku od unasivého

rota¢niho pohybu v soustavé S’.

Posunout do pocatku mizeme ovSem vektor jakékoliv fyzikalni veliiny a tim se tento vektor dostane do
stejné situace jako privodi¢ a stejnym zpisobem (jako vektory) se budou sklddat jeho pfirtstky od

rota¢niho pohybu i od jeho vlastni zmény v S’

Dostaneme tak velmi obecny vztah mezi derivacemi libovolného vektoru A ve dvou riiznych vztaznych

soustavdch — v inercidlni S a v neinercidlni soustavé S, rotujici thlovou rychlosti @ :

dA d’

o 7+ WX A

Predstava, ze jakdkoliv vektorova fyzikdlni veli¢ina se chova stejné jako polohovy vektor z mechaniky je

ovSem ponckud nezvykld, celkem ale jde pouze o maximdln¢ ndzorné ,,odvozeni* obecného, velmi
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nendzorného vztahu z matematické analyzy, platictho pro libovolné vektorové spojité funkce, ktery

dokonce ani nepotiebuje predpoklad spolecnych pocatkti a rotac¢nich os obou soustav.

My tento vztah vyuzijeme pro vypocet zrychleni hmotného bodu v neinercialni soustavé . Nejprve ho

aplikujeme na vektor rychlosti v soustavé S~ :

dv’ dv’ —
=2V =¥ X
dt dt + Oxv

Na pravé stran€ rovnice hned dostdvame hledané zrychleni :

~r AV _ &

ey
- X
dr a  OXV

V prvnim ¢lenu na pravé stran¢ dosadime za ¢arkovanou rychlost z po¢ate¢niho zdkladniho vztahu pro

sklddani rychlosti a provedeme derivace podle standardnich pravidel pro derivace :

— Ay _pxF)— axy =Y _dbyr _ ax¥ _ oxi’
—dt(v OXT) OXV = — el WX — WXV

—/

Na pravé stran¢ rovnice vznikly nyni zndmé veliiny zrychleni , dhlového zrychleni a rychlosti

hmotného bodu v soustavé S, tedy nec¢drkované veli¢iny :
—/

i = G—EXF—@XV —@XV

A pro rychlost v § pouZijeme jeSté jednou vztah pro sklddédni rychlosti a provedeme rozndsobeni a

sdruzeni €lend v posledni rovnici :

—/

A = d—EXT—@X(V +OXT )—@XV = d — EXTF — @X(OXT) — 20XV

Po vynasobeni hmotnosti dostaneme ihned pohybovou rovnici v_rotujici soustavé :

— % —

= - — - = - - =k = sk ’
m-a = m-a—m-EXr—m-OX(WXr)=2-m-&xv' = F+F, +F, +F; = F

—

Vidime, 7e kromé skuteéné sily F' pisobici v inercidlni soustavé musime do pohybové rovnice

v neinercidlni rotujici soustavé zapocitat dalsi celkem tii zdanlivé sily :

— — o

F; = F, = -—m-&Xr Eulerova (setrvadnd) sila
— %k — %k - - -

F, = F, = -m-OX(0OXr) odstitedivd sila

Kromé¢ téchto dvou ocekdvanych a zndmych sil existuje jest¢ dalsi sila napohled ponékud

komplikovanych vlastnosti :

— % . N
F3 = FC = —2m-OXv Coriolisova sila
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Vzorec nam ukazuje, Ze tato sila se objevuje pouze v piipadé¢ vlastniho pohybu hmotného bodu

v neinercidlni soustave rychlosti, kterd neni rovnob&Zna s osou rotace (viz obr.).

osa rotace

Z divodu relativné malé velikosti Coriolisovu silu na povrchu Zemé v béZném Zzivoté piimo
nepocitujeme, piesto je to veli¢ina dobfe méfitelnd a za urcitych okolnosti mtize mit v néjaké technické
aplikaci vyrazny vliv.

(Muze naptiklad zptsobit vir vytékajici kapaliny, odliSného smyslu na severni i jizni polokouli, odklanét

dréhu padajici strely, stdcet rovinu matematického kyvadla ...)

konec kapitoly K. Rusiak, verze 03/2006
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