Kinematika

MoV

Tato védni disciplina popisuje a zkouma pohyb hmotnych téles, aniZ ji zajimaji pfi€iny tohoto pohybu.

Pojem hmotného bodu

Nazev hmotny bod (bodové téleso) pouzivime pro modelovy hmotny objekt (o hmotnosti m1), jehoz

rozmery (objem) jsou zanedbatelné malé, matematicky nekone¢né malé.

Zavedeni polohového vektoru

Jestlize v dané kartézské soustavé soufadnic ma hmotny bod okamzitou polohu (v Case t) :
A=(xyz),

potom definujeme polohovy vektor (priwvodic) tohoto hmotného bodu jako vektor s pocdtecnim bodem

v pocdtku O soustavy soufadnic a s koncovym bodem v mist¢ A hmotného bodu (viz obr.) :

Pro matematické vyjadieni polohového vektoru pak mizeme vyuzit libovolnou ze tfi standardnich

moznosti zdpisu vektort, které znite z matematické analyzy :
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r=(x1y12) zdpis privvodide pomoci souvadnic
r=xio+yj+zk zdpis priivodice pomoci sloZek
r=1r-r zdpis priivodice pomoci jednotkového vektoru

Pro vyse pouzity jednotkovy vektor pruvodice plati rovnéZ zndmé vektorova rovnice :

jednotkovy vektor priwvvodice

A také velikost priivodice musi byt v souladu s obecnymi vztahy pro vektory :

- [ 22 2 . o
|r | =T =Xty +2 velikost privodice

V kinematice vzdy sledujeme pohyb hmotného bodu po né&jaké draze s , hmotny bod tedy méni

v prub¢hu casu svoji polohu, méni se proto i jeho polohovy vektor — potom vSechny vySe uvedené

veli¢iny musi byt jednoznacné definovany v kazdém casovém okamziku - jsou to tedy funkce casu
( vektorové funkce, pouze v ptipadé velikosti pruvodice funkce skalarni ).

Kdyz pak dokdZzeme nalézt polohovy vektor jako takovou funkci (a tento problém fesi dynamika) :
Fo=7(t)=x(t)0 + yt) ]+ 2t)k

Znamena to vlastn¢ nalezeni parametrickych rovnic drahy pohybu :

x = x(t)
= y(t) parametrické rovnice drdahy
z =2z(t)

To je prvni vyhoda pouZivani polohového vektoru hmotného bodu. Druhou a hlavni vyhodou je vSak

moznost ,.kompletné* vyjadiit zdkladni kinematické veliCiny - rychlost a zrychleni pohybu - jako

veliCiny vektorové :

Ptipomenime si ale nejprve, co znéte ze stfedni Skoly o definici rychlosti : Je to podil velikosti (délky)

As casti drahy (dseku, elementu dréhy, viz obr.) a ¢asu (Casového intervalu) A7 , za ktery hmotny bod

uvedenou drdhu urazi, tedy :

As
y = —
At




Podil téchto veli¢in 1ze dobie popsat jako drdhu probehnutou za (zvolenou) jednotku casu. Je to vlastné

slovni vyjadreni této veliCiny . Rychlost je (¢iselné) rovna drdze (velikosti, délce drihy) vykonané (urazené,

ubéhnuté) za jednotku casu.

As

Pouzity symbol (A4)u drdahy a ¢asu — velké fecké pismeno delta — se vzdy pouziva k oznaceni zvolené

¢asti n¢jaké veliCiny (jinak feceno intervalu , iseku , elementu ).

U veliCin, které jsou matematickymi spojitymi funkcemi, je pak vhodnéjsi pouZzit termin zména veliiny
— ptipadné piiriastek nebo ubytek této veliciny.

To je také piipad délky vykonané dréhy, kterd je zfejmou (rostouci) spojitou funkci ¢asu :

s = s(t)

A proto jeji libovolnd ¢ast (dsek) je pifrustkem této funkce za zvoleny Casovy interval At = t, — ¢, ,

tj. je rovna rozdilu hodnot funkce v koncovém a pocate¢nim bod¢ tohoto ¢asového intervalu :

As = s(ty,) — s(t;) =5, — 5

Nebo v pon¢kud obecnéjsi formé, bez pouZiti index :

As = s(t+A4t) — s(t)

Zvolena cast veli¢iny — v naSem piipad¢ dsek néjaké drahy - miZe byt libovolné velikou ¢ésti celé drahy

(a tfeba i1 drdha celd). Pak ovSem vypocitand rychlost je spojend s celym takto vybranym tsekem — je to

prumérnd rychlost na tomto tseku drahy. (Napiiklad na stokilometrové drdze z Plzn& do Prahy nds mohou zajimat

pramérné rychlosti na usecich délky nékolika kilometri, desitek kilometru, i na celé draze.)

Pozn. : Pismeno § se tedy pouziva k oznaceni probéhnuté délky drahy, i k oznaceni geometrické
kiivky této drahy.

Veli¢ina primérna rychlost tedy hodnoti rychlost hmotného bodu na celém useku drahy As , ale vibec

nic nam nefikd o ,,Jokdlnim* pohybovém stavu v jednotlivych mensich dsecich této drahy.

Pro detailni popis pohybu se proto zavadi dalsi veliCina - okamZitd rychlost - kterd ma ziejmy smysl

rychlosti v daném ¢ase . V ur¢itém casovém okamziku je hmotny bod také na urcitém misté drihy, tj.

v n¢jakém jejim bod¢.



Vs w2

Pro vypocet takové rychlost pak ale jisté volime co moznd nejmensi ¢ast drdhy — o délce fddoveé metry,
spiSe vSak decimetry, centimetry, milimetry.....a potom musime vyd¢lit tuto drdhu piisluSnym casem
potfebnym k jejimu probéhnuti - ten bude urcité také velmi maly .

Abychom se pfibliZili geometrické predstavé bodu dréhy, ve kterém urcujeme rychlost - jako nekone¢né

malého objektu - m¢l by byt zvoleny tsek drdhy vlastn¢ také nekone¢né maly, tedy ,,prakticky*

nulovy - stejn¢ jako potiebny Cas.

Nulové hodnoty ovSem do vztahu pro rychlost nemtiZzeme piimo dosadit, protoZze zlomek by nemél smysl

- budeme se proto k nulové draze a nulovému Casu tedy pouze pfiblizovat — a diky matematické analyze

se k nim mzeme pfiblizit nekonecné blizko .

Shrame tyto vuvahy :

Pro vypocet okamzité rychlosti pouZijeme stejny vzorec jako pro rychlost prumérnou, tj. bude to podil

¢asti drdhy a Casu potfebného k jejimu vykondni. Do tohoto vzorce v§ak budeme (myslenkov€) postupné
dosazovat stidle mensi a mensi useky dréhy, co nejvice se piibliZujici k nule (a ptislusSné Casy, které se
také budou blizit k nule). Vysledkem bude fada — posloupnost - hodnot rychlosti, které se budou

ptibliZzovat k n¢jaké mezni hodnoté - k nasi pozadované okamzité rychlosti.

Pro tuto mezni hodnotu se v matematice pouzivad pojem limifa a jeji hodnota (a podminky procesu jejiho

vytvareni) se formaln¢ zapisuje standardnim zptisobem :

V piipadé existence funkci v Citateli a ve jmenovateli vyuzijeme ovSem znalosti pfirtistkll téchto funkci :
s(t+At) — s(t)

. . s(t — §(t
v = lim = lim (%) (1)
At =0 At > t, — 1

Pfi tomto procesu piibliZzovéani k mezni, limitni hodnoté nabyvaji tedy Casti veli€in v Citateli 1 jmenovateli
zlomku velmi malé hodnoty. Nejsou piimo nulové, ale k nule se pfiblizuji libovolné€ blizko — jsou to tzv.

nekoneéné malé hodnoty .

K pojmenovéni takové nekonecné malé Césti urcité veliCiny se pak pouzivd matematického pojmu

diferencidlni (elementdrni) cdst (interval, dsek, veli¢ina, element), nebo jednoduSe diferencidl , zejména

je-li tato veli¢ina spojitou matematickou funkci nebo jeji spojitou proménnou.

K oznaéenf diferencialfl pouzivime pismeno d, nékdy O nebo 0 a z predeslého textu je ziejmé, Ze
mohou byt také napsany jako limity :

ds = lim As = lim (s(t+A4t) — s(t)) = lim (s(t,) — s(t;))

At—0 At—0 t, >t

At—0 I, =1

OkamZita rychlost bude tedy definovéana jako podil diferencidlnich ¢asti (diferencidlti) drdhy a ¢asu :



okamZitd rychlost (velikost)

At—0 At dt

Matematicky postup ptiblizovéani se k limitni hodnoté podilu useku drdhy a ¢asového intervalu ale nic

neméni na smyslu tohoto podilu — kazdy ¢len fady, i sama limita, ma stdle vyznam velikosti (délce)
drdhy probéhnuté za jednotku cCasu.

Tedy okamZitd rychlost hmotného bodu vyjadiend jako podil diferencidlnich ¢asti drdhy a ¢asu ma stejny

smysl jako primérna rychlost — je rovna draze (délce, velikosti drahy) urazené za jednotku ¢asu - ale
je definovana v daném misté drahy, tj. v daném case.
VySe jsme jiz uvazili, ze délka vykonané drahy je spojitou funkci ¢asu a také nezdvisle proménnd — ¢as —

je samoziejmé ekvivalentni spojité funkci, proto je tato okamZitd rychlost podilem skutecnych (uplnych)

diferencidli (funkci) a mize byt chdpdna jako casovd zména (piirustek) délky drédhy za jednotku Casu.

Pro prakticky vypocet je potom nejdulezitéjsi, Ze vytvoiend definice okamzité rychlosti je soucasné

také matematickou definici derivace (délky) drdahy podle casu :

ds d
Vv = — = —§(t
dt dt()

Samoziejmé vim, Ze jsem piedchozimi tadky lehce znudil ty z vas, ktefi uz zcela bézné derivuji a
integruji, chtél jsem ale zopakovat pro fyziku dileZité pojmy jako pfirtistek funkce a diferencidl , které
déale pouZijeme u funkce vektorové, a chtél jsem také zduvodnit , pro¢ fyzikové derivaci funkce Casto

rad¢ji nahrazuji podilem diferenciali , ktery ma obecnéjsi platnost .

Uz v termodynamice pozndte, Ze opravdu existuji fyzikalni veli€iny, kterd jsou sice nekonecné malé, ale
nejedna se o skute¢né diferencidly funkci - z jednoduchého divodu, Ze piislusné funkce prosté neexistuji.
Takové je napf. teplo dQ potiebné k (nekone¢n€) malému ohiati plynu - nelze totiz najit funkci Q
(stavovych veli¢in plynu), kterd by popsala celkové ohtati plynu, protoze toto teplo zavisi také na
konkrétnim termodynamickém procesu ohfevu. Pfi exaktnim popisu se pro tuto veli¢inu pouZziva také

odli$né oznaceni — Q - je to tzv. nedplny diferencidl . Zavérem tedy shrneme :

Na formalni znak derivace — tj. zlomek s diferencialnimi veli¢inami - miiZeme vZdy pohliZet jako na
skuteény podil (skuteény zlomek) dvou (nekonecné) malych velicin, ale ne vzdy se také jedna o

matematickou derivaci.

Nyni se uz podivejme, jak lze definovat okamzitou rychlost pomoci polohového vektoru :

Jde totiZ o to, Ze okamZitd rychlost je typickd fyzikdlni yektorovd veli¢ina - tj. ma nejen velikost — tu

jsme jiz stanovili - ale ma také urCity smér (a orientaci).




Veskerd lidskda zkusSenost s mechanickym pohybem nds pfitom ptesvédcuje, Ze (okamzitd) rychlost ma

vzdy smér teény drahy v daném misté. Jak ale nalezneme jeji souvislost s polohovym vektorem

hmotného bodu ?

Jiz pfti definici pruvodice jsme si uvédomili, Ze privodi¢ neni néjaky konstantni vektor, ale Ze se jednd o

vektorovou funkci Casu, nebot’ s hmotnym bodem, pohybujicim se po néjaké draze, se také soucasné
pohybuje koncovy bod tohoto vektoru.

Tak jako jsme vySe definovali zménu ,,0bycejné* skalarni funkce pomoci rozdilu jejich hodnot

v kone¢ném a v pocdteénim bod¢, miZeme stejné definovat zménu (pFiriistek) vektorové funkce —

naseho polohového vektoru — tato zména bude ovSem také vektorova veli¢ina :

Ar = r(t+A4t) — r(t) =r(t,) —r(t;) =r, — r pFiristek (zména) privodice

Nasledujici obrazek nam ukazuje, Ze tento vektor je se€nou drahy hmotného bodu mezi misty 7, a 7, .

Je ztejmé, 7e délka seCny je velikosti tohoto vektoru a Ze se piiblizné rovna délce ¢asti drahy mezi

obéma uvazovanymi misty :

|A17| = As

Rovnost je tim 1épe splnéna, ¢im je secna kiivky kratsi a zfejmé tedy plati pfesné v limité pro nekonecné
maly Casovy interval At , kdy oba krajni body se¢ny splynou do jednoho bodu - se¢na potom piejde na

te¢nu krivky v tomto bodé.
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Pak se vektor piiriistku pravodice blizi nule a vznikd vlastné diferencidl této vektorové funkce :

dr = lim Ar

A0 diferencial pritvodice




Také je mozno formdlné napsat :

dr = r(t+dt) — r(t)

V tomto meznim piipadé, kdy se seCna zméni na tenu, splyva diferencidl privodice s diferencidlnim
elementem drdhy a oba tvofi nekone¢né¢ malou ¢ast drahy hmotného bodu - jejich velikosti jsou tedy

shodné :

|dF| = ds

A je také zfejmé, Ze oba tyto diferencidly jsou také ¢asti primky tecny — mohou byt tedy zakresleny jako

dvé (nekone¢né malé) shodné viseCky — ale diferencidl pruvodice je navic vektor, tj. orientovand tsecka

(ve sméru pohybu hmotného bodu) - Casto se také nazyva orientovanym elementem drahy a k jeho

oznaleni se milZe pouZit stejné pismeno, jako je oznaceni kiivky ( s , nékdy také /) :

orientovany element (kiivky) drahy

Tecna (a také normdla) je v kazdém misté kiivky jednoznaéné definovdna (jeji vypocet je matematicka

zalezitost), proto u drdhy hmotného bodu vZzdy mulzeme pocitat s existenci jednotkového tecného

vektoru T (orientaci volime ve sméru pohybu, viz obr.), sjehoZ pomoci lze standardné vyjadiit

diferencidl privodice — orientovany element drahy :

dr = |dr|-7 = ds-7

Nyni se vratime k vektoru okamZzité rychlosti , ktery rovnéz lezi na tecné drdhy , a lze ho tedy také

vyjadfit pomoci jednotkového tecného vektoru kiivky a zndmé velikosti okamzité rychlosti :

_ds
dt

JestliZze je mozno zachdzet s derivaci funkce jako s obyCejnym podilem diferencidlli, proved'me tedy

vV =v-T T
naznacené nasobeni :
_ ds _ ds-T
V= —-T =

dt dt

Podle horni rovnice v ramecku vSak nyni vznikl v Citateli diferencidl privodice a dostdvame tak velmi

efektni moZnost piimé exaktni definice vektoru okamzité rychlosti pomoci privodi¢e hmotného bodu :

dt A0 At okamZitd rychlost (vektor)




Tento vektor tak obsahuje kompletni informaci o rychlosti pohybu hmotného bodu — jeho velikost je

vvvvvv

md nyni smér tecny drdhy a jednoznac¢nou orientaci (ve sméru pohybu hmotného bodu)

OkamZita rychlost hmotného bodu jako podil diferencidlii privodice a ¢asu miZe byt chdpana (ve shodé

se smyslem podilu skaldrnich diferencidlti) jako c¢asova zména pruvodice (za jednotku casu),

matematicky je to pak derivace priivodice podle Casu.

Pozn. : Pro zkraceni zdpisu se k formdlnimu oznaceni derivace n€kdy pouziva pouze ¢arka nad pismenem

funkce, piipadné tecka , zejména jde-li o Casovou derivaci :

- dr X
Vv =—=r

dt

Derivace vektoru (vektorové funkce) je stejné jako sdm vektor formdlni matematicky vyraz , ktery

konkrétn€ znamena derivaci vSech souradnic vektoru :

Vo= (v,v,,v, )= a di dr =(x,y,.2) zdpis vektoru rychlosti pomoci souvadnic

Pripadné zapsano pomoci sloZek :

s = - dx - dy - dz - O
d+v,-jtv. -k = —i+—-j+—k =x-i+y-j+i-k
y' ItV dt ar v

Vo= v,

Pozn. : Tento slozkovy zdpis je teoreticky velmi vyznamny — ukazuje, Ze libovolny obecny kiivoéary pohyb (jeho rychlost)

1ze rozlozit do tii jednoduchych pohybi, které se konaji na soufadnych oséch, tj. do tif primocarych pohybi — je to vlastné

zdivodnéni principu skldddni pohybii . Uvazme, Ze vlastné také element drahy (dr ) se rozkldda na tii elementy na oséch

(dx, dy, dz) ana dalsi strance uvidime, Ze totéz plati i pro zrychleni pohybu.

Zapis vektoru rychlosti pomoci jednotkového vektoru uz zname - z néj jsme vlastné vychazeli :

v=v7T zdpis vektoru rychlosti pomoci jednotkového vektoru

kde 7 je jednotkovy teény vektor v daném misté drihy a velikost rychlosti v je uréena znidmym

vztahem pro velikost vektoru :

_ [ 2 22
V=4V tyyty; velikost vektoru rychlosti

A soucasné pro velikost rychlosti samoziejmé plati diive odvozena skalarni definice :

ds
dt




Analogickym zpiisobem , jako jsme definovali vektor okamZité rychlosti, mizeme ddle definovat vektor

okamzZitého zrychleni hmotného bodu - tj. jako ¢asovou zménu vektoru rychlosti :

okamZité zrychleni (vektor)

A stejné dobie 1ze popsat vyznam — slovni hodnoceni - této veliCiny : (okamZité) zrychleni je (Ciselné)

rovno zméné (pririustku) rychlosti za jednotku casu (v daném case, v daném misté drdhy).

Do defini¢niho vztahu Ize také hned dosadit pfedchozi vztah pro okamzitou rychlost :

&y d . d*F
a = — = —yV = —
dr  dt dr’
Nebo formalné€ :
N dv KX d’r .
a = — =V = — = 7r
dr dr?

Analogické je také vyjadreni vektoru zrychleni v souradnicich a sloZkdch :

. dv, dvy dv, N d’x d’y d’z N

a=(a,a,a,)= , , = (v, Vv, Vv, )= , , =(xX, 5z
(apaya) = (0T ) = (v ) = (05 0T 00 = (65,2

5=ax17+ay-j+azEzvx;+vy-}+vzl€=x;+y]+zl€

A také jeho velikost :

_ [ 2, 2, 2
a = 4| ay+ay+a;

Je vSak vynechdn zdpis pomoci jednotkového vektoru, nebot’ uréeni sméru tohoto vektoru, na rozdil od
sméru rychlosti, jiZ neni trividlni.
Smér vektoru zrychleni mizeme totiz vidét piimo z definice této veliCiny (jako podilu diferencidlu
rychlosti a diferencidlu Casu), kterou piipadné¢ upravime s vyuzitim moznosti manipulovat s podilem
diferencidli jako s obycejnym zlomkem :
i-P_ L

dt  dt

Tato vektorova rovnice ndm ftikd, Ze smér zrychleni je ddn smérem diferencidlu rychlosti , tj. zmény

(ptirtistku) rychlosti - nebot’ ndsobeni skaldrem md vliv pouze na velikost vektoru a neméni jeho smér.




Jestlize si pak nakreslime do obrdzku pfirtistek rychlosti jako rozdil vektorti rychlosti ve dvou
(nekonecné) blizkych bodech drihy :
dv =v(t+dt) — v(t)

a uvazime-li razné moznosti velikosti a sméru téchto vektorti (v disledku nerovnomérnosti pohybu a

rizného mozného zakfiveni drahy), pak je jisté ziejmé, Ze vektor okamZzitého zrychleni mize mit

v prostoru zcela libovolny smér.

ProtoZe u drahy pohybu jako geometrické kiivky 1ze v kazdém bodé vZdy jednoznacné urcit tecnu a

normdlu , provadi se velmi Casto rozklad vektoru zrychleni do téchto dvou smért (v roviné kiivky

v daném misté, jinak v prostoru je nutno pridat tfeti smér — binormélu).

Jde vlastné o rozklad vektoru zrychleni do dvou kartézskych os na tenou a normdlovou slozku :

T+ a n

a=a, +a, =a; n rozklad vektoru zrychleni

kde 7 je jednotkovy teény vektor (pouZity jiz u vektoru rychlosti) a 71 je jednotkovy norméalovy

vektor (viz obr.)

[normala

" oskulaéni \\
kruznice \
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Pro stanoveni obou téchto slozek zrychleni vyuZijeme zndmy zdpis rychlosti pomoci jednotkového
te¢ného vektoru :
vV = v-T

a vypocitame zrychleni s vyuZzitim pravidla o derivaci soucinu (které plati jak pro soucin dvou skalara

(funkci), tak i pro soucin skaldru a vektoru a rovnéZ pro soucin dvou vektori, skaldrni i vektorovy, jak se
muZete sami presveédCit rozepsanim vektorovych vyrazi do soutadnic) :
- dv d - dv . dt
a=—=—(v7T)=—7T+ v —
dt dt dt dt

Prvni ¢len obsahuje jednotkovy tecny vektor a skalarni vyraz - je to jiz tedy evidentné tecna slozka

zrychleni. Jasn¢ pfitom vidime, Ze derivace velikosti rychlosti podle ¢asu neurCuje celé zrychleni, ale

pouze tuto jednu sloZku.

Upravujme déle druhy ¢len pomoci formélniho pojeti jednotkového tecného vektoru jako slozené funkce :

T =17(t) = 7(s(t))

Pak mtzeme totiz pouZzit pravidel o derivaci sloZené funkce :

di _ di ds _dE

— —y
dt ds dt ds

Podivejme se nyni, jak vypadaji tyto veliCiny v libovolném misté drdhy hmotného bodu a jaky je jejich

vztah k oskulaéni kruZnici poloméru R :

/1)5 /

/ oskula¢ni
kruznice /
ao
/ |
/
/
/
/
/
¢S

|
|
|
|
|
|
by
|
|
|
|
|
|
|

S pomoci obrizku pfedeviim uvazme, jaky smér méd vektor d7 - musi mifit pravé do stiedu této

oskulaéni kruZnice, tj. m4 smér jednotkového normélového vektoru 7 kiivky — proto tedy je moZno

vektor d7 zapsat pomoci jeho velikosti a tohoto jednotkového vektoru :
dt = dt-n
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Jest& vyuzijme stejného thlu d@ v podobnych trojihelnicich vytvofenych teénymi vektory a poloméry
oskulaéni kruZnice na pocdtku a konci ¢asového intervalu dt (viz. obr.) :

_dr _ds

d
4 1 R

Casovou zménu jednotkového te¢ného vektoru lze pak jednoduse vyjadfit :

dt dTt dt-n n ds n %

— = —y = v =dTt-—-Vv V= —

dt ds ds ds R ds R

Tento vysledek dosadime do vychoziho vztahu pro zrychleni :

~  dv . dt  dv .

id=—7T+vVv—=—7T+ v
dt dt dt

A v kone¢ném tvaru :

Vo
_.n
R

L dv . VL
a = ar T+ R n rozklad vektoru zrychleni
Pro velikosti sloZek vektoru zrychleni tedy dostdvame :
_dv
ar = ar velikost tecné slozky zrychleni (,,tecné zrychleni*)
an, = ? velikost normdlové sloZky zrychleni (,,normdlové zrychleni*)

Pomoci téchto sloZek pak také muZeme jednoduse vyjadiit velikost vektoru zrychleni, nebot’ to jsou

kartézské slozky :

[ 2 +dl . )
a=+a, Ta, velikost zrychleni

Z uvedenych rovnic je zfejmé, Ze zrychleni krivocarého pohybu neni nikdy nulové. I v piipadé

rovnomérného pohybu (tj. konstantni rychlosti v, jako napf. rovnomérny kruhovy pohyb), kdy je sice

te¢né zrychleni rovno nule :
dv

b _ — = 0
dt

je ale v dusledku zakfiveni drahy (existence poloméru kfivosti R) vZdy nenulové zrychleni normélové

a

(dosttedivé) , samoziejmé pokud je nenulova rychlost :

12



Diéle si blize vSimneme kruhového pohybu , jako specidlniho ptipadu pohybu kfivo€arého, velmi Casto

vyuzivaného v technickych aplikacich i v teoretickych tdvahéch :

Kruhovy (rota¢ni) pohvb

Aniz opét zkoumdme piiciny takového pohybu (v dynamice uvidime, Ze na hmotny bod musi plisobit
konstantni dostfediva sila), konstatujeme pouze, Ze drdhou hmotného bodu je kruZznice o poloméru R se
sttedem v né&jakém bodé& S .

K popisu kruhového pohybu pak vétSinou zavadime uhlové veliciny (viz obr.) :

Vyuzivime pfitom geometrické definice ihlu (v radidnech) pomoci drihy s opsané (vykonané) na
obvodu kruznice o poloméru R (kladny smér ode¢tu dhlu volime standardné proti sméru hodinovych

rucicek) :

R)
v =% [rad]=[-] definice iihlu

kterd matematicky také znamend jednoznaéné prirazeni (vztah) velic¢in vykonané drahy s a thlu ¢

opsaného pruvodicem :

s = R-@

Tuto rovnici derivujme podle Casu, tj. derivujme jeji pravou i levou stranu :
ds d
as _ r.9?
dt dt
13



Mame jiz n€jaké zkuSenosti s diferencidly, miizeme proto uvazit, Ze vzniklé casové zmény drahy a dhlu

znamenaji samozfejm¢ na jedné strané¢ drdhu vykonanou na obvodu za jednotku Casu , tj. obvodovou

rychlost v, kterd je zfejm¢ ekvivalentni obycejné ,,drdhové* okamzité rychlosti (skalarni) a na strané

druhé pak dostdvame uhel opsany priivodicem za jednotku Casu , tj. @hlovou rychlost o :

_ds

V= ar obvodovd rychlost
_do

w = E thlovd rychlost

Objevili jsme tak dalsi jednoznacny vztah mezi drahovymi a tihlovymi veli¢inami, nyni rychlosti :

vy =R-w

Tuto rovnici znovu derivujeme :

dv —R'dw

dr dr

Na levé stran¢ vznikd zndmd velic¢ina tecného zrychleni a, a na strané pravé je pak Casovd zména

uhlové rychlosti, tj. #hlové zrychleni ¢ :

dv

ar = Z tecné zrychleni
dw

= E tihlové zrychleni

A mame tfeti vztah pro drdhové a uhlové veliCiny, tentokrat pro zrychlent :

a, = R-¢€

Jelikoz lze i1 dostiedivé zrychleni vyjadfit pomoci tihlové rychlosti :

2 2
R-w
o = ROV _ py
R R

znamend to, Ze kruhovy (rota¢ni) pohyb je thlovymi veli¢inami (¢, ®, &) dostatecné popsdn — tj. umime

z nich jednoznac¢né urcit vSechny drdhové veliCiny (drdhu, rychlost a zrychleni — tedy vlastné pouze

jejich velikosti s, v, a).
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Uvazme ovsem, Ze drahové veliCiny jsou ale obecné vektory . Pak se naskytd otdzka, zda by bylo mozno

definovat vektorové také uhlové veliCiny - v prvni fad¢ thel opsany pravodicem.

Zakladni podminkou je zde jist¢ nalezeni sméru takového vektoru, ktery by bylo mozno jednoznaéné

prifadit tomuto thlu, tj. vlastné i celému kruhovému (rota¢nimu) pohybu. Tuto vlastnost ma piimka

prochdzejici sttedem kruhové drdhy a kolma k rovin€ pohybu, tj. rotacni osa .

osa rotace

=~y

Jednotkovy normdlovy vektor n , kolmy k roviné rotace, definuje proto jednozna¢né smér této osy a

také hledany smér vektoru hlu - jeho orientace se potom standardné voli tak, aby z konce normélového

vektoru bylo vidét pohyb po kruZnici v kladném smyslu a jeho velikost pak jist¢ stanovime rovnou

(kladné) velikosti opsaného thlu :
(2] = ol

Pro vektor thlu tedy mizeme pouZit zapis pomoci jeho velikosti a jednotkového vektoru :

¢ =¢n

vektor opsaného uhlu

Potom se i dalsi thlové veli€iny stanou ,,automaticky‘ vektorovymi veli¢inami :
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@_@

- dt vektor uhlové rychlosti

Pred dal$im krokem uvéazime, Ze smér vektoru dhlové rychlosti je uréen smérem diferencidlu dhlu, tj.

smérem piirastku (zmény) dhlu — to ale znamend zménu sméru osy rotace - coz je jisté velmi zdsadni

zména rota¢niho pohybu, kterd sice obecné muze byt skute¢né jakdkoliv , ale napiiklad u nesc¢islného

poctu rotujicich strojnich soucasti s pevnymi loZisky se v béZném provozu ani neocekdva (rizné hiidele,

kola, turbiny, motory...).

To je jednoduchy ptipad tzv. pevné osy ., kterd udrZuje Kkonstantni smér v prostoru a nepfipusti proto

jinou moznost nez d@ || @ . Uhlovi rychlost bude potom také ve sméru osy rotace (a jeji orientace bude

stejnd jako orientace diferencidlu thlu, tj. z konce vektoru bude vidét ptirtistek uhlu v kladném smyslu) :

Analogicky vypocitame vektor thlového zrychleni :

_ da
€ = I vektor tihlového zrychleni

Jeho smér je opét jednoznacny pouze u pevné osy , kdy pak vlastné vSechny thlové veli¢iny budou leZet

v jedné piimce — v ose rotace :

£|a| ¢

Pii rotacnim pohybu hmotného bodu (i télesa) se vzdy snazime umistit vztaznou soustavu souiadnic tak,

aby jeji pocatek leZel na ose rotace, piitom neni nutné, aby byl piimo ve stfedu kruhového pohybu (viz.

obr.) :

Pak lze totiZ popsat vztah mezi drdhovymi a vektorovymi veli¢inami skutecné jednoduchymi, hezkymi

rovnicemi, jak laskavy ctendr déle nahlédne.

Vyjéadieme nejprve polomér kruhového pohybu hmotného bodu (viz. obr.):

R =r-sina

Potom pro obvodovou rychlost dostaneme :

v=Rw®w=r-sina-a

To je ale velikost vektorového soucinu a vektor rychlosti tak miZe byt vyjadfen vztahem (zkontrolujte na

obrazku smér vektoru) :

V=moXTr )
obvodovd rychlost
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Dile vypocitdme vektor zrychleni jako derivaci tohoto vyrazu, s vyuZitim znalosti derivace soucinu a
znamych vyrazl pro thlové zrychleni a obvodovou rychlost :
~ dv d _ . do - . _dr .
a =— = —(WXr)=—Xr + WX— = EXr + WXV = EXr + WOX(WXr)
dt dt dt dt

Uvazime-li podle obrazku sméry vyslednych vektorii, dostdvame vlastné rozklad vektoru zrychleni na

tecnou a normdlovou slozku (psiat zdvorku neni nutné, jestlize pfijmeme dohodu, Ze postupné

matematické operace se konaji zprava doleva) :

Ql
Il
™y
X
N

tecné zrychleni

Qy
I
S
X
S
X
N

n normdlové zrychleni

Opét vidime, Ze u kruhového rovnomérného pohybu, ktery ma konstantni obvodovou 1 thlovou rychlost,
je te€né zrychleni nulové :

a, = EXr =0

A celkové zrychleni je uréeno pouze zrychlenim normalovym (dostfedivym) :

2
v

=d, =0OXOXr =-—n#0
R

Ql
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